Exercice 1. On fait un développement asymptotique :
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Exercice 2.

1. a. D’aprés l'interprétation matricielle d'une application (et sachant qu’on est sur R* muni de sa base canonique) :

)
1 1 3

b. On voit que ( fo, f1) est libre et donc de rang 2, et il est également immeédiat (se voit sur la deuxiéme composante,
nulle pour fq et f1) que fa¢ Vec(fo, f1) ce qui indique que (fo, f1, f2) est libre et donc de rang 3.

Clairement, pour k> 2, (fo, -+, f) est alors de rang au moins 3, mais également au plus 3 puisque R? est de dimension
3, donc est de rang 3.

c. On a déja vu que (fo, f1, f2) est libre, donc c’est une base de R? puisque dim R?=3.
On a alors f1 =u(fo) et fo=wu(f1). Puis, un petit systéme au brouillon établit que f3=2 fo+ f1 —2 fo et ainsi la

—2
matrice de u selon (fo, f1, f2) est

o = O
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0 1 2
d. On trouve 91:(1), 92:(2)et 93:(3),
1 1 3

On observe que (go, g1, g2) est libre donc de rang 3, tandis que (go) et (go, g1) sont respectivement de rang 1 et 2.
Ensuite pour k >2, (go,- .., gk) ne peut &tre que de rang 3.

(g0, g1, g2) étant une famille libre de E (qui est de dimension 3), alors c’en est une base et on remarque que g3 =

00 —2
2 g2+ g1 — 2 go et la matrice de u selon (go, g1, g2) est encore ( 10 1 )

1 1 3
e. Il vient h1:<1>, h2:<1>, h3:<3>,
0 2 2

On a alors manifestement (hg, k1) libre, tandis que ho =2 ho+ h1, h3=2hy +ha=2hg+ 3 h1...

On constate alors, par récurrence, que pour tout n, hnyo=2h,_o+ h,_1 (assez immédiat compte-tenu de la linéarité
de u et de la définition de (h,).)

Mais alors, par récurrence également, on observe que pour k > 2, rg(ho,. .., hr) =2.

En effet, rg(ho, h1, ho) =2 et, si k >2 est tel que rg(hg, ..., hi) =2, alors hyy1=2hg_1+ ki € Vect(hy, ..., hi) donc
Vect(hg, ..., hi) =Vect(hg, ..., hi4+1) et ainsi rg(ho, ..., hi) =18(ho, ..., hgt+1) =2 ce qui achéve la récurrence.

Bien entendu, il ne peut alors exister d’entier k tel que Vect(hq, ..., hi) =R3.
2. a. L’existence et 'unicité des réels ag, -+, a, 1 est une conséquence immeédiate de ce que (z,u(x), -, u™~(z)) forme
[ 0 ao
. .
une base de E. La matrice de u selon cette base est assez immédiate elle aussi :
: .0 an—o
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b. Il s’agit d’établir que les applications linéaires u™ et ag-Idg +a1-u+ -+ +a,_1-u™ ! sont égales. Ces deux
applications prennent méme valeur en x, mais aussi, en appliquant u de part et d’autre de I'égalité v"(z) =agx+ -+
an_1u™ " Y(x), en u(z), puis en u?(x) jusqu’a u™~(z). Ainsi ces deux applications linéaires coincident sur tous les
vecteurs d’une base de E et sont donc bien égales.

Exercice 3.
1. Voir cours!

2. f est définie par son action sur la base canonique (es, -+, e,) et on voit immédiatement que ( f(e1), -+, f(en)) est encore
une base de K™ (a l'ordre des termes prés, on retrouve la base canonique). De ce fait, f est un automorphisme de IK™.



. 0
Par défintion, il vient J=| o - :
0.0 0 1 0
3. J étant la matrice d’'un automorphisme, alors J est une matrice inversible.
4. a. Puisque par hypothése E; ; ¢ H, alors ¢(E; ;) #0 et ainsi o(I,+a E; ;)= ¢(I,) + ap(E; ;) et clairement il existe
alors o € R tel que o(I, +a E; j)=0. Mais alors I, + o E; ;€ H.
Il n’est pas bien difficile de voir que I, + o E; ; est une matrice inversible Voici quelques arguments possibles :
e C’est une matrice triangulaire de termes diagonaux tous non nuls
e les vecteurs lignes (ou colonnes) forment une famille libre (cela saute vraiment aux yeux!)
e on peut bien slr aussi évoquer le déterminant de I,, + a F; ;.
Mais alors il est, dans ce cas, bien établi que H contient au moins une matrice inversible.
b. Si pour tout i# j, E; j€ H, alors J=FEs 1+ -+ Ey n—1+ E1,, € H et, comme on I'a vu, J est inversible, ce qui
assure que H contient bien au moins une matrice inversible.
Analyse
1. Comme t »—»— est décroissante, alors Zk 1 k ndt et Zk 9 <f1 - et le résultat s’en déduit.
2. Des inégalités précédentes, on déduit que H, =In(n)+ O(1) ce qui assure que Hy, ~y,_ 100 In(n).
3. a. Soit n > 1, alors u, = —In(n+1)+In(n)= r o f’”‘lﬁ <0 toujours en vertu de ce que +— — est
. n+1 — R T n+1 n t J 4 t
décroissante sur RT*.1,5
b. De ce qui précéde, on déduit que (u,) est une suite de réels positifs (plus précisément, on a pour tout n, u, > %)
Etant également décroissante, alors (u,) est convergente. Comme de plus 1 majore (uy,), la limite vy de (u,) appartient
bien a [0, 1].
4. a. On cite bien str son cours : la suite (%) est une suite de réels positifs, décroissante et de limite nulle, donc en
)k
vertu du critére spécial des séries alternées, > ( 1]1 " est une série convergente (mais manifestement pas absolument
convergente)
. —1)k—1 PRI
b. Soit n>1, alors Hgann:Zi” T > k Zk T 72216 N Qk iil ( ])C . De ce qui precede, Hy,—H,=
k—
In(2) + 0(1) et on en déduit que ( o - 1; ) converge de limite In(2) et ainsi donc Z;‘:’ 1) C—ln (2).
5. a. A l'aide de deux intégrations par parties successives, il vient :
1 1 2 k+1 1 k+1 k+1
Je==|t—-k—=| f'(¥) —|lt=k—=)f(t) + f)de
2 2 k 2 k k
et la relation attendue s’en déduit.
b. En sommant de k=1 a k=n —1 les égalités précédentes, on parvient a » ', L, :w — > f(k)+
M—i— f f(t)dt ce qui est peu ou prou le résultat attendu.
1 1 1 11,
6. . On remarque que pour t € [k, k+ 1], 0<% (t —k—1)? /(1) < 15 car /(1) = gk et (1 —k—$)? <. Lencadrement
attendu s’en déduit.
b. En sommant les inégalités précédentes, pour 1 <k < n, il vient Zk S fn-H 4df3 c-a-d Zk 1k < ( (nTll)z)

et ainsi la suite des sommes partielles de la série > J,, est majorée (par 1/8). S’agissant d’une série a termes positifs,
alors elle est convergente (et de somme comprise entre 0 et 1/8)

c. En sommant de n & N ou N >n, on obtient

N Ntlg 1(1 1
o<y a< [ 4—t3<§<mm>

k=n



et, a la limite quand N — +o0, il vient donc 0 < Jk 8n2

d. On note s= Ziﬁ‘i Ji et on reprend l'identité de la 5.b., alors il vient, pour tout n € N*

- 1.1 1 1 &
=30 1) - [t g g
k=1 k=1
d’on l’on déduit que la limite v de la suite (u,) est égale a %— s et celle-ci est donc comprise entre l ot 2 < Puisque
0<s<—
De plus, comme Zk e/ Zk Jy, alors on a

1 1

et, de 'encadrement de la question 6.c., on déduit que H, =1n(n)+ ’er%n —epoul0<e, <
Probléme d’algébre

1. a. Comme z#0, (x,u(z)) est libre si et seulement si u(z) ¢ Vect(z). Or, s'il existe A € R tel que u(z) =\ -z, alors il
vient, en appliquant u de part et d’autre, u?(z) =u(z) —x=\-u(zx) puis A\-z —x=A2-x ou encore (\2—\A+1)-z=0.
Mais avec A € R, on a toujours A> — A+ 10 et ainsi =0 ce qui est contradictoire.

Ainsi il ne peut donc exister A € R tel que u(x) =A-z ce qui montre que (z,u(x)) est libre.

b. On note que u(F,) = Vect(u(z), u(u(zx))) = Vect(u(z), u(z) — x) C Vect(z,u(z)) ce qui montre que F; est stable par
u. La dimension 2 de F; se déduit immédiatement de la liberté de (z, u(z)).

c. Si H contient x et est stable par u, alors u(z) € H et bien évidemment alors F, = Vect(z,u(z)) C H.

d. De la question précédente, on déduit que Fyy C F,. Mais, comme x et y sont non nuls, alors F; et F}, ont la méme
dimension 2. Ils sont alors égaux.

e. Supposons par 'absurde que H N Fy, # {0g} et notons y non nul élément de H N F,, alors y € F, et on sait alors
que F, =F,. Or de la question c., on sait que F, C H et on en déduit que € H (puisque z € Fy, et F,=F,), ce qui
est contradictoire. Ainsi, par 'absurde, H N F,={0g} (H et F, sont donc en somme directe.)

0 1 -1 1 -1.0 0 0
2. a. Il vient A%2= Bl Bl g 1 puis A2 — A= 8 Bl 31 8 = —1I, et on en déduit que u? —u=1Idg.
0 0 -1 -1 0 0 0 -1

b. Il est immédiat que x5 ¢ Vect(x1,u(z1)) = Vect((1,0,0,0),(1,—1,0,0)). On déduit de ce qui précéde que Fy, N Fy,=
{0g} (d’aprés la 1.c. puisque F, est stable par u et que zo ¢ F,.)

Mais alors Fy, et F,, qui admettent respectivement pour bases (z1,u(z1)) et (2, u(x2)) sont en somme directe, et par
un argument de dimension F,,, ® F,, = F et ainsi (21, u(z1), v2, u(72)) est une base de £ =R™.

c. Comme u(u(x1)) =u(z1) — 1 et la méme chose pour u(u(xz)) la matrice de u selon cette base s’en déduit aisément :
-10 0

oo~ O
(=N
o
|
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3. a. On pose H = Vect(x1, u(x1), - -, 2p, u(xp)), alors H =F,, @ --- & F,, est, on le vérifie aisément, stable par u. De
plus z, 1 € B\ H et on en déduit que HNF, ,, ={0g}. Mais alors H et I, , sont en somme directe et la famille
obtenue en réunissant une base de H et une base de I, ., est une base de H ® I, et donc a fortiori une famille
libre. Ceci établit donc bien que (z1,u(x1), - - -, Tp, w(Tp), Tp+1, u(Tp+1)) est encore une famille libre de E.

b. Comme une famille libre de E ne peut compter, au maximum, que n vecteurs, l'algorithme présenté par 1’énoncé
ne peut comporter plus que % étapes. Si celui-ci s’interrompt au bout de ¢ étapes pour obtenir (z1, -+, %) une famille
de E telle que (z1,u(z1), - - -, xp, u(xq)) soit libre, on sait que (x1,u(z1), - -, Tp, u(zq)) est également génératrice de F
car si elle ne I’était pas, on pourrait encore choisir zq41 € E'\ Vect(z1, u(z1), - - -, Tp, u(2q)) ce qui est en contradiction
avec le postulat que notre algorithme s’était interrompu...

Ainsi on est assuré par cet algorithme d’obtenir une base de E sous la forme d’une famille (z1,u(z1), - -+, zp, u(x4)) ce
qui indique que F est de dimension paire 2 q.



c. La matrice de u dans cette base prend une forme diagonale par blocs (avec des blocs 2 x 2 sur la diagonale) :

(B} =1t
IE
A=
0 -1
1 1
4. De ce qui précede, on sait qu’il existe (z1,---,z4) et (y1, -+, yq) deux familles de E telles que B= (1, u(x1), -, T4, u(zy))
et B'=(y1,v(y1), -, Yq, v(yq)) soient des bases de E. De plus, les matrices de u selon B et de v selon B’ sont 1'une et

lautre égales a la matrice A obtenue a la question précédente. La matrice de v selon B est alors, d’aprés la formule
de changement de base : Matg(v) = Pg—p' A Pg/'— 5.

Mais alors, en notant ¢ ’endomorphisme de E qui admet pour matrice Pg/_ 5 selon la base B, on a ¢ qui est un

automorphisme puisque de matrice Pg/_ g selon la base B inversible et la relation matricielle précédente s’interpréte

donc aussi en Matp(v) = Matg(o ™) x Matg(u) x Matg(y) ce qui prouve que v= ¢ touo .

u et v sont donc bien conjugués. En fait, on voit que deux endomorphismes v et v de E sont conjugués si et seulement
si il existe deux bases B et B’ de E telles que Matg(u) =Matp/(v).

Exercice 4.

1. On note fy, la fonction z+— >, a*. Celle-ci est strictement croissante et continue sur R*, vaut 0 en 0 et de limite
+00 en 400 et donc f, réalise une bijection de R dans R™. 1l existe donc bien u,, € R™ unique telle que f,(u,)=1.

On note de plus que u, > 0.
2. Soit n € N*, alors fp41(u,) =1 +uﬁ+1 > fnt1(tnt1) et, comme f, 1 est croissante, alors wy, > tn 1.

3. (un) est ainsi décroissante et minorée, donc convergente.

Soit m > 1, alors on a u, <1 (immédiat car f,(1) >1) et il vient donc, en reconnaissant la somme de termes d’une

. — 1
suite géométrique : “"1 1; =1. De plus, 0 < u, <up <1 et on en déduit que ! R 0.
— Uy n—-—+0oo
Il vient donc, a la limite quand n — +o0, l =1 ce qui conduit & [=1

2°

4. On reprend I'égalité précédente, en remplagant uy, par L e, et il vient = + En— (; + En)"+1 =1-—g, —% ou encore
_1 n+l
en=75(3+¢n)

Ore,—0et,si= < p, alors il existe un rang N a partir duquel &, < p — 3, et donc, pour n 2 N, &, <5 ( +en )”'H

et on en déduit que en=0(p™) (puisque 0 < +€N <p)
5. De l'égalité En:%(%+€n)"+1 on déduit désormais que

1 1 1 1
&n=nrT exp((n+1)In(l+2¢,)) = 7T exp((n—i— 1) ln<1 +0<?))) ~ ST



