Séries numeériques

Réponse 1. Si et seulement si a > 1.

Réponse 2. C’est une anerie! Il manque ici une hypothése essentielle : la positivité de (uy,) et (vy,).

(-)" (="
Vi i+ (D

Un contre-exemple est > qui converge, et qui diverge car
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or Z - converge en vertu du critére spécial des séries alternées, > (’)( ) converge absolument par comparaison a une

série de Rlernann mais ) —= dlverge

Réponse 3. La suite des sommes partielles .S, = ZZ:Ouk est croissante, donc pour établir sa convergence, et ainsi celle de
la série Y uy, il suffit d’établir qu’elle est majorée.

Alternative : si on connait une série convergence » vy, telle que pour tout n, 0 <uy, < vy, alors on peut conclure a la convergence

de la série Y up.

Réponse 4. Soit (a,) une suite de réels positifs, décroissante et de limite nulle, alors la série Y (—1)"a, est convergente.
De plus, sa somme est toujours encadrée par deux termes consécutifs de la suite des sommes partielles et, la somme est du
signe de son premier terme, et majorée en valeur absolue par celui-ci. (Ceci est aussi valable pour les sommes partielles :

R, = Ek—n—i—l( 1)*ay, est du signe de (—=1)"*! et majoré en valeur absolue par a,1.)

Réponse 5. Soit (a,) une suite de réels strictement positifs. On suppose que (%) a pour limite [ € RU {+o00}.

Sil<1, alors > ay converge. Sil>1, alors Y a, diverge grossiérement. Si /=1 on ne peut rien dire!

On applique souvent la régle de d’Alembert & des séries de complexes ou de réels non nuls, il suffit alors bien str de mettre
des valeurs absolues (ou des modules).
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Si ainsi (a,,) est une suite de C telle que ( —aZ“

) converge de limite [ € [0, 1], alors Y a,, converge absolument, et si (

Qan

tend vers I > 1, alors > ay diverge grossiérement.

Réponse 6. De la série > a, ol ag=1ug et, pour tout n >0, an = tp — Up_1.

Ceci permet de traduire un probléme relatif & une suite de IK & un probléme relatif & une série de K, et réciproquement.

Réponse 7. C’est bien str une anerie. Pour que Y u, converge, il est nécessaire, mais non suffisant, que u, — 0. Lorsque
(un,) ne converge pas vers 0, on dit que Y u,, diverge grossiérement. Un exemple de série qui diverge, mais non grossiérement
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est la série harmonique >, —
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Réponse 8. > u, converge si et seulement si |p| <1 (on peut préciser que si |p| > 1, elle diverge grossiérement) et, si tel

est le cas, alors sa somme vaut ug (1+ p+ p?+---) = ;i”p.

Réponse 9. C’est faux, car pour Conclure, il faut une hypothése supplémentaire, a savoir que la suite (v,,) soit positive. Un

contre-exemple pourrait etre (’)( ), pourtant Z% converge, mais pas Z%

Le bon énoncé serait donc : si u, =O(vy,), que > v, est une série & termes positifs convergente, alors > u,, est absolument
convergente (et donc converge tout court)
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Réponse 10. C’est toujours faux! Par exemple en posant v, = et Uy :%, donc ici aussi I’hypothése de positivité de

(vn) est indispensable.

Réponse 11. Le produit de Cauchy de " u, et > v, est la série Y w,, o, pour tout n, w, = ZZ:Ouk Un_k. Une condition
suffisante & ce que Y w,, converge est la convergence absolue des deux séries > u, et > v, et, de plus, si tel est le cas, alors
la somme de > w, est le produit des sommes respectives de > u, et de > vy,



Attention : la convergence tout court des séries > u, et > v, n'est pas suffisante, mais les contre-exemples sont assez
difficiles.

Réponse 12. Plusieurs réponses sont possibles. De la décroissance de f on déduit :

n+1 n n
/0 FOaS Y < IO+ / f(tydt

Si on veut faire apparaitre la méme intégrale de part et d’autre, on peut préférer remarquer :

n

/f )dt + f(n Z (O)Jr/onf(t)dt

Solution 1. On ne peut appliquer directement le critére spécial des séries alternées car (m) n’est pas une suite

décroissante de réels, alors on calcule un développement asymptotique :
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( n) est convergente en vertu du critére spécial des séries alternées ((;) est décroissante et converge

puis on remarque que y

. 1 1 o - .
vers 0) tandis que » —— et > O(F) sont absolument convergentes toutes deux par comparaison & une série de Riemann.

Ainsi ) n(_i est convergente.
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Solution 2. On fait un développement asymptotique, en partant de ce que In(1+z)=x — —+ + o(x®) ou bien de ce que
In(l+z)=2— ——|— O(x?) jusqu’a faire apparaitre que le terme général de notre série est la sornme du terme général d’une

série Convergente et du terme général d’une série divergente. Il en résulte la divergence de cette série.
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Solution 3. On decompose en éléments simples : puis on calcule des sommes partielles et on passe a la

limite. La somme vaut =

Solution 4. la conclusion est facile avec le critére de Riemann si o >1 (convergence par comparaison & » +1) ou si
: 1 1 n 2
a <1 (divergence : en effet = :O(n“‘ 1nﬁn) et on sait Y ——+ af divergente, et Z — étant a termes positifs, alors cette
n n

derniére ne saurait converger)

Si maintenant a =1, le resultat est encore immeédiat si 3<0. Enfin, sia=1et 3>0, alors 2+ 2 (Inx)? est croissante, a valeurs

. 1
est convergente ssi & — ———— est

—+*
dans R™* et donc x+— ———— est positive et décroissante, donc on sait que z (Inx)?

(1 n22p (lnn)s
intégrable sur [2, +oo] et il est un exercice classique (vu en cours) que c’est le cas si, et seulement si 3> 1.

sin(n 0 .. o eln?
% est la partie imaginaire de

Solution 5. (on reconnait le terme général d’une suite géométrique) et, comme

i0 ing
e . R . .. L. .
—-| <1 on sait que >_ e2n converge de somme - dont on n’a plus qu’a extraire la partie imaginaire qui vaut (sauf erreur)
2sin(f) e
5—4cos(0)’



