
Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

Exercice 1 (‹ Cou, Rai, Rec ©). Parmi les ensembles suivants, lesquels
sont des espaces vectoriels (on vérifiera si ce sont ou non des sous-espaces
vectoriels d’espaces vectoriels de référence que l’on précisera).
a) L’ensemble des fonctions définies sur R et continues en 0.
b) L’ensemble des fonctions monotones sur R.
c) L’ensemble des fonctions réelles définies sur r 1 ; 2 s prenant la valeur 1

en 1.
d) tpunq P RN punq convergeu

e) tpunq P RN punq bornéeu

f) tpunqn P RN @n P N un`2 ´ 5un`1 ` 6 “ 0u

g) L’ensemble des suites réelles arithmétiques
h) L’ensemble des suites réelles géométriques
i) tf P C pr a ; b s ,Rq, fpaq “ fpbqu

j) tf P C pr a ; b s ,Rq,

ż b

a
fptq dt “ 0u

k) tf : R Ñ R dérivable | fp1q “ f 1p1q “ 0u

l) tM P MnpRq, M est inversibleu

m) tM P MnpRq, M “ M2u

n) tpx, yq P R2, x ` y “ 0u

o) tpx, yq P R2, x ` y “ 1u

p) tpx, yq P R2, xy “ 0u

q) tpx, yq P R2, xy ě 0u

r) tpx, yq P R2, x ď yu

s) tpx, yq P R2, x ´ 2y “ 0u

Exercice 2 (‹ Rai). 1. Montrer que les ensembles suivants sont des
sous-espaces vectoriels engendrés par une partie finie à déterminer :
(a) Dans E “ RrXs : F “ taX3 ` bX ` c, pa, b, cq P R3u

(b) Dans E “ Rn : G “ tpa, . . . , aq P Rn, a P Ru

(c) Dans E “ R3 : H “ tpa ´ b, a ` b, a ´ 3bq P R3, pa, bq P R2u

(d) Dans E “ M3pRq : N “
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(e) Dans E “ R3 : R “ tpx, y, zq P R3 | x ` y ´ z “ 0u

2. Déterminer H X R.

Exercice 3 ( ‹‹ Rai, Rec ©). Soit E un K-espace vectoriel, F et G deux
sous-espaces vectoriel de E. Montrer que

F Y G sous-espace vectoriel de E ðñ F Ă G ou G Ă F

Sous-espaces vectoriels engendrés

Exercice 4 (‹‹ Cou, Rai, Rec ©). Dans E “ R3rXs , on s’intéresse à
l’ensemble H “ tP P R3rXs | P p1q “ 0u. Montrer que c’est un sous-espace
vectoriel de R3rXs en en donnant une famille génératrice.

Exercice 5 (‹‹ Rai, Rec). Soit F et G deux familles finies de vecteurs
d’un espace vectoriel E.

1. Comparer vectpF
Ş

G q et vectpF q
Ş

vectpG q.
2. Comparer vectpF

Ť

G q et vectpF q ` vectpG q.

Exercice 6 (‹‹ Rec, Rai). Soit E “ RR et ω P R on note F “ tx ÞÑ

A cospωx ` φq, pA, φq P R2u. Montrer que F est un sous-espace vectoriel
de E et écrire F “ vectpFq pour une certaine famille finie F .

Somme de sous-espaces vectoriels

Exercice 7 (‹ Rai ©). On considère les sous-espaces vectoriels F “

tP P R2rXs, P p1q ` P p2q “ 0u et G “ vectpX ` 3q. Montrer que F et G
sont en somme directe.

Exercice 8 (‹ Rai, Cal). Dans E “ R3, on pose : F “ tpx, y, zq P

R3, x ` y ´ z “ 0u et G “ tpa ´ b, a ` b, a ´ 3bq P R3, pa, bq P R2u

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Montrer que p1, 0, 0q P F ` G mais n’appartient ni à F , ni à G.
3. F et G sont-ils en somme directe ?
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Exercice 9 (‹ Rai, Cal ©). Dans E “ R3, on pose : F “

vectpp1, 0, ´1q, p1, 1, 1qq et G “ vectpp0, 1, 1q, p0, 1, 0qq

1. Montrer que p1, 0, 0q, p0, 1, 0q et p0, 0, 1q appartiennent à F ` G.
2. En déduire que F ` G “ E. A-t-on F ‘ G “ E ?

Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Exercice 10 ( ‹ Rai). Soit E “ RR, on note P l’ensemble des fonctions
paires de E et I l’ensemble des fonctions impaires de E. Montrer que P
et I sont supplémentaires dans E.

Exercice 11 (‹‹ Rai, Rec YT). Soit F “ tf P C 1pR,Rq, fp0q “ f 1p0q “

0u et G “ tx ÞÑ ax ` b, pa, bq P R2u. Montrer que C 1pR,Rq “ F ‘ G.

Exercice 12 (‹‹ Rec, Rai). Soient l’espace vectoriel E “ C pr 0 ; π s ,Rq.
F “ tf P E, fp0q “ fpπ{2q “ fpπqu et G “ vectpcos, sinq.
Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de
E.

Exercice 13 (‹‹ Rec, Rai ©). Soient E “ C 0pr 0 ; 1 s ,Rq et F “ tf P

C 0pr 0 ; 1 s ,Rq,

ż 1

0
f “ 0u. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de

E. Trouver un supplémentaire de F .

Exercice 14 (‹‹ Rai). Soit E “ tpunqn P RN punqn convergeu.
On pose F “ tpunqn P RN un ÝÑ

nÑ`8
0u et G “ tpunqn P

RN punqn est une suite constanteu. Montrer que E “ F ‘ G.

Familles libres

Exercice 15 (‹‹). Soit F “ pe1, e2, . . . , enq une famille liée de vec-
teurs de E (un K-EV). Montrer qu’il existe j P rr 1 ; n ss tel que ej P

vectpe1, . . . , ej´1q.

Exercice 16 ( ‹ Cou, Rai). Considérons E “ F pR,Rq. Soient a ă b
deux réels, on pose f : x ÞÑ e ax et g : x ÞÑ e bx P E montrer que f et g sont
indépendantes dans E.

Exercice 17 ( ‹ Cou, Rai). Considérons E “ F pR,Rq. Soient a ă b
deux réels, on pose f : x ÞÑ |x ´ a| et g : x ÞÑ |x ´ b| P E montrer que f et
g sont indépendantes dans E.

Exercice 18 ( ‹‹ Rec ©). Généraliser l’exercice 16 (resp. 17) dans le cas
de n fonctions de la forme x ÞÑ e aix (resp. x ÞÑ |x ´ ai|).

Exercice 19 (‹ Cal YT). Les familles suivantes sont-elles des familles
libres de R3 ?

1. x1 “ p1, 0, 1q et x2 “ p1, 2, 2q.
2. x1 “ p1, 2, 1q, x2 “ p2, 1, ´1q et x3 “ p1, ´1, ´2q.
3. x1 “ p1, ´1, 1q, x2 “ p2, ´1, 3q et x3 “ p´1, 1, ´1q.

Exercice 20 (‹ Cal © YT). Montrer que p1qn, p2nqn et p3nqn sont des
vecteurs linéairement indépendants de RN.

Exercice 21 (‹‹ Rai, Cal). 1. Soit pp, qq P Z2. Calculer
ż 2π

0
cosppxq cospqxq dx

2. Soit n P N‹. On pose fi : x ÞÑ cospixq pour i P rr 1 ; n ss. En déduire
que pfiqiPrr 1 ; n ss est une famille libre.

Exercice 22 (‹ Rai, Cal ©). Dans l’espace vectoriel E “ F pr 0 ; 2π s ,Rq

on note

f1 “ cos, f2 “ sin @x P r 0 ; 2π s , f3pxq “ x cospxq, f4pxq “ x sinpxq

Montrer que la famille pf1, f2, f3, f4q est une famille libre de E.

Bases d’un espace vectoriel

Exercice 23 (‹ Cal, Cou YT). Dans R3, on pose

e1 “ p1, 1, 1q, e2 “ p1, 1, 0q, e3 “ p0, 1, 1q

1. Montrer que B1 “ pe1, e2, e3q est une base de R3.
2. Soit px, y, zq P R3 un vecteur exprimé dans la base canonique de R3.

Quelles sont ses coordonnées dans la nouvelle base B1 ?
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Exercice 24 (‹ Cal, Cou). Dans R2rXs, on pose

P1 “ X2 ` 1 P2 “ X2 ` X ´ 1 et P3 “ X2 ` X

1. Montrer que B1 “ pP1, P2, P3q est une base de R2rXs.
2. Soit P “ a0 ` a1X ` a2X2 P R2rXs un vecteur exprimé dans la base

canonique de R2rXs. Quelles sont ses coordonnées dans la nouvelle
base B1 ?

Exercice 25 (‹ Cal, Rai YT). Soit M “

ˆ

1 1
1 2

˙

. On note C l’ensemble

des matrices de M2pRq qui commutent avec M . Montrer que C est un
espace vectoriel. En donner une base.
Exercice 26 (‹ Cal, Cou). Soit E un K-espace vectoriel. Soit B “

pe1, e2, e3q une base de E. On pose

f1 “ e1 ` 2e3, f2 “ e3 ´ e1, f3 “ e1 ` 2e2.

1. Montrer que B1 “ pf1, f2, f3q est une base de E.
2. Soit x P E un vecteur dont les coordonnées dans la base B sont

connues. Quelles sont ses coordonnées dans la nouvelle base B1 ?

Inclassable

Exercice 27 (‹‹ Rec, Rai, Mod). Dans cet exercice on considère le R-
espace vectoriel R2, et on y définit une multiplication par :

‹ :
#

R2 ˆ R2 ÝÑ R2

ppa, bq, pa1, b1qq ÞÝÑ paa1 ´ bb1, ab1 ` a1bq

1. Vérifier que pour tout pa, bq, pa1, b1q, pa2, b2q P R2 :

pa, bq ˚ pa1, b1q “ pa1, b1q ˚ pa, bq

ppa, bq ˚ pa1, b1qq ˚ pa2, b2q “ pa, bq ˚ ppa1, b1q ˚ pa2, b2qq

pa, bq ˚
“

pa1, b1q ` pa2, b2q
‰

“ pa, bq ˚ pa1, b1q ` pa, bq ˚ pa2, b2q

2. On pose 1⃗ “ p1, 0q vérifier pa, bq P R2, 1⃗ ˚ pa, bq “ pa, bq

3. Soit pa, bq P R2ztp0, 0qu, montrer qu’il existe pa1, b1q P R2 tel que
pa, bq ˚ pa1, b1q “ 1⃗.

4. On pose i⃗ “ p0, 1q, calculer i⃗ ˚ i⃗
5. Montrer que R2 “ vectp⃗1, i⃗q.
6. À votre avis, que venons nous de faire ?
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