
Le cours

1. «La fonction arccos est définie sur r ´1 ; 1 s, elle est dérivable sur s ´1 ; 1 r, et pour tout x P s ´1 ; 1 r,
arccos1pxq “

´1
?

1 ´ x2 ».

2. Complétez :

arccosp´1q “ π arccos
ˆ

´1
?

2

˙

“
3π

4 arccosp0q “
π

2 arccos
ˆ

?
3

2

˙

“
π

6

arccos
ˆ

1
2

˙

“
π

3 arccosp1q “ 0 arccospcosp3πqq “ arccosp´1q “ π cosparccosp0.8qq “ 0.8

3.
@ℓ P R Dε ą 0 @n0 P N Dn P N n ě n0 et pℓ ´ ε ą un ou un ą ℓ ` εq

4. Soit f : I Ñ R et a P I, on dit que f est dérivable en a si x ÞÑ
fpxq ´ fpaq

x ´ a
admet une limite finie

quand x Ñ a. Dans ce cas, on définit la dérivée de f en a par f 1paq “ lim
xÑa

fpxq ´ fpaq

x ´ a
5. Soit f : I Ñ J , on dit que f est une bijection si

@y P J D!x P I y “ fpxq

Dans ce cas, on pose f´1pyq “ x, ainsi f´1 : J Ñ I.
6. Soit f : I Ñ J , a P I et b “ fpaq P J , si f est une bijection (de I vers J) et que f est dérivable en a

avec f 1paq ‰ 0, alors f´1 est dérivable en b “ fpaq et pf´1q1pbq “
1

f 1paq
“

1
f 1pf´1pbqq

Exercice 1 : une équation fonctionnelle
L’objectif de cet exercice est de déterminer l’ensemble des fonctions f de R dans R qui vérifient :

@x P R fpxq ` xfp1 ´ xq “ 1 ` x pE1q

Soit f une fonction solution, c’est à dire une fonction qui vérifie pE1q.
1. ‚ En remplaçant x par 0, on trouve fp0q ` 0fp1 ´ 0q “ 1 ` 0, soit fp0q “ 1.

‚ En remplaçant x par 1, on trouve fp1q ` 1fp1 ´ 1q “ 1 ` 1. En outre, comme fp0q “ 1, on trouve
fp1q “ 2 ´ 1 “ 1.

‚ En remplaçant x par 1{2, on trouve fp1{2q ` fp1{2q{2 “ 1 ` 1{2, soit 3fp1{2q{2 “ 3{2. Ainsi,
fp1{2q “ 1.

2. Soit x P R, on pose y “ 1 ´ x P R, alors l’égalité pE1q est encore vraie en remplaçant x par y, ainsi :

fpyq ` yfp1 ´ yq “ 1 ` y

fp1 ´ xq ` p1 ´ xqfp1 ´ p1 ´ xqq “ 1 ` p1 ´ xq

On obtient donc :
fp1 ´ xq ` p1 ´ xqfpxq “ 2 ´ x

3. Soit x P R, en multipliant l’équation pE2q par x, on obtient

xfp1 ´ xq ` xp1 ´ xqfpxq “ 2x ´ x2

En retirant pE1q à cette équation, on trouve pxp1 ´ xq ´ 1qfpxq “ 2x ´ x2 ´ 1 ´ x. Soit

p´x2 ` x ´ 1qfpxq “ ´x2 ` x ´ 1

Or le discriminant du polynôme ´X2 ` X ´ 1 vaut ´3, ainsi, ce polynôme n’a pas de racines réelles.
En particulier, ´x2 `x´1 ‰ 0, en divisant par cette quantité, on obtient fpxq “ 1. Ainsi, on a montré
que pour tout x P R, fpxq “ 1.
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4. Raisonnons par analyse-synthèse.
‚ Analyse : si f est solution de pE1q, alors les questions précédentes montre que f : x ÞÑ 1.
‚ Synthèse : posons f : x ÞÑ 1. Soit x P R, alors :

fpxq ` xfp1 ´ xq “ 1 ` x ˆ 1 “ 1 ` x

Ainsi, f est solution de pE1q

Ainsi, x ÞÑ 1 est l’unique solution de l’équation pE1q.

Exercice 2 : des suites

Soit k P R˚, on pose u0 “ 0 et pour tout n P N, un`1 “
?

un
2 ` k2.

1. ‚ En remplaçant n par 0, on obtient u1 “
?

u02 ` k2 “ |k|.
‚ En remplaçant n par 1, on obtient u2 “

?
u12 ` k2 “

?
k2 ` k2 “

?
2k2 “

?
2|k|

‚ En remplaçant n par 2, on obtient u3 “
?

u22 ` k2 “
?

2k2 ` k2 “
?

3k2 “
?

3|k|.
2. Soit n P N, on émet la conjecture suivante : Ppnq : «un “

?
n|k|». Comme

?
0|k| “ 0 “ u0, Pp0q est

vraie. Soit n P N, supposons Ppnq vraie, alors

un`1 “
a

un
2 ` k2 “

a

nk2 ` k2 “
a

pn ` 1qk2 “
?

n ` 1|k|

Dès lors, Ppn ` 1q est vraie. Par récurrence (simple), pour tout n P N, un “
?

n|k|.
Soit pvnqn une suite vérifiant pour tout n P N, vn`2 “ 5vn`1 ´ 6vn et v0 “ 0 et v1 “ 1.

3. Pour n P N, posons Ppnq : «vn “ 3n ´ 2n». Alors, pour n “ 0, 30 ´ 20 “ 0 “ v0 et pour n “ 1,
31 ´ 21 “ 1 “ v1, ainsi Pp0q et Pp1q sont vraies. Soit n P N, supposons Ppnq et Ppn ` 1q vraies.
Alors :

vn`2 “ 5vn`1 ´ 6vn “ 5
`

3n`1 ´ 2n`1˘

´ 6 p3n ´ 2nq “ 3n p15 ´ 6q ´ 2n p10 ´ 6q “ 3n`2 ´ 2n`2

Dès lors, Ppn ` 2q est vraie. Par récurrence double, on en déduit que pour tout n P N, vn “ 3n ´ 2n.

Soit pwnqnPN˚ telle que w1 “ 5 et pour tout n ě 1, wn`1 “
2
n

pw1 ` w2 ` . . . ` wnq.

4. En remplaçant n par 1, on trouve w2 “ 2w1 “ 10. Ensuite, en remplaçant n par 2, on trouve w3 “

pw1 ` w2q “ 15.
5. Soit n P N, on émet la conjecture suivante : Ppnq : «wn “ 5n». Pour n “ 1, 5 ˆ 1 “ 5 “ w1, ainsi

Pp1q est vraie. Soit n P N˚, supposons Pp1q, Pp2q, ..., Ppnq vraies. Alors :

wn`1 “
2
n

p5 ` 5 ˆ 2 ` 5 ˆ 3 ` . . . 5 ˆ nq “
10
n

p1 ` 2 ` 3 ` . . . nq “
10
n

npn ` 1q

2 “ 5pn ` 1q

Ainsi, Ppn ` 1q est vraie. Par récurrence forte, on a ainsi montré que pour tout n P N˚, Ppnq “ 5n.

Exercice 3 : des fonctions usuelles
On considère dans cet exercice les fonctions f et g définies par :

f : x ÞÑ
1
2 arctanpshpxqq et g : x ÞÑ arctan

ˆ

shpxq

1 ` chpxq

˙

1. Pour tout x P R, chpxq ě 0 (comme demi-somme de deux exponentielles), ainsi, 1 ` chpxq ě 1 ą 0.

Ainsi, pour tout x P R, 1 ` chpxq ‰ 0. Ainsi, x ÞÑ
shpxq

1 ` chpxq
est définie sur R. De plus, arctan est

définie sur R. Par composée, g est définie sur R.

2. fp0q “
1
2 arctanpshp0qq “

1
2 arctanp0q “ 0 et gp0q “ arctan

ˆ

shp0q

1 ` chpxq

˙

“ arctanp0q “ 0.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 22-23, DS1cor 2

devilliers.loic@gmail.com


3. Soit x P R, ch2pxq ´ sh2pxq “ 1. En effet, pour tout x P R, par identité remarquable :

ch2pxq ´ sh2pxq “ pchpxq ` shpxqqpchpxq ´ shpxqq

“

ˆ

e x ` e ´x

2 `
e x ´ e ´x

2

˙

ˆ

ˆ

e x ` e ´x

2 ´
e x ´ e ´x

2

˙

“ e x ˆ e ´x “ 1

4. f est dérivable sur R comme composée de fonctions qui le sont, g comme composée et quotient (le
dénominateur ne s’annulant pas d’après ce qu’on a montré lors de la question 1) de fonctions qui le
sont.

5. Pour x P R, en utilisant la dérivée d’une composée et que 1 ` sh2pxq “ ch2pxq :

f 1pxq “
1
2sh1pxq

1
1 ` sh2pxq

“
chpxq

2ch2pxq
“

1
2chpxq

et

g1pxq “
chpxqp1 ` chpxqq ´ sh2pxq

p1 ` chpxqq2 ˆ
1

1 `

ˆ

shpxq

1 ` chpxq

˙2

“
chpxqp1 ` chpxqq ´ sh2pxq

p1 ` chpxqq2 ˆ
p1 ` chpxqq2

p1 ` chpxqq2 ` sh2pxq

“
chpxq ` ch2pxq ´ sh2pxq

1 ` 2chpxq ` ch2pxq ` sh2pxq

“
chpxq ` 1

2chpxq ` 2ch2pxq

“
chpxq ` 1

2chpxqp1 ` chpxqq

“
1

2chpxq

6. La fonction h “ f ´ g est dérivable comme différence de fonctions dérivables, de plus, h1 “ f 1 ´ g1 “ 0
d’après la question précédente.

7. La fonction h est ainsi constante sur l’intervalle R. De plus, hp0q “ fp0q ´ gp0q “ 0 ´ 0 “ 0, d’après
la question 2. Ainsi, la fonction h est la fonction nulle. Il en découle que f “ g.

8. La fonction tan est définie sur D “ Rz

!π

2 ` kπ | P Z
)

.

9. Pour x dans R, on a 2fpxq “ arctanpshpxqq P

ı

´
π

2 ; π

2

”

Ă D et donc tanp2fpxqq est bien défini. De
plus :

tanp2fpxqq “ tanparctanpshpxqqq “ shpxq

10. La fonction k est dérivable comme quotient de fonctions qui le sont (le dénominateur ne s’annulant
pas), et pour x P R,

k1pxq “
chpxqp1 ` chpxqq ´ sh2pxq

p1 ` chxq2 “
chpxq ` ch2pxq ´ sh2pxq

p1 ` chxq2 “
1 ` chpxq

p1 ` chxq2 “
1

1 ` chx
ą 0

Donc h est strictement croissante sur R. De plus :

@x P R kpxq “
shpxq

1 ` chpxq
“

2shpxq

2 ` 2chpxq
“

ex ´ e´x

2 ` ex ` e´x
“

exp1 ´ e´2xq

exp2e´x ` 1 ` e´2xq
“

1 ´ e´2x

2e´x ` 1 ` e´2x

Ainsi kpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

1. Par imparité de k on a aussi kpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ´8

“ ´1. Ainsi, kpRq “ s ´1 ; 1 r. D’après
le théorème de la bijection strictement monotone, k est une bijection de R sur s ´1 ; 1 r.

11. Comme kp0q “ 0 et k1p0q “ 1{2, l’équation de la tangente de k en 0 est x ÞÑ 0 ` x{2
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12. Soit x P R, on pose y “ kpxq P s ´1 ; 1 r, alors :

y “
e x ´ e ´x

2 ` e x ` e ´x

yp2 ` e x ` e ´xq “ e x ´ e ´x

2y ` e xpy ´ 1q ` e ´xpy ` 1q “ 0
pe xq2py ´ 1q ` 2ye x ` py ` 1q “ 0

Ainsi, e x est une solution d’une équation du second degré dont le discriminant est

p2yq2 ´ 4py ´ 1qpy ` 1q “ 4 ą 0

dont les solutions sont :
´2y ` 2
2py ´ 1q

et ´2y ´ 2
2py ´ 1q

On en déduit que :

e x P

"

´1; y ` 1
1 ´ y

*

Remarquons que e x ą 0 contrairement à ´1, donc nécessairement e x “
y ` 1
1 ´ y

. Ces deux quantités

étant strictement positives (´1 ă y ă 1), en appliquant le logarithme, il vient x “ ln
ˆ

y ` 1
1 ´ y

˙

. Ainsi,

on a montré que k´1

$

’

&

’

%

s ´1 ; 1 r ÝÑ R

x ÞÝÑ ln
ˆ

x ` 1
1 ´ x

˙ .

‚
1

‚
1

‚
0

‚
1

‚
1

Figure 1 – En rouge la courbe de k, en bleu la courbe de k´1, en pointillé la tangente de k en 0, en vert
les asymptotes de k et en violet les asymptotes de k´1.

13.
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14. On a cosp2θq “ cos2pθq ´ sin2pθq “ 2 cos2pθq ´ 1 “ 1 ´ 2 sin2pθq et sinp2θq “ 2 cospθq sinpθq.

15. Pour θ P

ı

´
π

4 ; π

4

”

, alors tanpθq ‰ ˘1 et donc le dénominateur ne s’annule pas et

2 tan θ

1 ´ tan2 θ
“

2 sin θ

cos θ

1 ´
sin2 θ

cos2 θ

“
2 cos θ sin θ

cos2 θ ´ sin2 θ
“

sinp2θq

cosp2θq
“ tanp2θq

16. D’après la question 10, pour x P R, ´1 ă kpxq ă 1 et arctan est strictement croissante sur R ceci
implique que ´

π

4 ă arctanpkpxqq ă
π

4 puis 2gpxq P

ı

´
π

2 ; π

2

”

. Ainsi 2gpxq P D et tanp2gpxqq est bien
défini. De plus on calcule :

tanp2gpxqq “
2 tanpgpxqq

1 ´ tan2pgpxqq
“

2 tanparctanpkpxqqq

1 ´ tan2parctanpkpxqqq
“

2kpxq

1 ´ k2pxq

“

2shpxq

1 ` chpxq

1 ´

ˆ

2shpxq

1 ` chpxq

˙2

“
2shpxqp1 ` chpxqq

p1 ` chpxqq2 ´ sh2pxq
“

2shpxqp1 ` chpxqq

1 ` 2chpxq ` chpxq2 ´ sh2pxq

“
2shpxqp1 ` chpxqq

2 ` 2chpxq
“ shpxq

17. Les questions précédentes montrent que pour x P R, tanp2fpxqq “ tanp2gpxqq, ainsi arctanptanp2fpxqqq “

arctanptanp2gpxqqq, comme 2fpxqq et 2gpxq sont dans s ´π{2 ; π{2 r et qu’arctan est la bijection réci-
proque de la fonction tangente restreinte à s ´π{2 ; π{2 r, on obtient 2fpxq “ 2gpxq.

18. On a :

ch
ˆ

1
2 lnp3q

˙

“
e

1
2 lnp3q ` e´ 1

2 lnp3q

2 “
31{2 ` 3´1{2

2 “
3 ` 1
2
?

3
“

2
?

3
et de même :

sh
ˆ

1
2 lnp3q

˙

“
e

1
2 lnp3q ´ e´ 1

2 lnp3q

2 “
31{2 ´ 3´1{2

2 “
3 ´ 1
2
?

3
“

1
?

3

19. L’égalité fpxq “ gpxq pour la valeur 1
2 lnp3q donne donc :

1
2 arctan

ˆ

1
?

3

˙

“ arctan

¨

˚

˚

˝

1
?

3
1 `

2
?

3

˛

‹

‹

‚

Il en découle que :
π

12 “ arctan
ˆ

1
2 `

?
3

˙

On en déduit que tan
´ π

12

¯

“
1

2 `
?

3
“ 2 ´

?
3.

Exercice 4 : décomposition
Pour n P N˚, on pose l’hypothèse de récurrence suivante :

Ppnq : Dr P N˚ D pα1, α2, . . . , αnq P Nr α1 ă α2 ă . . . ă αr n “ 2α1 ` 2α2 ` . . . ` 2αr “

r
ÿ

i“1
2αi

Pour n “ 1, on pose r “ 1 et α1 “ 0, ainsi 2α1 “ 1. Dès lors, Pp1q est vérifiée. Soit n P N˚, supposons que
pour tout k P rr 1 ; n ss, Ppkq soit vérifiée.
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‚ Si n ` 1 est pair, alors il existe k P N tel que n ` 1 “ 2k. Notons que comme n ě 0, 2k ą 0, dès lors,
k ě 1. Alors n ` 1 “ 2k ą k, ainsi k ď n. Dès lors, k P rr 1 ; n ss, ainsi Ppkq est vérifiée. Ainsi, il existe
r P N˚ et il existe pα1, α2, . . . , αnq P Nr tel que

k “

r
ÿ

i“1
2αi avec α1 ă α2 ă . . . ă αr

Alors
n “ 2k “ 2

r
ÿ

i“1
2αi “

r
ÿ

i“1
2 ˆ 2αi “ 2αi`1

Le résultat s’ensuit alors, en posant βi “ αi ` 1 P N, on a bien β1 ă β2 ă . . . ă βr.
‚ Si n ` 1 est impair, alors n est pair, utilisons que Ppnq est vraie. Ainsi, il existe r P N˚ et il

existe pα1, α2, . . . , αnq P Nr tel que n “
r

ř

i“1
2αi supposons que α1 “ 0, alors pour tout i P rr 2 ; r ss,

αi ą α1 “ 0, donc αi ě 1. Ainsi n “ 1 ` 2
r

ř

i“2
2αi´1 est impair, ce qui est absurde. Ainsi, α1 ą 0. Dès

lors, n ` 1 “ 20 `
r

ř

i“1
2αi , on pose alors β1 “ 0, et pour tout i P rr 2 ; r ss, βi “ αi`1 et s “ r ` 1, alors

n ` 1 “
s

ř

i“1
2βi avec β1 ă β2 ă . . . ă βs.

Dès lors, Ppn ` 1q est vraie. Par récurrence forte, on a donc montré que tout entier n ě 1 s’écrit comme
somme de puissance de 2 toutes distinctes : ainsi tout nombre entier naturel non nul se décompose en binaire.
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