1. La fonction x — In(|z — 2|) est une primitive de z — sur | 2;+00[ et sur | -00;2].

2. Ceci est une équation différentielle linéaire du premiere ordre.

1
e Résolvons 'équation différentielle homogene associée, c’est-a-dire y' + -t 0. Si on pose
x [R—

3 alors une primitive de a sur |2;+o0|[ est, d’apres la question précédente, A: x —

a:. T —

In(z — 2). D’aprés le cours les solutions de 1’équation homogene sont exactement de la forme
—In(z—2)

— -
x (§] T —9

e Par la méthode de la variation de la constante, cherchons une solution particuliere de la forme

~@-2) _ G(2)
xr—2

yp: . — C(x)e avec C une fonction dérivable sur |2;+00 . Alors, par produit, y,

est dérivable et

C'(z)(x —2) — C(x)

Ypi v (x —2)2
Ainsi, pour tout x > 2,
, 1 C'(z)(x —2)—C(x C(x C'(x)(x—2) C'(x

On cherche donc C' une fonction dérivable, telle que pour tout x > 2, C’(x) = 2. Prenons alors

C: x— 2z. Ainsi, yp: x — est une solution particuliere.

2x N C
r—2 x—2

e Des lors, les solutions de ’équation différentielle sont les fonctions de la forme x —

ou C est une constante.

2 6 C
. _x2 + p— ou C € R, alors y(3) = 1 + T ainsi, y(3) = 1 siet seulem;ant C5= —b.
x —

Ainsi la seule solution de ’équation différentielle qui vérifie y(3) = 1 est la fonction z +— 5
J:‘ —_—

3. Soit x € R, alors h(z) est définie si et seulement x — 2 5 0 si et seulement si x # 2. Ainsi, 'ensemble
de définition de h est D = R\{2}.
4. def Fonctionh(x):
return (2xx-5)/(x-2)

5. h(0) = g h(1) = 3, h(3) = 1.

e Posons y: z —

6. Montrons que la fonction h n’est ni paire ni impaire (proposons deux méthodes!) :
e L’ensemble de définition de h n’est pas symétrique par rapport a 0, en effet —2 € D mais 2 ¢ D,
donc h ne peut pas étre paire et h ne peut pas étre impaire.
e h(l) =3 et h(—1) = 3’ donc h(1) # h(—1) donc h n’est pas paire, et h(1) # —h(1) donc h n’est
pas impaire.
7. La fonction h est le quotient de deux fonctions dérivables sur D dont le dénominateur ne s’annule pas
sur D, ainsi h est dérivable sur D et pour tout z € D :

20 —-2)— (22 -5 1
(2P (2P
)

8. L’équation de la tangente de h en 0 est x — h(0) + A'(0)(x — 0) = 5t 2
9. e f croissante sur D ssi Y(x,2') € D? <12 = f(z)<f(2)
e f non croissante sur D ssi I(z,2') € D? x<2 et f(x)> f(z)
e [ décroissante sur D Y(x,2') € D? r<1 = f(x)= f(2)
e f non décroissante sur D ssi I(z,2") € D? r<az et flx)<f(a)
10. Posons x = 1 et 2/ = 3, alors on a bien x < 2’ et f(z) = 3 > f(2/) = 1, ainsi la fonction f n’est pas

croissante sur D. Posons maintenant x = 0 et 2/ = 1, alors on a bien z < 2’ et f(z) = 5/2 < f(2') = 3,
ainsi la fonction f n’est pas décroissante sur D.

1. Une seule suffisait sur vos copies.
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11.

12.

Pour tout x € D,

20—4—1 2x—4 -1 -1
= = =9
i) xr—2 x—2+x—2 +x—2
On obtient alors le résultat voulu avec a = 2 et b = —1.

La dérivée de h est strictement positive sur l'intervalle |2;+00[ donc la fonction h est strictement
croissante sur |2;+o0[. La dérivée de h est strictement positive sur l'intervalle | -c0;2[, donc h est
strictement croissante sur | -c0;2[. De plus, pour tout z € D n R*,

_x(2-5/x) 2-5/x
Cox(1-1/2)  1-2/x

h(z)

ainsi, h(z) — 2 et h(x) — 2. Ainsi, la fonction h a une asymptote horizontale, d’équation
T— T——

y = 2 en +0 et en —00. De plus, 20 — 5 —— —1 et x — 2 —— 07, par quotient h(z) —— -o0.

x—27F r—2+ z—27F
De méme, 20 —5 —— —1 et z —2 —— 0~ par quotient h(x) —— +00. Ainsi, la droite x = 2 est
T2~ T—27 T2~
une asymptote verticale a f.
x -0 2 +00
B (x) + +
+00 2
2 -0
13. On obtient donc le graphe suivant :
/ /
/
//
/
— |
— |
|
1
1 /
FIGURE 1 — La courbe représentative de h en rouge, les asymptotes en et la tangente en 0 en bleu.

14. En utilisant I’expression de h trouvé a la question 11 :

J2h(x) dz — f22 - o= 20~ In(fr — 2)]F = 3~ In(2 ~3/2) ~2+ In(1) = 1 + In(2)
1 1 L=

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 22-23, DS2cor 2


devilliers.loic@gmail.com

dx
15. Posons = = et alors dz = e®dt = x dt, dés lors dt = ——, de plus, lorsque t = 0, z = 1 et lorsque
x

t =1n(3/2), x = 3/2, ainsi en effectuant le changement de variable on trouve :

dz =1+ 1n(2)

r—2 =z T —

2 902 gt 5902 5z dz [32x—5
L Tel_2 L -2 z _L

Ou on a utilisé le résultat de la question précédente.

-1
16. Posons, pour tout t € [0;1n(3/2) ], u(t) = e?' —5et et v(t) = o 5> femarquons que les fonctions u et
e p—
¢
v sont de classe €' sur [0;1n(3/2) ] et que u/(t) = 2% —5el et v/(t) = (teiz)w ainsi, par intégration
e p—
par parties :
In(3/2) 2t _ gt In(3/2) 02t _ pet In(3/2) In(3/2) 1
t / 2t t
—e'dt = t)w'(t)dt = | ——— — -5 dt
JO (et_2)ge Jo u(t)v'(t) { 9 of L L (e e)xet_2
9 5 3
179%5 9— 30 11
=4 24414 m@)= In(2) = In(2) — —
532 +4+1+1In(2) 5 + 5+ In(2) = 1n(2) 5

17. Comme la fonction h est continue (car dérivable) sur |2;+00 [, d’apres le théoréeme fondamental de
T

lanalyse, H: x J h(t) dt est une primitive de h sur |2; +o0 [, par conséquence, H est dérivable sur
3
]2;+00[ et pour tout = > 2, H'(x) = h(x).

: s s 2k
18. Comme —4 = 4e'™, le cours affirme que les racines n-iemes de —4 sont {/4e'ne! = pourke [0;n—1].
En particulier, les racines carrées de —4 sont 2i et —2i.

19. Soit z € C\{2}

2x —5
(a) ° = 0ssi 2z —5 =0 ssi x = 5/2. La seule solution est x = 5/2
x —_—
2x —5 . . . .
(b) =1ssi2x —5=x—2ssix=—245ssi x = 3. La seule solution est x = 3
x p—
20 —5 . . . R
(c) =2ssi 20 —5 =2(zr—2) ssi 20 —5 =22 —4 ssi —5 = —4. Il n’y a donc pas de solution a
'I —_—
cette équation.
2z —5
(d) ° =xssi 20 — 5 = z(x — 2) ssi 22 — 42 + 5 = 0 ceci est une équation du second degré dont
T —
le discriminant vaut A = 16 — 20 = —4, en posant alors § = 2i, on a A = §2, ainsi les solutions
sont : A4 9 4_ 9
i —2i
=241 t =2—1i
5 +1 e 5 1
-5
Remarquons qu’aucune de ces solutions ne vaut 2, ainsi les solutions de 1’équation v 5 = T
x J—

sont 2 —iet 2+ 1.
20. On dit que f est bijective de I sur J si :

VyeJ 3Alzel y = f(x)

21. Comme l’équation h(z) = 2 n’a pas de solution et que h(zx) est un réel pour tout x € D, on peut déja
affirmer que h: D — D. Soit y € D et x € D, alors :

2x —5
y=h(zr) <= y= x 5 — (r—2y=22—-5 << axy—-2y=2x-5
T —
2y —5
— z2(y—2)=-5+42y <= zx= i
y—2
Remarquons que la derniére équivalence est bien licite car y # 2. Ainsi, pour tout y € D, on a trouvé
2y —5

un seul antécédent de y par la fonction h qui vaut x = = h(y), comme ’équation h(y) = 2

-2
n’a pas de solution, on en déduit que = € D. Des lors, pour tout y € D, il existe un unique = € D
tel que y = h(x). De plus, z = h(y). Par conséquent, la fonction h est une bijection de D vers D et

h=t:y— 2 = h(y). Ainsi, h~! = h.
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1
€ Z donc =2 — h(n) € Z donc
n—2 n—2
n—2divise 1, doncn —2=10oun—2 = —1doun =3 oun = 1. Réciproquement, si n = 3, alors
h(n) =1€Z et sin =1, alors h(n) = 3 € Z. Dés lors, 'ensemble des n € Z n D tels que h(n) € Z est

exactement {1, 3}.

22. Soit n € Z n D Supposons que h(n) € Z, alors h(n) = 2 +

23. w1 = h(ug) = h(0) = 5/2, us = h(5/2) = — 0, uz = h(us) = h(0) = 5/2.

24. On conjecture que u, = 0 dés que n est pair et que u,, = 5/2 si n est impair. Posons I'hypothése de
récurrence, Z(p), «ug, = O» Alors, &(0) est vraie, car ug = 0. Soit p € N,supposons Z(p) vraie.
Calculons uy(p41) :

tsgpen) = tzpra = huzpir) = (b)) = h(h(0)) = A(5/2) = hu) = uz = 0
Des lors, Z(p + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout p € N, ug, = 0. Soit n € N, si n est pair, alors
il existe p € N tel que n = 2p et alors u,, = ug, = 0, si n est impair, alors il existe p € N tel que
n = 2p+ 1 et alors u, = ugpt1 = h(ugy) = h(0) = 5/2.

25. On conjecture que pour tout n € N, u, = ug si n est pair et que u, = wuy si n est impair. Posons
I'hypothese de récurrence, Z(p), «ug, = ug» Alors, Z2(0) est vraie, car ug = ug. Soit p € N,supposons
P (p) vraie. Calculons ug(p, 1) :

Uapr1) = Uaprz = Puzpia) = hh(uzp)) = h(h(uo)) = h™*(h(uo) = ug

Ou l'on a utilisé que h = h~! d’aprés la question 21. Dés lors, & (p+ 1) est vraie. Par récurrence, pour
tout p € N, ug, = up. Soit n € N, si n est pair, alors il existe p € N tel que n = 2p et alors u,, = ug, = uo,
si n est impair, alors il existe p € N tel que n = 2p + 1 et alors u, = ugp1 = h(ugp) = h(ug) = ui.
2u0 -5
ug — 27

Avec u; =

26. Soit w € C, h(w) est défini ssi cw + d # 0 ssi w # d (c # 0). Ainsi, 'ensemble de définition de h est
c

po-c -1}

27. Soit w € Dy, alors h(w) = w ssi aw +b = w(cw +d) ssi cw? +w(d—a)—b = 0. Or ceci est une équation
du second degré, il y a donc deux solutions complexes lorsque le discriminant A = (d — a)? + 4bc # 0
et une seule solution complexe si A = 0.

‘ d
Cependant %, on cherche les solutions non pas dans C mais dans Dj,. Or, si —— était solution de

c
Péquation du second degré, cela ne serait pas pour autant une solution de 1’équation h(w) = w.
Calculons, alors

C<cz)2+ <d> (dia)ib:dz—d(d—a)—bc:ad—bc#o

C C C

d
Ainsi, —— n’est jamais solution de I’équation du second degré, on obtient donc autant de solution a
c
I’équation h(w) = w sur Dy, que de solution de cw? +w(d—a)—b = 0 dans C. Ainsi, si (d—a)?+4bc = 0
I’équation h(w) = w a une seule solution, et si (d —a)? +4bc # 0, ’équation h(w) = w a deux solutions
distinctes.

28. Soit y € C et x € Dy, alors :

ar +b
y=h(zr) < V= > ylex+d)=ar+b <= z(cy—a)=b—dy

Il y a alors deux cas :
e Siy=ajcetb—dy =b—ad/c = (ad —bc)/c # 0 = z(cy — a) et 'équation n’aurait alors pas de
solution. Ainsi, y = a/c n’est pas dans 'image de h. Donc h(D}) < C\{a/c}.

2. Et c’est assez subtile.
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e Siy # afc, alors cy —a # 0 et on peut diviser par cy — a, ainsi en reprenant nos équivalences,
y = h(x) ssi x = (b —dy)/(cy — a). Ainsi, dans ce cas, y est bien dans I'image car y = h(z), ainsi
C\{a/c} < h(Dp)

Ainsi, par double inclusion, h(D},) = C\{a/c}.

29. La question précédente a montré que h: Dy — h(Dp) = C\{a/c} et que pour tout y € h(Dy), y = h(x)
avec ¢ = (b—dy)/(cy—a), ainsi, h est une bijection de Dy, vers h(Dy) est h=1: y > (—dy+b)/(cy—a). si
onnotea’ = —d,b' =b, ¢ =cetd = —ad,alors h™': w— a'w+b/c'w+d est bien une homographie.

30. Soit w € C, pour que goh(w) soit défini, il faut deux choses : que w € Dy, et que h(w) € Dy = C\{—d'/'}.
Il y a deux cas :

e Si —d'/d = a/c, alors pour tout w € Dy, h(w) # a/c = —d'/c, ainsi dans ce cas, g o f a pour
ensemble de définition Dg.r = C\{—d/c}

e Si —d'/c # a/c, alors il existe un unique w € Dy, tel que h(w) = —d'/c’ (c’est h~1(d'/c')), dans ce
cas, g o f a pour ensemble de définition Dyor = C\{—d/c, k"1 (—d'/)}.

Soit w € Dgof,

a,aw+b+b,
_ _dfw+bV T ew+td _ d(aw +b) + V' (cw + d)
(gofllw) = g(f(w)) = dfw)+d - Claw—i—b L N d(aw + d) + d'(cw + d)
cw+b

(d'a+bc)w+db+bd
(da+dc)w+ b+ dd

Enp%mﬁou=da+b%d3=a%+bﬂgy=da+d%et6:c%+wMngf:w&»a::ﬁg%tbmnmw
homographie. !
31. def Suitev(n,v,a,b,c,d):
vn=v
for i in range(n):
vn=(a*vn+b) / (c*vn+d)
return vn
32. def Suitevliste(n,v,a,b,c,d):
vn=v
L=[vn]
for i in range(n):
vn=(a*vn+b) / (c*xvn+d)
L.append(vn)
return L
33. Soit n € N, alors :
av, +b
 Upp1— 2 cvp+d — A _avy +b—2z(cv, +d)  (a—cz)vg +b—dzn
Wnt1 = Upyl — 29 AU + b B Cav, +b— zo(cvy, + d) B (a —czo)vp + b —dzo
cu, +d 2

Remarquons que comme h(z1) = 21 € h(Dp,) = C\{a/c}, ainsi 21 # a/c, ceci prouve que a — cz; # 0.
Pour les mémes raisons, a — czy # 0, ainsi :

b— dzl
Un
w _ a — €z % a—cz1
ntl a — Cz9 — b —dzo
" b— dzl
. —1 . —1 —d21 +0 A s
Comme h(z1) = 21, en appliquant h™", on obtient z; = h™"(21) = —————, de méme pour z9, ainsi
cz1—a

a—cz1 Up— 21 a—czy
% _

Wn+1 = =
a—czy Up—29 Q—CZo
. . . . a—czp
Ceci prouve que (wy,), est une suite géométrique de raison )
a— czy
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n
a—cz
34. Ainsi, pour tout n € N, w,, = <1> wy.
a— czy

R P Up — 21 . R
35. D’aprés ce qui précéde, ——— = wy,, ainsi v, — 21 = (v, — 22)wy, dés lors, v, (1 —wy) = 21 — 20wWy.
Un — 22
Notons alors que w, est différent de 1, en effet si w, = 1, alors v, (1 —w,) = 0 tandis que z; — zow, =
.. .. N 21 — W
z1 — z9 # 0. Ainsi, on peut diviser par 1 — w,, dés lors, et donc v, = 17n avec la valeur de w,,

trouvé a la question précédente, on a alors une expression explicite de v,,.

36.

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 22-23, DS2cor 6


devilliers.loic@gmail.com

