DS3

3 décembre 2022

La calculatrice est interdite. L’usage de tout document est interdit. La rigueur, le soin, la présentation seront
fortement pris en compte dans la notation. Les résultats de chaque question seront soulignés ou encadrés.
Vous pouvez faire les exercices dans ’ordre qui vous plait, mais veuillez bien indiquer le numéro de I’exercice.



Exercice 1 : si t’aimes les systemes, les systemes t’aiment !

2r+y+32 = -1
Résoudre le systeme < x +y — 2 = 1
3zx+y+952 = -1

Exercice 2 : c’est ’histoire d’une suite qui prend la tangente (vers ) !

1.

Rappeler, sans preuve, I’ensemble de définition de tan, I’ensemble de définition de sa dérivée ainsi que
I’expression de cette dérivée.

. Egalement sans preuve, rappeler, sans preuve, Uensemble de définition de arctan, 'ensemble de défi-

nition de sa dérivée ainsi que I'expression de cette dérivée.

. Recopiez et compléter les phrases suivantes :

Ve arctan(tan(z)) = z
Ve tan(arctan(z)) =

™

4
On pose pour tout ne N, [,, = J tan”™(t) dt.

© 0 NS

10.
11.

12.
13.

0
Calculer Iy, I et Io.

Démontrer que pour tout n € N, I,, = 0.
Démontrer que la suite (I,), est décroissante.

En posant u = tan(t) démontrer que pour tout n € N\{0; 1}, I,, + I,,_o =

n—1
Donner alors la valeur de I3, Iy, I5 et Ig.

pcl (—1)k In(2) & (-1
Démontrer que pour tout p € N*, I, = (—1)? (Z — kgo Q(k: _‘_)1> et Iopr1 = (—1)P ( né ) + kgl ( Qk) )

Soit € > 0, expliciter un entier ng = 2 tel que <e.

nog —
Déduire de tout ce qui précede un algorithme Python qui permet d’approximation de 7 avec une marge
d’erreur plus petite que € > 0.

Déterminer le plus grand intervalle de R contenant 0 et inclus dans I’ensemble de définition de tan.

T
Déterminer 1’ensemble de définition de z — f tan"(t) dt, puis montrer qu’elle est dérivable sur son
0

ensemble de définition et déterminer sa dérivée.

Exercice 3 : les sommes doubles 7 Plut6t deux fois qu’une!

On rappelle que, par convention 0 = 1, soit (n, p) € N2. On pose :

Sp(n) = Z JP

7=0

. Enoncer la formule du binéme de Newton.
. Donner, sans preuve, la valeur Sy(n), Si(n) et Sa(n).
. A l'aide d’une somme double, démontrer que

p+1
Y (n, N2 p+l Sk(n) = Sp+1(n +1
(n.p) e kzg( o )80 = Syt 1)

. En déduire que :

VY(n,p) € N? \ PHIN g ) — (n g 1P+
mpest 3 (7 sm = oe

. Gréce a la formule précédente, retrouver la valeur des sommes :

ik et iﬁ et iﬁ
k=0 k=0 k=0
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Exercice 4 : alinjecta est ?

1. Soit f: E— F. Donner la définition de f injective (avec des quantificateurs).
Nier cette définition (avec des quantificateurs).

2. Soit f: E — F. Donner la définition de f surjective (avec des quantificateurs).
Nier cette définition (avec des quantificateurs).

R? — R2
3. L’application v: est-elle injective 7 surjective ?
(r,y) — 2z + 3y — 1,2 + 2y — 8)
4. Si 1) est bijective, donner I’expression de sa bijection réciproque 1.
Z x N* — Q
5. L’application ¢: 1 est-elle injective 7 surjective ?
(n,p) — n+ -

p

Exercice 5 : soyez inclusifs!

On rappelle que U,, désigne ’ensemble des racines n-ieme de 'unité.
1. Décrire explicitement 1’ensemble U,,.

2. Soit (n,p) € (N*)? déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que U,, = U,

Exercice 6 : je seche sur celui-la, un point bonus pour qui trouve un titre!

1. Résoudre I'équation 3 + y = 0.
1

2. Résoudre I'équation v/ +y = J y(t) dt.
0
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