Exercice 1 : si t’aimes les systemes, les systemes t’aiment !

2r+y+3z2 = -1 rT+y—=z =1

rT+y—=z = 1
T+y—=z =1 Lﬁ2 2e+y+32z = -1 Ly_(f)_%l 0-—y+52 = =3
3r+y+95z = —1 3r+y+5z = —1 La—L3—3L; 0—2y+82 = —4
TH+Yy—=z = 1 T =2
ot 0O—y+5z = -3 — y=-2
0+0+ -2z = -2 z=-1

L’ensemble des solutions est donc {(2, -2, —1)}.

Exercice 2 : c’est ’histoire d’une suite qui prend la tangente (vers 7) !

1. La fonction tangente est défini sur D = R\{g +kn|keZ} (D= ] —g + km; g + km [ était aussi

nez
1
une réponse acceptable). Elle est dérivable sur D et pour tout z € D, tan’(x) = 1 + tan?(z) = 22)"
cos?(x
1
2. La fonction arctan est définie sur R, dérivable sur R et pour tout x € R, arctan’(x) = i a2
x

3.

Vee]|—-n/2;7m/2]  arctan(tan(z)) = x
VxeR  tan(arctan(z)) =z

i

4
On pose pour tout n € N, I, = f tan™(t) dt.

0
i m
T T sin(t) z 1 In(2)
o 1 = = =[-1 | In(1) =
: L tan(?) dt L it = [ eos(0)) n( 2) 1) = 24
I I n T
o« I) = f tan?(t) dt = f tan?(t) + 1 — 1dt = [tan(t) — t]§ =1 — 1
0 0

5. Soit n € N. Pour tout t € [0;7/4], sin(¢) = 0 et cos(t) > 0, par quotient, tan(t) = 0, d’ou tan"(¢) = 0,
par croissance de l'intégrale, I,, = 0.

6. Soit n € N, alors :

J R —— F tan(t)™ dt — F tan(t)" ™ dt = r tan(t)™ (1 — tan(t)) dt
0 0 0

Soit t € [0; %], alors par croissance de la fonction tan sur [0; Z],

0 = tan(0) < tan(t) < tan (%) =1
Ainsi, 1 — tan(t) = 0 et par produit, tan(¢)”(1 — tan(¢)) = 0. Par croissance de l'intégrale, il s’ensuit
que I, — I,+1 = 0. Deés lors, (I,,), est une suite croissante.

7. Soit n € N\{0;1}. Par linéarité de I'intégrale, calculons I, + I,,_ :

Y tan™ (1) dt + f
0

Y tan™ (1) dt = J " tan™2(¢) [1 + tan2(t)] dt

I, + 1,9 :f
0

0

On pose alors u = tan(t), du = 1 + tan?(t) d¢, ainsi, par changement de variable :

1 n—171
1
In +In—2 :f un_2 du = |:u :| =
0 n—1 0 n—1
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8. Donner alors la valeur de I3, I4, I5 et Ig.

Pl (—1)F 1 po(—1)k
9. Soit p € N*, posons Z(p) :« Iy, = (—1)P (Z ) (1) > et Ippyy = (—1)P < néQ) + ) ( Qk) )»ﬁ
ke
Pourp=1:

»M>\
[\V]

S )Z_ﬂ__ T
r(5-S55) - -G-en)-i-fen
(B2 ) < ()32

Ainsi, (1) est vraie. Soit p € N* supposons Z(p) vraie, alors en utilisant la relation de la question 7

p+1 i S _ 0 - 1)
(-1 < kz_:D > B <4 ; + 2p—|—1)

o

= —dgp+ m = Iopyo = Iy(pi1)
+1
(—1)P*t M + pz: ﬂ = —(=1)P Zp: (=1
2 4ok & 2(p+ 1)
1
= —Iypy1 + o Iopys

Ainsi, Z(p + 1) est vraie.

10.
1 1+¢ 1+e¢
<eg << l4+e<nigEe <<= <ng < no>F
ng — 1 € €
1+
Ainsi, ng = E< 8) + 1 convient.
€

11. Déduire de tout ce qui précede un algorithme Python qui permet d’approximation de 7 avec une marge
d’erreur plus petite que € > 0.

12. Remarquons que | —7/2;m/2[ est un intervalle contenant 0 et inclus dans l’ensemble de définition
de tan. Montrons que c’est le plus grand. Soit J le plus grand intervalle contenant 0 et inclus
dans P'ensemble de définition de tan. Montrons que J = |—7n/2;7/2[, comme J est le plus grand
|—m/2;7/2[ < J. Soit z € J, montrons que J € |—n/2;7/2[, supposons que x > w/2. Alors
0 < 7/2 < =z, comme J est un intervalle, 0 € J et = € J, par la caractérisation des intervalles,
m/2 € J, or J est inclus dans I’ensemble de définition de tan donc /2 est dans 'ensemble de définition
de tan ce qui est absurde. Ainsi, * < 7/2. De méme x > —n/2. Dés lors, z € | —7/2;7/2[ et donc
Jc]|—n/2;m/2[. Des lors J = | —7n/2;m/2].

13. Comme on ne peut intégrer que des fonctions continues sur un segment, pour que la fonction soit défini
en z il faut que ¢ — tan"(t) soit continue sur [0;z ] (ou [2;0] si < 0). En particulier, il faut que
[0;x] soit inclus dans ’ensemble de définition de tangente, ainsi [0;z ] est un intervalle contenant
0 et inclus dans I’ensemble de définition de tangente, d’apres la question précédente, il faut donc que
[0;2] < |—7/2;m/2] il faut donc que = € | —7/2;7/2[. Réciproquement, si x € | —7/2;7/2[, alors

X

t — tan™(t) est continue sur [0;x ], donc z — | tan™(t) dt est définie sur | —7/2;7/2 [, dérivable sur
0
| —m/2;7/2[ de dérivée z — tan™(x) (théoréeme fondamental de I'analyse).
Exercice 3 : les sommes doubles 7 Plut6t deux fois qu’une!

On rappelle que, par convention 0 = 1, soit (n, p) € N2. On pose :
n
— Z 3P

J=0
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n
1. Pour tout (a,b) € C2, pour tout n € N, (a+b)" = Y (})a*o"F.
k=0

2. OSO(TL)Z ilzn—i-l
j=0
e Sy = 3 =MD
i=0 2
. Sy(n) = i]ﬂ: nn+1)2n+1)

6

<
Il
o

3. Soit (n,p) € N2, en permutant les sommes puis en reconnaissant la formule du binéme de Newton
avant de faire un changement d’indices, on obtient :

%(P;;—l)sk(n) - If( ;1>2 ig(zwrl) kyp+1—k Zi:jJrlpH

k=0 k=0 =
n+1 n+1
= Z K= 3R -0t = 5, (n+ 1)

k=0

4. Soit (n,p) € N? :

é) (p Z 1) Se(n) = Zi (pz 1) Si(n) — (ii 1) Spi1(n) = Sps1(n + 1) — Spi1(n)
n+1

= > R ik’?: ikp“ (n+1)PH — ka“ (n+ 1)P*!
k=0 k=0 k=0

5. Soit ne N

e Appliquons la formule précédente avec p = 1, on obtient alors ((2))50(”) + (?) Si(n) = (n+ 1)%
n+1
Comme Sp(n) = D) 1 =n+1, on en déduit que 251(n) = (n+1)2 — (n + 1), en divisant par 2, on

1
obtient que Si(n) = n(nQ—l—)
e Appliquons la formule précédente avec p = 2, on obtient alors (g) So(n) + (i’) Si(n) + (;) Sa(n) =
1
(n+1)3. Ainsi, n+1+ 3n(n;—) +3 Z k% = (n+1)3. En isolant, la somme recherchée, on trouve
n 1)(2 1
que 30 g2 = Mo DEn+ 1)
k=0 6

Exercice 4 : alinjecta est ?

1. Soit f: E— F. Donner la définition de f injective (avec des quantificateurs).
Nier cette définition (avec des quantificateurs).

2. Soit f: E — F. Donner la définition de f surjective (avec des quantificateurs).
Nier cette définition (avec des quantificateurs).

3. Soit (a,b) € R? et (z,y) € R? :

x = —3b+2a—22
(avb)ff(x7y) = {y — 2b—a+15

4. Si 1) est bijective, donner I’expression de sa bijection réciproque 1.

1
5. e Soit (n,p) € Z x N* et (n',p") € Z x N*. Supposons ¢(n,p) = ¢(n',p). Alors n + — = n' + —.
p p
Distingons les cas suivant la valeur de p.

— Sip=1,alors 1/p’ = n—n' —1 € Z. Alors nécessairement p’ = 1, des lors p = p’ et donc
n+1/p=n'+1/p, il en découle que n = n’. Donc (n,p) = (n/,p’).

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, DS3cor 3


devilliers.loic@gmail.com

— Sip>1,alors 1/p € ]0;1[. Remarquons que p’ = 1, alors par ce qui précéde p = 1 ce qui est
exclut ici, donc p’ > 1. Ainsi, n + 1/p = n’ + 1/p/, avec 1/p et 1/p’ dans ]0;1[, donc n et n’
sont les parties entiéres de n + 1/p. Dés lors n = n/. Il en découle que 1/p = 1/p’. Donc p = p/,
ainsi (n,p) = (n,p)
Il en découle que ¢ est injective.
e Considérons 2/3 € Q, supposons, qu’il existe (n,p) € Z x N* tel que 2/3 = n + 1/p, remarquons

que p = 1 est impossible, donc p > 2. Ainsi, n est la partie entiere de —. Donc n = 0, mais alors

1/p = 2/3. Soit 3 = 2p. Donc 3 est pair ce qui est absurde. Donc 2/3 n’admet pas d’antécédent
par ¢. Donc ¢ n’est pas surjective.

Exercice 5 : soyez inclusifs !

1. SineN* U, = {ei%Tw |k6[[0;n71]]}.

2. Montrons que U,, < U, ssi n|p. Supposons que n|p, alors il existe k € N tel que p = nk. Soit z € Uy,
alors 2™ = 1, ainsi en élevant & la puissance k, on obtient (z")* = 1¥ = 1. Deés lors, 2P = 1 donc z € U,.
Ceci démontre que U,, < U,,.

Réciproquement, supposons que U,, < U,. Alors comme el e U,,, on en déduit que e’ e U,. Ainsi,

s 27 i 2km
il existe k € [0;p — 1] tel que el = el Ainsi, 27/n et 2kw/p sont deux arguments du méme

nombre complexe et ils sont tous les deux dans [0;27 [. Or, §’il n’y a pas unicité de argument, on a
toujours unicité de 'argument dans [ 0; 27 [. On en déduit que 27/n = 2k7/p. Dés lors p = kn et donc
n divise p.

En conclusion, nous avons démontré que U,, < U, si et seulement si p divise n.

Exercice 6 : je seche sur celui-la, un point bonus pour qui trouve un titre!

1. Les solutions sont exactement les fonctions de la forme t — Ce ™t ou C € R.

2. Remarquons que ceci n’est pas une équation différentielle normale, en effet le second membre est
une constante qui dépend elle-méme de y 'inconnue. Pour cette raison, aucune méthode du cours ne
s’applique. Raisonnons par analyse-synthese :

1 1
e Supposons que f soit une solution, alors '+ f = J f(t)dt. Posons b = f f(t)dt. En particulier, f
0 0

est solution de I’équation différentielle linéaire du premier ordre & coefficients constants y’ +y = b.
Remarquons que : t — b est une solution particuliere'. Ainsi, les solutions de v’ + vy = b sont
exactement les fonctions de la forme ¢t + Ce ™ + b avec C € R. On en déduit qu’il existe C' € R tel
que

fit—Cet+b

1 1

En particulier, f ft)dt = f Ce ~t+bdt. Par linéarité de I'intégrale, il vient que b = C(1—e ~1)+b.
0 0

Ainsi, C(1 —e™!) =0, comme 1 —e~! # 0, on en déduit que C' = 0, ainsi f: t — b.

1
e Supposons que f: t — bavec b € R. Alors pour tout t € R, f'(¢)+ f(¢) = 0+b. De plus, f f(®)dt =b.
0

Ainsi, f est bien solution de ’équation.
Ainsi les solutions sont exactement les fonctions constantes.

1. Grace a la physique, vous devez savoir résoudre les équations différentielles du premier ordre a coefficients constant et a
second membre constant.
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