Exercice d’algebre

On considere le R-espace vectoriel E = R* et F = {(:c, y,z,t)eR¥telque z=9y et y+z+t= 0}.
1. ¢« FcR?
e Op+ = (0,0,0,0),0or 0 =0et 0+ 0+ 0 =0, ainsi Ogs € F.
e Soient u = (z,y,2,t) € F, v = (2/,y,z,t) € F et A€ R. Alors,

Mu+v=0Ax+2 A y+y e+ 2 At +1t)
Comme (u,v) € F? :

e +2 = M+
N +y)+Qz+2)+Mt+t) = Mz+y+2)+ @ +yY +2)=X0+0=0
Ceci prouve que Au +v e F.
Ainsi, F' est un sous-espace vectoriel de R?.
On note fi = (1,1,-2,1), f2 = (0,0,—1,1) et f3 = (1,1,1,1).
2. Comme 1 =1let1+(-2)+1=0, fie F. Deméme 0 =0et 0+ (—1)+1 =0, ainsi fo € F. En
revanche 1 + 1+ 1 # 0, donc f3 ¢ F.

3. D’apres la question précédente, fi € F et fy € F. Des lors, I est un SEV de R?* qui contient f; et fo.
Or, d’apres le cours, vect(f1, f2) est le plus petit SEV, au sens de I'inclusion, de R* & contenir f et
fo. Dés lors !, vect(f1, fo) = F. Réciproquement, soit u = (a,b,c,d) € F, alorsa =bet b+c+d = 0.
Donc,

u=(a,a,—d — a,d) = (a,a,—2a,a) + (0,0,a — d,d — a) = afi + (d — a) f2 € vect(f1, f2)

Ceci démontre que F' < vect(f1, f2). Par double inclusion, F' = vect(f1, f2).

4. o Méthode courte : (f1, f2) est libre (deux vecteurs non colinéaires), et f3 ¢ F' = vect(f1, f2). Ainsi,
la famille (fi, fa, f3) est libre.
e Méthode pédestre : soit (a,b,c) € R3, supposons af; + bfs + cfz = 0p. Alors

(a+ca+c,—2a—b+c,a+b+c)=(0,0,0,0)

Par identification, on obtient :

a+c = 0
a4t 0 a+c 0 a —c
— —2a—b+c = 0 = 3c = 0 — a=b=c=0
—2a—b +c = 0 Ly—Ly—1L1
b 0 b 0
at+b+c = 0

Ainsi, la famille (f1, fo, f3) est libre.

Probléeme d’analyse

Préliminaires

1. Pour tout z € R, 1 + 22 > 1 > 0. Ainsi, la fonction z — 1 + 22, en tant que fonction polynomiale,
est dérivable et ne s’annule pas sur R. Par l'inverse d’une fonction dérivable qui ne s’annule pas, f

est définie et dérivable sur R. De plus, pour tout z € R, f'(z) = (1;7&52)2 Ainsi, f est strictement
x
croissante sur R*, f est strictement décroissante sur R*, f(0) = 1, hrfoo flx) =0et limoo f(x)=0.
T— T——
2x

2. Comme pour tout z € [0;1], f'(x) 5, par quotient de fonctions dérivables dont le dénomi-

(1+a?)
nateur ne s’annule pas, f’ est dérivable sur R et
VieR f(x) —2(14+ 22?4+ (22) x 2 x (22)(1 +22)  —2(1 + 22) + 822 5 322 -1
x xXr) = = =
(1+22)4 (1+22)3 (1+22)3
1. Si on n’aime pas cette méthode de voir les choses, en voild une autre : soit u € vect(f1, f2), alors, il existe (a,b) € R? tel
que u = afr + bfz, comme f1 € F et fo € F et que F est un SEV, u € F. Dés lors, vect(fi, f2) < F.
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3.

Une

/ \

FIGURE 1 — Graphe de la fonction f.

e Pour z € [—1/v/3;1/V3], f"(x) < 0 donc f est concave sur [ —1/4/3;1/4/3].
e Pour z € [1/4/3;+0][, f"(x) = 0. Ainsi, f convexe sur [1/4/3;+m0 |
e Pour z € |-0;1/v/3 ], f”(x) = 0. Ainsi, f convexe sur | -00;1/+/3 |

Les fonctions sin et sh sont dérivables en 0. Ainsi,

sin(x) _ sin(z) — sin(0) sh(z)  sh(z)—sh(0)

sin’(0) = cos(0) =1 et

x z—0 x—0 r z—0 z—0
sh(z)
1
. Pour x € |0;7[, d’aprés ce qui précede, g(z) = —L—~ —— ~ = 1. Ainsi, g est prolongeable par
sin(z) z2—0 1

x
continuité en 0. Son prolongement par continuité est la fonction :
[0;7] — R

- %{g(fn) si x>0

@

1 si x=0

. Comme sin et sh sont continues, il vient que sh(z) — sh(7) > 0 et sin(z) — sin(7) = 0, comme
—TT —

T—>T

sin est strictement positive sur | 0; 7 [, on en déduit par quotient que g(z) —— +o0. Dés lors, g n’est
T
pas prolongeable par continuité en 7.
suite récurrente
. Notons h: x + 23 +x — 1. Remarquons que h est continue sur R, car polynomiale. De plus, h(0) = —1

et h(1) =1, donc h(0) < 0 < h(1) D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe € [0;1]
tel que h(a) = 0. Comme h ne s’annule ni en 0 ni en 1, on a 0 < a < 1. De plus, h est strictement
croissante sur R donc injective. Ainsi, il existe un unique a € R tel que hA(a) = 0. On a de plus, prouvé
que 0 < a < 1.

1 o

e
= = —. Ceci démontre que « est un point fixe

3 _ J—
Onaa +a—1—O.AlorS,f(Oé)—1+a2 Oé+043 1

de f.

. Si f: I — R est continue sur un intervalle I, dérivable sur I°, et qu’il existe M € R tel que pour

tout = € I, |f'(x)| < M. Alors, f est M-lipschitzienne sur I : pour tout (z,2) € I2, |f(z) — f(2)| <
M|z — /|
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9. Dapres le résultat de la question 2, pour z € [0;1/v/3], f”(z) <0 et pour z € [1/4/3;1], f"(z) = 0.
On en déduit donc le tableau de variation de f” :

T 0 1/V/3 1

(@) -0 s

"(x \ 9
I I S

FIGURE 2 — Tableau de variation de f’

Ceci montre que pour tout z € [0;1],
FAN3) < fl2) <0

Comme la valeur absolue est décroissante sur R_, pour tout = € [0;1], |f'(x)| < |f(1/4/3)|. Posons
alors C = |f(1/4/3)]. Comme f est continue sur [0;1], dérivable sur ]0;1[ et que pour tout = €
1051, |f'(z)] < C, 'inégalité des accroissements finis stipule que f est C-lipschitzienne : pour tout
(z,2") € [0;1]2, |f(z) — f(2')| < Clz — 2'|. On a de plus, prouvé que

2 2

o 3 _E_ 2x9 33
C—If(l/\/g)l—i1 2=16 ~ V3x16 8
<1+3> 9

On constate que C' > 0 et que C < g = Z (en utilisant le fait que v/3 < +/4). On a donc bien
0<C<1.
On pose ug = 0 et pour tout entier n = 0, upy1 = f(uy) = ;
1+ uy,?
10. Notons, pour n € N, Z(n) : «u, € [0;1]».
e Comme ug =0€[0;1], Z(0) est vraie.
e Soit n € N, supposons Z(n) : 0 < u, < 1. D’apres le tableau de variation de f, f est décroissante
sur [0;1], ainsi f(0) = f(un) = f(1). Deés lors, 1/2 < up4+1 < 1. Par conséquent u,4+1 € [0;1].
Donc, &Z(n + 1) est vraie.
e Par récurrence, pour tout n € N, & (n) est vraie.
11. Notons, pour n € N, Z(n) : «|u, — a] < C™».
e Pour n =0, lup —a| = |a| = a <1 =C" Donc £(0) est vraie.
e Soit n € N, supposons & (n) vraie. Comme f est C-lipschitzienne sur [0;1],

s — af = [F(un) = f(@)] < Cluy —af < C x C" = ™!

Ceci démontre que & (n + 1) est vraie.
e Ainsi, pour tout entier n € N, #(n) est vraie, i.e., |u, —a| < C".

12. Comme C € ]0;1[, C" —— 0. Par encadrement, il vient |u,, — a] —— 0. Des lors, u,, —— a.

13. D’apres les questions précédentes, pour tout n € N :

3 n
n - <0n< -
|u o <4>

On cherche donc n € N tel que (3/4)" < 1073, par croissance du logarithme et de I’exponentielle, on

(8/4" <107« n(n(3) ~In(4)) < ~31n(10) < n > m
31n(10)

Adnsi _p( 2mdv)
insi, pour n (111(4) ~Tn(3)

) + 1, u, est une approximation de av & 1073.
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14. def f(x):
return 1/(1+x*x)

E=1#majoration de l'erreur pour n=0
u=1#u_0
while E>10%*(-3):
u=f (u) #on calcule le terme d'aprés
E=Ex3/4#la majoration de l'erreur est une suite géométrique

#u est alors une approzimation de alpha d 107(-3) prés

Dérivées successives

15. En tant que fonction polynomiale, g: t +— 1 + 2 est € sur R. Comme cette fonction ne s’annule pas

sur R l'inverse de g (c’est-a-dire f), est également ¢* sur R.
P ()

16. Posons, pour n € N, Z(n) : «il existe P, € R[X] tel que pour tout z € R, f™(z) = m.».
x

e En posant Py = 1 (polynéme constant), pour tout x € R,

FO) = f(2) = 1/(1 +2*)" = Po(a)/(1 + %)

Ainsi, Z2(0) est vraie.

e Soit n € N, supposons Z(n) vraie. Considérons donc P, € R[X] tel que pour tout =z € R,
f™(z) = Pu(z)/(1 4+ 22)**1. Dérivons alors (™), comme quotient de deux fonctions dérivables
(car polynomiale) :

P (z)(1 + 22)" — (n 4+ 1)(22)(1 + 22)" Py, ()
(1 + 22)n+1)2
P (2)(1 + 22)" — (n 4+ 1)(22)(1 + 22)" P, ()
(1 + 22)2n+2
P'(2)(1 + 2%) — 2(n + 1)xP,(z)
(1 + 22)n+2

veeR  (fM)(2) =

Frh @) =

Posons P41 = P/ (X) x (1 4+ X2) —2(n + 1) X P,(X) € R[X], ainsi, pour tout z € R, f*+1)(z) =
Pn+1

(1 + a2)n+2”
e Par récurrence, pour tout n € N, & (n) est vraie.

Ceci prouve que #(n + 1) est vraie.

(1) ) gnh).

INgE

17. Si (f,g) € €"(I,R)?, alors fge €™(I,R) et (fg)™ =

k=0

=1.0r g: v — 1+ 22 et f sont deux fonctions de

1
18. Pour tout x € R, (1 + 22)f(z) = (1 + 332)1 g
T

classe €™ sur R. On peut donc appliquer la formule de Leibniz, comme gf = 1, les dérivées successives
de gf sont nulles, ainsi :
n
n _
Y <k) ) o)
k=0

Or g(o): xr— 1+ 22 g(l): T — 2T, g(z): — 2 et pour tout ¢ > 3, g(i): x — 0. Donc pour tout x € R :

0=(fo™

2
0= Z <Z>g(k)(l’)f(n_k)(1’> = Sl + SUQ)f(n)(ch +n x 2z x f("_l)(xz + n(n2—1) x 2 x f("2)(z)
=0 k=0 k1 ~ ~

Or d’apres la question 16, on connait la forme des dérivées successives de f, ainsi pour tout z € R :

P, (x) P P,_1(x) P,_s(x)

(14 22) 1 A+a27 (a2t 0

(1+2?) n(n —1)
En multipliant cette derniére égalité par (1 + 22)", on obtient 1’égalité demandée.
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19. D’apres Iexpression de f, f/ et f”, on sait que Py = 1, P, = —2X, P, = 6X? — 2. De plus, en utilisant
la relation trouvée a la question précédente, on sait que le polynéme P + 6X Py + 6(1 + X?2) Py a une
infinité de racines donc est le polynéme nul. Ainsi,

Py=—6XP,—6(1 +X%)P = —6X(6X%—2)—6(1+X?) x —2X = —24X3 4+ 24X
20. 1+ X2 = (X —i)(X + 1) est un polynéme scindé & racines simples. Donc d’apres le théoréme de la
décomposition en éléments simples, il existe (a,b) € C2 tel que :

1 1 a b

7 X2 (X DX +1) X1 X+i

1

En multipliant par X — i et en remplacant X par i, il vient a = % Puis en multipliant par X + i et
i

1
en remplacant X par —i, il vient b = —. Ainsi :
—2i
1 1 1 N 1
1+ X2 (X —i)(X+i) 20X —i) —2i(X+i)

21. Ainsi, pour tout r € R :

1/ 1 1
» [O) = '(x—i_x+i>

2i

1 —1 1
100 =5 (o o)

1 2 2
RACEH (=il

1 6 6
P =5 NP T PP

Ainsi, on pose pour n € N, ’hypothése de récurrence? Z(n) :

. (=)l 11
fre 2i <(x—i)"+1 (x+i)”+1>

Z(0) est vraie. Soit n € N, supposons & (n) vraie, alors :

PO (—1)"n! < —(n+1) n+1 ) _ (=) (n + 1) < 1 1 )

2 (x —i)n+2 7 (z41)nt2 2 (z —i)"+2 (x4 i)n+2

Ainsi, #(n + 1) est vraie. Ainsi, par récurrence la propriété est vraie pour tout n € N. Dés lors, en
remettant au méme dénominateur :

(=1)"n!

AAn+1 _ _ 5\n+1
FO) g, 2 (@)™ - @=9") P
(132 + 1)n+1 (1»2 + 1)n+1
. . (_1)nn| . 1 . 1 A~ . A~
Ainsi, P, et o ((X + 1) — (X —1)"*!) sont deux polyndmes qui prennent la méme valeur en
i

(—1)"n!

tout x € R donc sont égaux’. Ainsi, P, = — (X +1)"T — (X —q)nt1).

En déduire, un calcul de f(")(z), puis une expression explicite de P, (z).

22. Remarquons alors que z = i n’est pas racine de P,. Fixons donc z € C\{i}. Ainsi,
P(2) =0 <= (z+ i)”Jrl —(z— i)"Jrl =0

N\ n+1 .
<z—|—1> =1 < 3Jke[0;n] Z+%=el%

z—1
s k2w

— Jdke[0;n] z+i=(z—1)e' n
— 3Jke[0;n] z(l—ei%):_1<ei%+1>

2. Cette conjecture vient du calcul des premiéres dérivées mais il n’est pas nécessaire de calculer ces dérivées sur votre copie,
le faire au brouillon pour conjecturer ’hypotheése de récurrence suffit amplement.
3. Propriété qui vient du cours : la différence de ces deux polynémes a donc une infinité de racines donc est le polynéme nul.
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Remarquons que k = 0 est impossible car conduirait & 0 = —2i. Ainsi,

<e.n+1 _|_1>
P.(2)=0 < Jke[l;n] =z =

1]9277
1 —e n+l

i i km
< n+1 _|_e n+1)

i _kw
n+1 _e n+1

2(:os< )
—21sm( km )
n+1

kw
Ainsi, on a trouvé que les racines de P, sont de la forme cotan (—H) pour k € [1;n]. Comme la
n

fonction cotan est strictement décroissante sur | 0 ; 7 [, on en déduit que nous avons trouvé exactement n
racines distinctes de P,.

Une suite implicite

Soit un entier n > 1, on considere ’équation (Ey,), : f(x) = 2.

23.

24.

25.
26.

27.

28.

29.

30.

+00 et "2 ——— 100, par somme, Q,(z) —— +00.
Tr—+00 r—+00 Tr—+00

Comme z"

n+2

Soit z € [ 0; +00 [. Remarquons que z est solution de (Ey,) ssi f(z) = z™ ssi =a"ssil =a"+ax

1+ 22
ssi 2"*2 + 2™ — 1 = 0 ssi Q,(z) = 0. Cherchons donc & montrer que @, s’annule une et une seule

fois sur [0;+00[. La fonction z — Qn(z) est continue sur [0;1]. Or @,(0) = =1 <0 <1 = Qn(1).
Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe v, € [0;1] tel que @y (vy,) = 0. De plus,
comme (), est strictement croissante sur R, un tel v, est unique dans R,.

Le réel vy vérifie 23 + x — 1 = 0. Par unicité de la solution de cette équation (voir question 6), v1 = a.
1

D’apres la réponse a la question 24, v, € [0;1]. De plus, f(1) = 3 # 1" et f(0) = 1 # 0™. Ainsi, 0

et 1 ne sont pas solutions de (E,). Deés lors, v, € ]0;1].

En utilisant le fait que @, (v,) = 0, il en découle que :

Qn+1(vn> _ Unn+3 + 'Unn+1 1= U ('l)nn+2 + Unn) 1= Un ( n+2 + ,Un — 14+ 1) -1
= (Qnlop)+1)—1=v,—1<0

On a ainsi montré que Qp+1(v,) < 0.
Soit n € N*. La question précédente, montre que

QnJrl(Un) <0= Qn+1(vn+1)

4

Or Q1 est strictement croissante sur R., ainsi® v, < v,41. Ceci montre que la suite (vp,)nen+ est

strictement croissante.

La suite (v,)n>1 étant croissante et majorée par 1. D’apres le théoréme de la limite monotone, la suite
(Un)n>1 converge.

Pour tout n € N*, 0 < v1 < v, < 1. Comme le passage a la limite conserve les inégalités larges,
0 <wv; < ¢ < 1. Supposons ¢ < 1. Alors, v," = exp(nlIn(v,)). Par continuité du logarithme en ¢ > 0,

In(vy,) — In(¢) <0

Ainsi, nln(vy,) — En appliquant la fonction exponentielle, il en découle que v,™ — 0. En
n— n—

"+2 (. Ainsi, par somme de limites :

n—o0

0=0v,""24+0v,"-1——>0+0—-1=—1

n—00

multipliant par v,2, on obtient que v,

Ce qui est absurde. Ainsi, £ = 1. On a donc montré que v, — 1.

4. Si on n’est pas convaincu, on suppose (par 'absurde) que v, > vn41, par croissance de Qn+1, on obtient Qn11(vs) =
Qn+1(vn41) ce qui fournit bien une contradiction.
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