
Problème 1 : soyez hyper bons avec les fonctions hyperboliques !

Étude d’une fonction

1. Pour tout x P R, chpxq “
e x ` e ´x

2 , shpxq “
e x ´ e ´x

2 .

2. Comme e ´x “
xÑ`8

Ope xq, ainsi, chpxq „
xÑ`8

e x

2 et shpxq „
xÑ`8

e x

2

De même, e x “
xÑ´8

Ope ´xq, ainsi, chpxq „
xÑ´8

e ´x

2 et shpxq „
xÑ´8

´
e ´x

2

3. chpxq “
0

n
ř

k“0

x2k

p2kq! ` Opx2nq shpxq “
0

n
ř

k“0

x2k`1

p2k ` 1q! ` Opx2n`1q

4. On pose u “ shpxq, alors :

‚ u “
0

x `
x3

6 ` Opx3q,
‚ u2 “

0
x2 ` Opx3q

‚ u3 “
0

x3 ` Opx3q

‚ Ainsi, u3 „
0

x3, donc Opu3q “
0

Opx3q.
Ainsi, on effectue le DL3p0q de shpuq :

shpshpxqq “ shpuq “
0

u `
u3

6 ` Opu3q “

ˆ

x `
x3

6 ` Opx3q

˙

`
x3 ` Opx3q

6 ` Opx3q “ x `
x3

3 ` Opx3q

Ainsi, shpshpxqq ´ x “
0

x3

3 ` Opx3q „
0

x3

3 .

5. Soit x P R˚, alors ´x P R˚, et par imparité de sh,

fp´xq “ p´xq ˆ sh
ˆ

1
´x

˙

“ p´xq ˆ p´1q ˆ sh
ˆ

1
x

˙

“ fpxq

Dès lors, la fonction f est paire.

6. Comme shpuq “
0

u ` Opuq, shpuq „
0

u. On obtient alors sh
ˆ

1
x

˙

„
xÑ`8

1
x

. Par produit d’équivalents,

fpxq „
xÑ`8

x ˆ
1
x

“ 1, donc fpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

1. De même 1, fpxq „
xÑ´8

x ˆ
1
x

“ 1, donc fpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ´8

1.

7. Par croissance comparée : x ˆ e
1
x ÝÝÝÝÑ

xÑ0`
`8. De plus, x ˆ e ´ 1

x ÝÝÝÝÑ
xÑ0`

0, par somme de limites,
fpxq ÝÝÝÝÑ

xÑ0`
`8. Comme f est paire, fpxq ÝÝÝÝÑ

xÑ0´
`8, ainsi fpxq ÝÝÝÑ

xÑ0
`8.

8. La fonction x ÞÑ 1{x est dérivable sur R˚ et sh est dérivable sur R, par composition, x ÞÑ shp1{xq est
dérivable sur R˚, par produit f est dérivable sur R˚.

@x P R˚ f 1pxq “ sh
ˆ

1
x

˙

` x ˆ
´1
x2 ˆ ch

ˆ

1
x

˙

“

»

—

—

–

sh
ˆ

1
x

˙

ch
ˆ

1
x

˙ ´
1
x

fi

ffi

ffi

fl

ˆ ch
ˆ

1
x

˙

9. Notons th: u ÞÑ shpuq{chpuq, alors th est dérivable sur R, comme quotient de deux fonctions dérivables
sur R et dont le dénominateur ne s’annule pas sur R. De plus,

@u P R th1puq “
chpuq2 ´ shpuq2

ch2puq
“ 1 ´ th2puq

Proposons deux méthodes :

1. Comme f est paire, on aurait aussi pu dire que puisque f tend vers 1 en `8, nécessairement f tend vers 1 en ´8.
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‚ Posons, g : u ÞÑ u ´ thpuq, alors g est dérivable sur R et

@u P R g1puq “ 1 ´ th1puq “ th2puq ě 0

De plus, thpuq “ shpuq{chpuq “ 0 ssi shpuq “ 0 ssi u “ 0. Ainsi, pour tout u ą 0, g1puq “ th2puq ą 0.
Ainsi, g est strictement croissante sur R`, donc pour tout u ą 0, gpuq ą gp0q “ 0, donc u ą thpuq.

‚ Soit u P R˚, th est continue sur r 0 ; u s, dérivable sur s 0 ; u r, donc d’après le théorème des accrois-

sements finis, il existe c P s 0 ; u r, tel que thpuq ´ thp0q

u ´ 0 “ th1pcq ă 1, ainsi, thpuq ă u.

10. Pour tout x ą 0, ch
ˆ

1
x

˙

ą 0 et d’après ce qui précède,
sh

ˆ

1
x

˙

ch
ˆ

1
x

˙ ´
1
x

ă 0, par produit, f 1pxq ă 0,

ainsi f est strictement décroissante sur R˚
`, comme f est paire, on en déduit également strictement

croissante sur R˚
`.

11. shpuq “
0

u `
u3

6 `
u5

120 ` Opu5q, en divisant par u, on obtient :

shpuq

u
“
0

1 `
u2

6 `
u4

120 ` Opu4q

12. Quand x Ñ `8 ou x Ñ ´8, u “
1
x

ÝÝÝÝÑ
xÑ˘8

0, ainsi par ce qui précède

fpxq “ xsh
ˆ

1
x

˙

“
xÑ˘8

1 `
1

6x2 `
1

120x4 ` O

ˆ

1
x4

˙

On obtient ainsi le développement asymptotique avec a0 “ 1, a1 “ 0, a2 “ 1{6, a3 “ 0, a4 “ 1{120.
13. On a :

f

ˆ

1
x

˙

“
0

1 `
x2

6 `
x4

120 ` Opx4q

Ceci montre, en particulier, que f

ˆ

1
x

˙

ÝÝÝÑ
xÑ0

1. Ainsi, x ÞÑ f

ˆ

1
x

˙

se prolonge alors par continuité en

une application F avec F p0q “ 1, F est dérivable sur R˚ par composée, de plus, par troncature d’un
développement limité, F pxq “

0
F p0q ` Opxq, ainsi F est dérivable en 0 et F 1p0q “ 0.

Étude d’une suite

14. Soit n P N˚. Comme f est strictement décroissante et continue sur R˚
`,

fpR˚
`q “

ȷ

lim
xÑ`8

fpxq ; lim
xÑ0`

fpxq

„

“ s 1 ; `8 r

Or, n ` 1
n

P s 1 ; `8 r, ainsi, il existe un P R˚
`, tel que fpunq “

n ` 1
n

. Comme f est strictement
décroissante sur R˚

`, f est injective sur R˚
`, et donc nécessairement un est unique sur R˚

`.
15. Soit n P N˚, montrons que un`1 ě un, supposons que un ą un`1, alors comme f est strictement

décroissante, fpunq ă fpun`1q, soit 1 `
1
n

ă 1 `
1

n ` 1, soit 1
n

ă
1

n ` 1, en passant à l’inverse, on
obtient n ` 1 ă n, soit 1 ă 0 ce qui est absurde, ainsi un`1 ě un et punqnPN˚ est croissante.

16. Comme punqn est croissante alors, d’après le théorème de la limite monotone punqn est majorée ou
bien un ÝÝÝÑ

nÑ8
`8. Raisonnons par l’absurde et supposons que punqnPN˚ soit majorée : il existe M P R

tel que pour tout n P N˚, un ď M , Notons alors que M ą 0 (car, par exemple, u3 ą 0) comme f

est décroissante, fpunq ě fpMq, soit n ` 1
n

ě fpMq. Comme les inégalités larges sont conservées par
passage à la limite, on obtient que fpMq ď 1, or fpMq P fpR˚q “ s 1 ; `8 r donc fpMq ą 1 ce qui est
absurde. Ainsi, un ÝÝÝÑ

nÑ8
`8.
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17. En utilisant le résultat de la question 12, en tronquant à l’ordre 2, on obtient :

n ` 1
n

“ fpunq “ 1 `
1

6un
2 ` O

ˆ

1
un

2

˙

En retranchant 1 des deux côtés, on obtient

1
n

“
1

6un
2 ` O

ˆ

1
un

2

˙

„
1

6un
2

Donc un
2 „

n

6 , comme les équivalents sont conservées par passage à une puissance et que un ą 0, on

obtient un „

c

n

6 .

Une équation différentielle

18. Sur R˚
`, l’équation est équivalente à y1 `

1
x

y “
chpxq

x
. L’équation homogène est y1 `

y

x
“ 0, dont les

solutions sont exactement les fonctions x ÞÑ Ce ´ lnpxq “
C

x
. Appliquons la méthode de la variation de

la constante et cherchons une solution particulière de la forme yp : x ÞÑ Cpxq{x, avec C une fonction
dérivable sur R˚

`.

@x P R˚
` yp

1pxq `
yppxq

x
“

pC 1pxqx ´ Cpxqq

x2 `
Cpxq

x2 “
C 1pxq

x

Ainsi, yp est une solution particulière si et seulement si C 1 “ ch. Par conséquent, yp : x ÞÑ
shpxq

x
“ F pxq

est une solution particulière de l’équation différentielle xy1 `y “ chpxq sur l’intervalle R˚
`. Les solutions

sont donc exactement les fonctions x ÞÑ F pxq `
C

x
où C P R.

Une fonction définie par une intégrale

Pour x P R˚
`, on pose Jpxq “

ż x

x
2

fptq dt.

19. Soit x P R :
2chpxqshpxq “ 2 ˆ

e x ` e ´x

2 ˆ
e x ´ e ´x

2 “
e 2x ´ e ´2x

2 “ shp2xq

20. La fonction f est continue sur R˚
`, ainsi d’après le théorème fondamental de l’analyse, f admet donc

une primitive sur R˚
` que nous noterons G, ainsi, pour x ą 0, Jpxq “ Gpxq ´ Gpx{2q, dès lors, par

composée et différence de deux fonctions dérivables sur R˚
`, J est dérivable sur R˚

`, et pour x ą 0,

J 1pxq “ G1pxq ´
1
2 ˆ G1

´x

2

¯

“ fpxq ´
1
2 ˆ fpx{2q “ fpxq ´

x

4 ˆ sh
ˆ

2
x

˙

“ fpxq ´
x

4 ˆ 2ch
ˆ

1
x

˙

sh
ˆ

1
x

˙

“ fpxq

„

1 ´
1
2ch

ˆ

1
x

˙ȷ

Problème 2 : soyez polis avec les polynômes !
1. ‚ Si n “ 0, alors Xn “ 1 “ W ˆ 0 ` 1 et le reste de la division euclidienne de Xn par W est 1.

‚ Si n P N˚, comme W n’est pas le polynôme nul :

D!pQ, Rq P RrXs2 Xn “ WQ ` R et d˝R ă d˝W “ 2

Il existe alors pa, bq P R2 tel que R “ aX ` b, ainsi Xn “ XpX ´ 4qQ ` aX ` b, En remplaçant
X par 0, on obtient 20 “ 0 ˆ Qp0q ` a ˆ 0 ` b, ainsi b “ 0. En remplaçant X par 4, on obtient
4n “ 4p4 ´ 4qQp4q ` 4a ` b, ainsi, a “ 4n´1. Ainsi, le reste de la division euclidienne de Xn par W
est R “ 4n´1X.

2. Attention, si P “ Xn avec n “ 0, alors P p0q “ 1 et non P p0q “ 0. C’est pour cela que nous avons dû traiter le cas n “ 0
à part.
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2. dimpR4rXsq “ 5 et p1, X, X2, X3, X4q est la base canonique de R4rXs.
3. ‚ E Ă R4rXs

‚ Si P “ 0, alors P p0q “ P p4q “ 0, donc le polynôme nul 0 P E.
‚ Soit pP, Qq P E2 et λ P R, alors pλP `Qqp0q “ λP p0q`Qp0q “ 0 et pλP `Qqp4q “ λP p4q`Qp4q “ 0,

dès lors, λP ` Q P E.
En conclusion, E est un sous-espace vectoriel de R4rXs.

4. Soit P P R4rXs, alors :

P P E ðñ P p0q “ P p4q “ 0 ðñ pX ´ 0qpX ´ 4q|P ðñ W |P

ðñ DQ P R2rXs P “ QW

ðñ Dpa, b, cq P R3 P “ paX2 ` bX ` cqW

ðñ Dpa, b, cq P R3 P “ aX2W ` bXW ` cW

ðñ P P vectpX2W, XW, W q “ vectpX3pX ´ 4q, X2pX ´ 4q, XpX ´ 4qq

Posons B “ pX3pX ´ 4q, X2pX ´ 4q, XpX ´ 4qq On a donc montré que E “ vectpBq, ainsi B est une
famille génératrice de E. En outre, comme B est constituée de polynômes non nuls dont les degrés sont
deux à deux distincts, B est une famille libre. Ainsi, B est une base de E. Ceci montre, en particulier,
que dimpEq “ |B| “ 3.

5. Soit P P E X R1rXs, alors P p0q “ P p4q “ 0, ainsi P au au moins deux racines et d˝P ď 1, comme
un polynôme non nul a un nombre de racines inférieur ou égale à son dégré, on en déduit que P “ 0,
ainsi E ‘ R1rXs. De plus, dimpEq ` dimpR1rXsq “ 3 ` 2 “ 5 “ dimpR4rXsq, on en déduit que E et
R1rXs sont supplémentaires.
6. Si Q P R2rXs, alors WQ P R5rXs et pWQqp0q “ pWQqp4q “ 0, ainsi WQ P E, ainsi φ : R2rXs Ñ E.

Soit pP, Qq P pR2rXsq2 et λ P R, alors

φpλP ` Qq “ W ˆ pλP ` Qq “ λWP ` WQ “ λφpP q ` φpQq

‚‚ Soit Q P Kerpφq, alors φpQq “ WQ “ 0, comme W ‰ 0, Q “ 0. Ainsi, Kerpφq Ă t0u, comme
l’inclusion réciproque est toujours vrai, on en déduit que φ est injective.

‚ Soit P P E, alors, W |P et donc il existe Q P RrXs tel que P “ QW , ainsi d˝Q ` d˝W “ d˝P ď 4,
on en déduit que d˝Q ď 2, ainsi Q P R2rXs et P “ φpQq. Ceci montre que φ est surjective.

Ainsi, φ est un isomorphisme de R2rXs vers E.
7. ‚ ∆p1q “ 1 ´ 1 “ 0

‚ ∆pXq “ pX ` 1q ´ X “ 1
‚ ∆pX2q “ px ` 1q2 ´ X2 “ 2X ` 1

8. Soit P P R2rXs, alors
d˝P pX ` 1q “ d˝P ˆ d˝pX ` 1q “ d˝P ď 2

Dès lors, d˝∆pP q ď maxpd˝P pX ` 1q, d˝P q ď maxp2, 2q “ 2. Dès lors, ∆pP q P R2rXs.
Soit pP, Qq P R2rXs2 et λ P R, alors :

∆pλP ` Qq “ pλP ` QqpX ` 1q ´ pλP ` Qq “ λpP pX ` 1q ´ P q ` Qpx ` 1q ´ Q “ λ∆pP q ´ ∆pQq

Ainsi, ∆ est un endomorphisme de R2rXs.
9. Soit Q P R2rXs, alors il existe pa, b, cq P R3, tel que Q “ aX2 ` bX ` c, et donc par linéarité de ∆,

∆pQq “ a∆pX2q ` b∆pXq ` c∆p1q “ ap2X ` 1q ` b. Distinguons donc les cas :
‚ Si d˝Q “ 2, alors a ‰ 0 et d˝∆pQq “ 1.
‚ Si d˝Q “ 1, alors a “ 0 et b ‰ 0, donc d˝∆pQq “ 0.
‚ Si d˝Q “ 0, alors a “ b “ 0 et c ‰, ∆pQq “ 0, donc d˝δpQq “ ´8.
‚ Si d˝Q “ ´8, alors a “ b “ c “ 0, ∆pQq “ 0 et d˝∆pQq “ ´8.

10. Soit Q “ aX2 ` bX ` c P R2rXs, alors :

Q P Kerp∆q ðñ ∆pQq “ 0 ap2X ` 1q ` b “ 0 ðñ Xp2aq ` a ` b “ 0
ðñ 2a “ a ` b “ 0 ðñ a “ b “ 0 ðñ Q “ c ðñ Q P R0rXs
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Ainsi, Kerp∆q “ R0rXs et ainsi p1q est une base de Kerp∆q.

Imp∆q “ t∆pQq | Q P R2rXsu “ t∆paX2 ` bX ` cq | pa, b, cq P R3u

“ tap2X ` 1q ` b ˆ 1 | pa, bq P R2u “ vectp2X ` 1, 1q

Ainsi, p2X ` 1, 1q est une famille génératrice de Imp∆q, comme il s’agit d’une famille de polynômes
non nuls de degrés distincts, p2X ` 1, 1q est une base 3 de Imp∆q.

11. On remarque que 1 P Kerp∆q X Imp∆q, ainsi Kerp∆q et Imp∆q ne sont pas en somme directe donc ne
sont pas supplémentaires dans R2rXs.

12. Soit Q “ aX2 ` bX ` c P R2rXs :
‚ ∆pQq “ ap2X ` 1q ` b “ 2aX ` pa ` bq ˆ 1
‚ Par linéarité de ∆, ∆p∆pQqq “ 2a∆pXq ` pa ` bq∆p1q “ 2a ` 0 “ 2a ˆ 1
‚ Par linéarité de ∆, ∆p∆p∆pQqqq “ 2a∆p1q “ 0

Ainsi, pour tout Q P R2rXs, p∆ ˝ ∆ ˝ ∆qpQq “ 0, ainsi ∆ ˝ ∆ ˝ ∆ “ 0
13. En utilisant le fait que ∆3 “ 0, on obtient :

f3 “ φ ˝ ∆ ˝ φ´1 ˝ φ ˝ ∆ ˝ φ´1 ˝ φ ˝ ∆ ˝ φ´1 “ φ ˝ p∆ ˝ ∆ ˝ ∆q ˝ φ´1 “ φ ˝ 0 ˝ φ “ 0

14. Soit P P ErXs :

P P Kerpfq ðñ fpP q “ 0 ðñ φ ˝ ∆ ˝ φ´1pP q “ 0
ðñ φ´1pφp∆pφ´1pP qqq “ φ´1p0q ðñ ∆pφ´1pP qq “ 0
ðñ φ´1pP q P Kerp∆q “ R0rXs ðñ Da0 P R φ´1pP q “ a0

ðñ Da0 P R P “ φpa0q “ a0W ðñ P P vectpW q

Ainsi, Kerpfq “ vectpW q, dès lors pW q est une famille génératrice de Kerpfq. Comme, pW q est une
famille avec un seul vecteur non nul, pW q est libre. Ainsi, pW q est une base de Kerpfq.

Impfq “ tfpP q | P P Eu “ tfpaX2W ` bXW ` cW q | pa, b, cq P R3u

“ tafpX2W q ` bfpXW q ` cfpW q | pa, b, cq P R3 “ vectpfpX2W q, fpXW q, fpW qq

Or 4 :
‚ fpW q “ φp∆pφ´1pW qqq “ φp∆p1qq “ 0
‚ fpXW q “ φp∆pφ´1pXW qqq “ φp∆pXqq “ φp1q “ W
‚ fpX2W q “ φp∆pφ´1pX2W qqq “ φp∆pX2qq “ φp2X ` 1q “ p2X ` 1qW

Ainsi, Impfq “ vectpp2X ` 1qW, W, 0q “ vectpp2X ` 1qW, W q. Ceci démontre que pp2X ` 1qW, W q est
une famille génératrice de Impfq. Comme cette famille contient des polynômes non nuls dont les degrés
sont deux à deux distincts, c’est une famille libre et donc pp2X ` 1qW, W q est une base 5 de Impfq.

3. p1, Xq était aussi une base possible et même plus «sympa».
4. On aurait pu directement utiliser le fait que Impfq “ vectpfpX2W q, fpXW q, fpW qq car c’est dans le cours mais ce n’était

pas au programme de ce devoir.
5. On aurait pu montrer que pXW, W q est aussi une base plus «sympa».
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