Probléme 1 : soyez hyper bons avec les fonctions hyperboliques !

Etude d’une fonction

1. Pour tout z € R, ch(z) = #, sh(z) = #
e® e”
2. Comme e % Nt o(e®), ainsi, ch(x) o0 G et sh(x) o0 5
e ¥ e ”
De méme, €% = o(e™"), ainsi, ch(z) e 3 et sh(z) TS
n g2k n o p2k+1
3. ch(x) = kgo oh)! + o(x?") sh(x) = /Eo k1) + o(z?"*1)
4. On pose u = sh(x), alors
. u?x+x63+(9(m3),

e Ainsi, u? > 23, donc o(u?) = o(z?).
Ainsi, on effectue le DL3(0) de sh(u) :

u3 3 3 x3 z3
sh(sh(z)) = sh(u) sut o(u®) = <$ +tt O(m3)> + 2"+ o@’) +o(z®) =z + 3t o(z3)

3 5 TP
Ainsi, sh(sh(z)) — = 33 + o(z?) T3

5. Soit x € R*, alors —x € R*, et par imparité de sh,

F0) = (=) st (L) = () x (1) s (5 ) = £(2)

—T

Des lors, la fonction f est paire.

r—+00

1 1
6. Comme sh(u) =u+t o(u), sh(u) > u. On obtient alors sh () ~ —. Par produit d’équivalents,
x

1 1
flx) ~ xx—=1,donc f(x) 1. De méme ', f(z) ~ xx—=1,donc f(z) —— 1.

T—+00 X T—+00 T——00 T T——00

. , 1 _1 .
7. Par croissance comparée : x x ez —— +00. De plus,  x e "z —— 0, par somme de limites,
z—0+ x—0+

f(z) ——— +00. Comme f est paire, f(r) —— +00, ainsi f(x) —> +o0.
x—07F z—0 x—0

8. La fonction x — 1/x est dérivable sur R* et sh est dérivable sur R, par composition, z — sh(1/z) est
dérivable sur R*, par produit f est dérivable sur R*.

()

9. Notons th: u — sh(u)/ch(u), alors th est dérivable sur R, comme quotient de deux fonctions dérivables
sur R et dont le dénominateur ne s’annule pas sur R. De plus,

T

1
sh()
Vz € R* f’(x)zsh<1>+:c><;21xch<1>= z) _1 xch(1>

x X

VueR  th'(u) = Ch(“)cil;(j;l(“)z —1— th2(u)

Proposons deux méthodes :

1. Comme f est paire, on aurait aussi pu dire que puisque f tend vers 1 en +00, nécessairement f tend vers 1 en —o0.
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10.

11.

12.

13.

e Posons, g: u — u — th(u), alors g est dérivable sur R et
VueR g (u) =1 —th'(u) = th®(u) = 0

De plus, th(u) = sh(u)/ch(u) = 0 ssish(u) = 0ssi u = 0. Ainsi, pour tout u > 0, ¢’(u) = th®(u) > 0.
Ainsi, g est strictement croissante sur R, donc pour tout v > 0, g(u) > ¢(0) = 0, donc u > th(u).
e Soit u € R*, th est continue sur [0;u |, dérivable sur | 0;u [, donc d’apres le théoreme des accrois-
th(u) — th(0)

0 = th'(c) < 1, ainsi, th(u) < u.

()

ainsi f est strictement décroissante sur R¥, comme f est paire, on en déduit également strictement
croissante sur RY.
3 5
u 5 .. .
sh(u) =u+ 5 T 120 + o(u”), en divisant par u, on obtient :

sements finis, il existe c€ |0;u[, tel que

1 1
Pour tout x > 0, ch <> > 0 et d’aprés ce qui précede, — — < 0, par produit, f/(x) < 0,
x x

sh(u) w? ot 4
1+t L,
w o1t E T o)

1 . .
Quand x — +00 ou & — 00, U = — i 0, ainsi par ce qui précede
T

Tr— 100

1 1 1 1
f(l‘)z.’lfsh(x) 9:—>:+oo1+6x2+120:c4+0<a:4>

On obtient ainsi le développement asymptotique avec ag = 1, a1 = 0, ag = 1/6, ag = 0, ag = 1/120.
On a:

1 z? 2t 4
Bl IR I
f(x)o +% T 10 7o)

1
Ceci montre, en particulier, que f () — 1. Ainsi, z — f () se prolonge alors par continuité en
z) x> x

une application F' avec F'(0) = 1, F' est dérivable sur R* par composée, de plus, par troncature d’un
développement limité, F'(x) = F(0) + o(z), ainsi F est dérivable en 0 et F'(0) = 0.

Etude d’une suite

14.

15.

16.

Soit n € N*. Comme f est strictement décroissante et continue sur R¥,

r—+00

FED) = | i £0): i 1) =150

n+1 n+1
€ ]1;+00[, ainsi, il existe u, € R*, tel que f(u,) = . Comme f est strictement
n

Or,
décroissante sur R¥, f est injective sur R¥, et donc nécessairement wu,, est unique sur R*.

Soit n € N* montrons que up+1 = Uy, SUpposons que u, > Un+1, alors comme f est strictement

décroissante, f(up) < f(upt1), soit 1 + — < 1+ —— soit — <
n n+1 n n +
obtient n + 1 < n, soit 1 < 0 ce qui est absurde, ainsi uy,+1 = Uy et (uy),en* est croissante.

T en passant a l'inverse, on

Comme (up)n est croissante alors, d’apres le théoréme de la limite monotone (uy)y, est majorée ou
bien u,, —— +00. Raisonnons par I’absurde et supposons que (uy)nen* S0it majorée : il existe M € R
n—aoo

tel que pour tout n € N*  w,, < M, Notons alors que M > 0 (car, par exemple, us > 0) comme f

. L,n+l SR .
est décroissante, f(u,) = f(M), soit > f(M). Comme les inégalités larges sont conservées par
n

passage a la limite, on obtient que f(M) < 1, or f(M) € f(R*) =]1;+00[ donc f(M) > 1 ce qui est
absurde. Ainsi, u, — >+,
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17. En utilisant le résultat de la question 12, en tronquant a l’ordre 2, on obtient :

n+1=f(un)=1+ ! +o<12>

n 6,2 Up,

En retranchant 1 des deux co6tés, on obtient
1 ‘o 1 1
n 6u,? Uy 2 6,2

Donc u,? ~ =, comme les équivalents sont conservées par passage & une puissance et que u, > 0, on
6’ )

n
obtient u,, ~ \/; .

Une équation différentielle

ch(o)

X

Y

1
18. Sur R*, I’équation est équivalente & y' + —y = . L’équation homogene est 3/ + = = 0, dont les
x x

C
solutions sont exactement les fonctions z — Ce~(®) = = Appliquons la méthode de la variation de
x

la constante et cherchons une solution particuliere de la forme y,: z — C(z)/z, avec C' une fonction
dérivable sur R*.
y(r) _ (C'(x)z = C(z))  Clz) _ C'(x)

VY e R* "(z) + = + —
+ yp() T 72 22 -

= F(x)

est une solution particuliére de I’équation différentielle 2y’ +y = ch(z) sur l'intervalle R*. Les solutions

Ainsi, y, est une solution particuliére si et seulement si C' = ch. Par conséquent, y,: © —

sh(z)

sont donc exactement les fonctions z — F(x) + — ou C € R.
x

Une fonction définie par une intégrale

Pour z € R¥, on pose J(z) = f f(t) dt.
%

19. Soit z e R :
x —X xr __ —x —
2ch(z)sh(z) = 2 x ¢ +2€ x & Ze = ° 2e = sh(2x)

20. La fonction f est continue sur R*, ainsi d’apres le théoreme fondamental de I'analyse, f admet donc
une primitive sur R* que nous noterons G, ainsi, pour > 0, J(z) = G(x) — G(z/2), deés lors, par
composée et différence de deux fonctions dérivables sur R*, J est dérivable sur R* et pour x > 0,

J'(x)

T

o 2a(2)

Probléme 2 : soyez polis avec les polynémes !

1. e Sin=0,alors X" =1=W x 0+ 1 et le reste de la division euclidienne de X™ par W est 1.
e SineN* comme W n’est pas le polyndéme nul :

INQ,R)eR[X]? X"=WQ+R et d°R<dW =2

Il existe alors (a,b) € R? tel que R = aX + b, ainsi X" = X(X —4)Q + aX + b, En remplagant
X par 0, on obtient?0 = 0 x Q(0) + a x 0 + b, ainsi b = 0. En remplacant X par 4, on obtient
4" = 4(4 — 4)Q(4) + 4a + b, ainsi, a = 4"~ 1. Ainsi, le reste de la division euclidienne de X™ par W
est R =4""1X.
2. Attention, si P = X" avec n = 0, alors P(0) = 1 et non P(0) = 0. C’est pour cela que nous avons di traiter le cas n =0
a part.
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2. dim(R4[X]) =5 et (1, X, X2, X3, X*4) est la base canonique de Ry[X].
3. e Fc RyX]
e Si P =0, alors P(0) = P(4) = 0, donc le polynéme nul 0 € E.
e Soit (P,Q) € E% et A € R, alors (AP+Q)(0) = AP(0)+Q(0) = 0 et (AP+Q)(4) = AP(4)+Q(4) = 0,
deés lors, AP + Q € E.
En conclusion, E est un sous-espace vectoriel de R4[X].

4. Soit P € Ry[X], alors :

PeE «— PO =P =0 «— X-0(X-4)|P <— W|P
— 3QeRy[X] P=QW
— 3J(a,b,c)eR® P =(aX?>+bX +c)W
— 3J(a,b,c)eR® P =aX W +bXW + cW
= Pevect(X2W, XW, W) = vect(X?(X —4), X*(X —4), X (X —4))

Posons # = (X3(X —4), X?(X —4), X(X —4)) On a donc montré que E = vect(%), ainsi £ est une
famille génératrice de E. En outre, comme 4 est constituée de polynémes non nuls dont les degrés sont
deux a deux distincts, & est une famille libre. Ainsi, Z est une base de E. Ceci montre, en particulier,
que dim(F) = | 4| = 3.

5. Soit P € E nR[X], alors P(0) = P(4) = 0, ainsi P au au moins deux racines et d°P < 1, comme
un polynéme non nul a un nombre de racines inférieur ou égale a son dégré, on en déduit que P = 0,
ainsi £ @ R;[X]. De plus, dim(E) + dim(R;[X]) = 3+ 2 = 5 = dim(R4[X]), on en déduit que E et
R;[X] sont supplémentaires.

6. SiQ € Ry[X], alors WQ € R5[X] et (WQ)(0) = (WQ)(4) =0, ainsi WQ € E, ainsi ¢: Ro[X] — E.

Soit (P, Q) € (Ro[X])? et A € R, alors
PAP+Q)=W x (AP +Q) = AWP+WQ = Xp(P) + p(Q)

e Soit @ € Ker(yp), alors p(Q) = WQ = 0, comme W # 0, @ = 0. Ainsi, Ker(¢) < {0}, comme
Iinclusion réciproque est toujours vrai, on en déduit que ¢ est injective.
e Soit P € E, alors, W|P et donc il existe @ € R[X] tel que P = QW ainsi d°Q + d°W = d°P < 4,
on en déduit que d°Q < 2, ainsi @ € Ry[X] et P = ¢(Q). Ceci montre que ¢ est surjective.
Ainsi, ¢ est un isomorphisme de Ro[X] vers E.
Al)=1-1=0
AX)=X+1)-X=1
AX?)=(z+1)2-X2=2X +1
8. Soit P € Ro[X], alors

EP(X+1)=d°Pxd(X +1)=d°P <2

Des lors, d°A(P) < max(d°P(X + 1),d°P) < max(2,2) = 2. Dés lors, A(P) € Ro[X].
Soit (P, Q) € Ry[X]? et A € R, alors :

AMP+Q) = (AP+QX+1)—(AP+Q)=AP(X +1)—P)+Q(z+1) — Q = AA(P) — A(Q)

Ainsi, A est un endomorphisme de Ro[X].
9. Soit @ € Ry[X], alors il existe (a,b,c) € R3, tel que Q = aX? + bX + ¢, et donc par linéarité de A,
A(Q) = aA(X?) + bA(X) + cA(1) = a(2X + 1) + b. Distinguons donc les cas :
e Sid°Q =2, alors a # 0 et d°A(Q) = 1.
e Sid°Q =1,alors a=0etb+#0, donc d°A(Q) = 0.
e Sid°Q =0,alorsa=b=0et c#, A(Q) =0, donc d°§(Q) = -c0.
e Sid°Q = -o0,alorsa=b=c=0, A(Q) =0 et d°A(Q) = -0.

10. Soit Q = aX? + bX + c € Ry[X], alors :

Qe Ker(d) = A(Q)=0 a(2X+1)+b=0 <= X(2a)+a+b=0
< 20=a+b=0 <= a=b=0 <<= Q=c¢c <<= QeRyX]
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11.

12.

13.

14.

Ainsi, Ker(A) = Ro[X] et ainsi (1) est une base de Ker(A).

Im(A) = {AQ)]QeRy[X]} = {A(aX? +bX +¢)] (a,b,c) € R?}
= {a(2X +1)+bx 1] (a,b) € R*} = vect(2X + 1,1)

Ainsi, (2X 4 1,1) est une famille génératrice de Im(A), comme il s’agit d’une famille de polynémes
non nuls de degrés distincts, (2X + 1,1) est une base® de Im(A).

On remarque que 1 € Ker(A) n Im(A), ainsi Ker(A) et Im(A) ne sont pas en somme directe donc ne
sont pas supplémentaires dans Ro[ X].

Soit Q@ = aX? +bX +ceRy[X] :
e A(Q)=a(2X+1)+b=2aX+(a+b)x1
e Par linéarité de A, A(A(Q)) = 2aA(X) + (a + b)A(1) =2a+0=2a x 1
e Par linéarité de A, A(A(A(Q))) = 2aA(1) =0

Ainsi, pour tout @ € Ry[X], (AoAoA)(Q) =0, ainsi Ac Ao A =0

En utilisant le fait que A% = 0, on obtient :

1

fP=poAoplopoAoptopoAopl=po(AocAoA) oyt =polop=0

Soit P € E[X] :

PeKer(f) < f(P)=0 <= @olAoyp }P)=
= ¢l PAWEIP) = (0) = A (P)=0
— o YP)eKer(A) =Ro[X] <« 3JageR ¢ (P)=ag
<~ dJapeR P =y(ay) =aW < P evect(W)

Ainsi, Ker(f) = vect(W), des lors (W) est une famille génératrice de Ker(f). Comme, (W) est une
famille avec un seul vecteur non nul, (W) est libre. Ainsi, (W) est une base de Ker(f).

Im(f)

{f(P)|PeE}={f(aX*W +bXW + cW) | (a,b,c) € R}
= {af(X*W) + bf(XW) + cf(W) | (a,b,c) € R® = vect(f(X*W), fF(XW), f(W))

Or?:

o F(W) = p(A(p™ (1)) = p(A(1)) = 0

o FOXW) = o(A(e  (XW)) = p(A(X)) = p(1) = W

o W) = p(Alg (W) = G(A(X?)) = p(2X + 1) = (2X + )W
Ainsi, Im(f) = vect((2X + 1)W, W, 0) = vect((2X + 1)W, W). Ceci démontre que ((2X + 1)W, W) est
une famille génératrice de Im(f). Comme cette famille contient des polynémes non nuls dont les degrés
sont deux & deux distincts, c’est une famille libre et donc ((2X + 1)W, W) est une base” de Im(f).

3. (1,X) était aussi une base possible et méme plus «sympap.

4. On aurait pu directement utiliser le fait que Im(f) = vect(f(X>W), f(XW), f(W)) car c’est dans le cours mais ce n’était
pas au programme de ce devoir.

5. On aurait pu montrer que (XW, W) est aussi une base plus «sympan».
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