Exercice 1 : Soyez deter sur les ... (ok elle est nulle, j’assume pas)

1. det(A) = Z (71)i+in’in’j.
j=1
2. Soit P € R3[X]. Alors d°u(P) < max(d°P,d°P") < max(d°P,d°P — 1) < 3. Ainsi, u(P) € R3[X]. De
plus, pour tout (P,Q) e R3[X]? et Ae R :

UAP+ Q)= AP+ Q+ (AP +Q) =AXP+P)+(Q+Q) = u(P)+u(Q)

Ainsi, u € Z(R3[X]). Soit & = (1, X, X2, X3) la base canonique de R3[X], alors
o u(l)=1=11+0X +0X%+0X3,

e u(X)=X+1=11+1X+0X%2+0X3

e u(X?) =X24+2X =01 +2X +1X%2+0X3

o u(X3) =X34+3X%2=01+0X+43X%2+1X3

Ainsi :

110
0 1 2
0 0 1
000

(]

A = Matg(u) =

Ainsi, det(u) = det(A) = 1 (déterminant d’une matrice triangulaire). Ainsi, comme det(u) # 0, u est
un automorphisme de R3[X].

3. Notons £ = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X] et .F = (Py, P», P3), alors :

9 4 64 5 4 60 5 60
det(F) =16 4 —16 = 2 4 —20/=(-1)*"?x1x =220
» C1—C1—Ch 2 =20
1 1 1 | czec3—c5 |0 1 0
Ainsi, comme detg(.%#) # 0, on en déduit que .# est une base de Ry[X].
1 1
11 1 (0)

4. Par linéarité par rapport a chacune des colonnes, D, = x"A,, ou A, =

1 1
Soit n € N*. Soit n € N. On développe A, 12 suivant la premiere ligne : "
1 1 0
1 1 0
1 1 1 0
An+2 = .
1 1 10
0 1 11
1 1n+2
1 0 1 0
1 1 1 0 1 1 0
- (=) xix| o + (=DM x 1 x -
1 1 10 1 1 10
0 1 11 0 1 11
1 1n+1 1 1n+1

Pour le premier déterminant de taille n + 1, on reconnait exactement A, 1, pour le second, en déve-
loppant suivant la premiére colonne, on obtient A,,. Ainsi, A,19 = A,—1 —A,. On reconnait alors une
suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants dont 1’équation caractéristique est 72 = r—1,
1+iV3

5 =

e'3 étant solution de cette équation caractéristique. Ainsi, il existe (A, B) € R?, que pour
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tout entier n > 1, A, = Acos(nn/3) + Bsin(nn/3). En outre, A; = |1| = 1 et Ay = 1 i =0,
. [ A2+BV32 =1 .. [ BV3 = .
ainsi { A2 BYE2 = 0 En sommant /soustrayant ces deux égalités : A _ 1 Ainsi,

A, = cos(nm/3)+sin(n7/3)/+/3. En conclusion, pour tout € N*, D,, = 2™ cos(nn/3) + 2" sin(nm/3)/v/3.

Exercice 2 : Un exercice récurrent et fixe

x

On pose pour z > 0, f(z) = — 1 et f(0) =1.
e —
T 1 r oz’ 9
1. f(x) = 5 3 = 5 . On pose alorsu=§+g+0($ )
¢ T x
424+ —+—+0@3) -1 1+=-+4+—+o0(?)
) 2 6 2 6
o u?= % + o(x?)
22
o 0(u?) = o(2?) car u® ~ T
1 x 22 2 r  a?
Ainsi = —l-u+drow)=1-2 - 1T to@®) =1- 2+ 4 o(2?
insi, f(z) 1o u+u® + o(u?) 5 6+4+ (%) 5t 5t (%)
2. La fonction f admettant un développement limité a 'ordre 1 en 0, on en déduit que f est dérivable
2
en 0 et que f/(0) = —1/2. La tangente de f en 0 est x — 1 — g, de plus, f(z) — (1 — g) ~ % > 0,

ainsi, f est au-dessus de sa tangente en 0 au voisinage de 0.
3. La fonction f est le quotient de deux fonctions dérivables sur | 0; +oo [ dont le dénominateur ne s’annule
pas, ainsi f est dérivable sur | 0;+o0[. De plus, pour tout = > 0 :

1(e®* —1) —ze®™ e —1—uze®

/
xTr) = =
f( ) (ex—l)Q (ex_1)2
4. Posons g: x — e®—1—xe” est dérivable sur R par sommet et produit de fonctions qui le sont. De plus,
g:x—e” —e” —xe® = —xe” Ainsi, g est strictement croissante sur R_ et strictement décroissante
sur R, .

5. Comme g est strictement décroissante sur R, , pour tout z > 0, g(z) < g(0) = 0, ainsi f’ est strictement

négative sur R*, de plus, f est dérivable en 0, ainsi f est strictement décroissante sur R, et f(x) —
xr—>
0.

FIGURE 1 — Graphe de la fonction f.

1
6. Montrons que f est —-lipschitzienne sur [0;+c0[. La fonction f’ est dérivable sur |0;+o0[ comme

quotient de fonctions qui le sont et pour tout x > 0

(e —1)*(e” —ae® —e”®) —2e%(e” —1)(e” — 1 —we®)  —(e® —1)ze” —2e%(e® — 1 — ze®)

() = (ev — 1)4 (e* —1)3

= m(mex—2ex+l‘+2)
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On pose alors h: z — xe® — 2e® + x + 2, par sommes et produit de fonctions deux fois dérivables,
h est deux fois dérivable sur R et h': z — ze® —e® + 1, et h”: x — ze®, ainsi, h’ est strictement
croissante sur R, ainsi pour tout = > 0, h'(z) > h’'(0) = 0. Ceci prouve que h est strictement croissante
sur R, et donc pour tout x > 0, h(z) > h(0) = 0. Ceci prouve que f”(x) < 0 pour tout z > 0, ainsi

1 est strictement décroissante sur [0;+00 [. De plus, f'(z) e 07, ainsi, d’apres le théoreme de la
xr—>

limite monotone et la stricte croissance de f’, pour tout > 0, —1/2 = f/(0) < f'(z) < 0. En outre, la
fonction valeur absolue est décroissante sur R_, ainsi, tout « > 0, | f’(z)| < 1/2. Comme f est continue
sur R,, d’apres 'inégalité des accroissements finis, f est 1/2-lipschitzienne. De plus, f(In2) = In(2).

Ainsi, pour n € N,
funen —I(2)] = ) — Flin(2))] < M2 MC)

Par récurrence, pour tout n € N, |u, — In(2)| < |ug — In(2)|27", par encadrement, cela démontre que

Probleme : Les polyndmes du beau-fils

2
1. L’équation différentielle (% —1) f'(z)+2x f(x) = O sur ] —1; 1 [ est équivalente & f'(z)+— ° 1f(a:) =0.
22—
2
Si on note a: z +— — ° T alors A: z + In(|z% — 1]) = In(1 — 2?) est une primitive de A sur | —1;1[.
x —_
Ainsi les solutions sont exactement les fonctions x +— Cexp(—In(1 — z?)) = .2 ou C € R.
-

).

L’ensemble des solutions est vect(x — 1 5
—x

2. def Un(n,x):
return (x**2-1)**n

1
3. e U0=1,U0(0)=1,L0=11=1
1
. U1=X2—1,U1’:2XetL1:§(X2—1)’:X

f 1 1
o Up=X*—2X2—1,Uy =4X3 —4X,Uy" = 12X%? —d et Ly = §(12X2 —4) = 5(3X2 —1)

4. Notons Q = X2—1et R = X", alors U, = RoQ. D’apres le degré d’une composée, d°U,, = d°Qxd°R =
2n.

5. Le polynéme U, est de degré 2n. Ainsi, pour tout k € [0;2n], d°U,®) = 2n — k. En particulier,
d°U,"™ = 2n —n. De plus, en développant, par la formule du bindme de Newton, U, = X" + R ou

2n)!
R € Ry, _1[X], ainsi U,,(™ = (X?7)(") 4 R — (OIS + R™. Avec, d°R™ < 2n — 1 — n. Ainsi, en

n!
(%)
divisant par 2"n!, a, = -2

2n
6. Comme pour tout i € [0;n]], d°L; = i. La famille (Lo, L1, ..., L,) est une famille de polynémes non
nuls de R,,[X] dont les degrés sont deux a deux distincts, ainsi (Lo, L1, ..., Ly) est une famille libre.

De plus, cette famille contient n + 1 vecteurs et dim(R,,[X]) = n + 1, ainsi (Lo, L1, ..., L,) est une
base de R, [X].

7. Comme U, = (X —1)(X +1))" = (X —1)"(X + 1)", ainsi U,, a deux racines 1 et —1 toutes deux de
multiplicité 1.

8. (u") = nu/u"?

9. U/ =n2X(X2 = 1)" = 2nX(X —1)" (X + 1)L

10. Soit f: [a;b] — R avec a < b. On suppose que f(a) = f(b), f continue sur [a;b] et dérivable sur
Ja;b[. Alors, il existe c€ Ja;b[ tel que f'(c) = 0.

11. Comme k € [[1;n —1]], par hypotheése 1 et —1 sont racine de UFde multiplicité n — k > 1. Ainsi, par

UékH) mais de multiplicité n — k — 1. De plus, si on note
ap=—let agp =1,alors ag < a1 < g <...<ay < agyq. Fixons i€ [0;k]|. La fonction z — Uék)

dérivation, 1 et —1 seront encore racine de
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est continue sur [ ;; ;41 |, dérivable sur | a; ;i1 [ et U,gk) () =0 = UT(Lk) (ai+1). En appliquant le
théoreme de Rolle, il existe ;11 € | o ; iiv1 [ tel que Uqgkﬂ)(ﬁiﬂ) = 0. De plus,

a0=—1<51<a1<B2<oz2...<ozk<ﬁk+1<ozk+1=1

Or = 2n — k — 1 et on a trouvé k + 1 racines de U,gkﬂ) de multiplicité au moins 1, ainsi que deux
racines (1 et —1) de multiplicité n—k—1.Ork+1+(n—k—1)+(n—k—1)=2n—k—1= U,

Le polynome est ainsi scindé dans R, en notant v son coefficient dominant, on a donc
UT(Lk+1) _ I/(X - 1)n7k:71(X + 1)n7k71(X o Bl) . (X - 6k+1)

12. Pour n = 1, L1 = X admet bien 1 racine simple dans [—1;1]. Fixons n > 2. On raisonne par
récurrence finie sur k € [[0;n || avec I'hypothese 22 (k) : « il existe des réels a; < as < ... < ay dans
]—=1;1[ et un réel p tels que :

UF = p(X +1)"*(X —ay) - (X —ap)(X —1)" 7k

n

»

e Pour k =1, #(1) est vraie, d’apres la question 9, il suffit, en effet, de poser a; = 0 et p = 2n.

e Soit ke [[1;n —1]. Supposons & (k) vraie, alors d’aprés la question 11, Z(k + 1) est vraie.
Ainsi, par récurrence finie, pour tout k € [1;n [, (k) est vraie. En particulier, &(n) est vraie, il
existe pe Ret ag < ag < ... < a, des réels dans | —1;1] tels que

U = alX + DX = @)+ (X = an)(X = 10 = (X = ar) -+ (X = an)

En divisant par 2"n!, L,, admet ainsi n racines réelles simples toutes dans [ —1; 1] (et méme dans | —1;1]).
13. Soit (P,Q) e R[X]? et A e R,

PAP+Q) = (X2—1D(AP+Q)" +2X(W\P+Q) = (X2—1)\P"+Q") +2X(\P' + Q")
= MX2=1DP"+2XP)+ (X2 -1)Q" +2XQ" = \p(P) + ¢(Q)

De plus, ¢(P) € R[X]. Ainsi, ¢ est un endomorphisme de R[X]
14. Soit ke [[0;n] :
e Sik=0,alors ¢(1) = (X2 - 1)1" +2X1' =0
e Sik=1,alors p(X) = (X2 - 1)X" +2X(X') = 2X
e Sik>2 alors ¢(X) = (X2 - 1)(k(k —1)X*2) +2X x (EXF 1) = k(k+ 1)X* — k(k — 1) X+2
15. Soit P € R, [X].
e d°P' < d°P —1 < n—1, par produit d°X P’ < n.
e d°P" < d°P —2 < n — 2, par produit, d°(X%2 —1)P" <2+ d°P" <n
Ainsi, d’apres la majoration du degré de la somme de deux polyndmes,

d°¢(P) < max(d°(X? — 1)P",d°2X P) < max(n,n)

Ceci prouve que ¢(P) € R, [X]

16. Notons, & = (1, X, X2,..., X"), la base canonique de R,[X].
e Comme ¢(1) = 0, la premiére colonne de M est nulle, pour tout i € [0;n [, m; o = 0, en particulier
mo, = 0(0 + 1).
e p(X)=2X =0x1+2x X +0x X2+ ..., ainsi, my1 =0, my1 =2 = 1(1 + 1), et pour tout
1€ [[2;n]], mi1 = 0.
. . . n .
e Soit je[[2;n], d(X7) =G+ )X —j(H—1)X772 =3 m; ;X" avec mj; = j(j + 1), mj_aj =
i=0
—j(j —1) et m;; = 0 pour tout i € [0;n[\{j;7 — 2}..
Ceci démontre que M est une matrice triangulaire supérieure et que pour tout j € [0;n |, m;; =
3G+ 1)
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17. def Matrice(n):
M=[[0 for j in range(n+1)] for i in range(n+1)]
for j in range(n+l):#tous les termes diagonale
MEG1[31=3*(G+1)
for j in range(2,n+1):#tous les termes de la colonne 2 jusqu'd colonne n

M[j-21 [1=-3*(3-1)

return M
1 0 —-1/2 3
18. Notons P = |0 1 0 |, comme P est une matrice triangulaire supérieure, det P = 1 x 1 x 3 # 0.
0 0 3/2
Ainsi, P est inversible. De plus,
1 0 —1/2 100
01 0 010
0 0 3/2 0 01
10 —1/2 ) 100
01 0 Ls < 3Ls o019
0 0 1 0 0 <
3
10 L
100 1 3
010 L1<—L1+§L3 01 0
001 0 0 2
3
10 L
3
Ainsi, P71 =[0 1 0
0 0 2
3

19. Notons Cy, Cy et Cs les trois colonnes de M, comme Cj est la colonne nulle rg(M) = rg(Cs, Cs).
Or Cy et C3 sont deux colonnes non colinéaires, ainsi (Cy, C3) est une famille libre, ainsi, rg(M) =

rg(Co, C3) = 2. De plus, Im(M) = vect(Cq, Ca, C3) = vect(Cs, C3). Ainsi, (Cy,C3) = (2) , _02

est une base de Im(M). D’apreés le théoréeme du rang matriciel 3 = dim(Ker(M)) + rOg(M )s (;insi

dim(Ker(M)) = 1 De plus C; = 0 = 0Cy + 0C3, ainsi 1C1 + 0Cy + 0C3 = 0. Dés lors, (1) € Ker(M),
1 0

comme il s’agit d’un seul vecteur non nul dans un espace de dimension 1, 0 est une base de
0

Ker(M).

20. D’apres le cours, on peut en déduire que rg(¢2) = 2, (1) est une base de Ker(¢s) et (2X,6X2 — 2) est
une base de Im(¢2)

21. o ¢(Lo) = ¢(1) = 0 = 0Lo + 0Ly + 0Ly
e &(L1) = $(X) = 2X = 0Lo + 2L1 + 0Ly
{ i
.« 6(La) = o (2(3)(2 - 1) _ g¢(x2) —Sol1) = 2(6)(2 —2) = 6X2—3=6Ly = 0Lo + 0Ly + 6Ls
00 0
Ainsi, Matg (¢2) = |0 2 0
00 6

22. Notons D = Matg (¢2), comme M = Matyg(ps) avec B = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X],
d’apres la formule de changement de base M = PDP~!, avec P = Py_, 5 la matrice de changement

10 —1/2
de base de Za %A, onaainsiP=|0 1 0
00 3/2
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23. Soit p € N* :

1
1o —1/2\ /0 0o o\(t 0 3} /20 -2y/0 0 0)/30 1
MP = PDPP'=(0 1 0 02 oflo1o0]|==]02 o][o2 o]fo 30
00 3/2 006?’00% Y00 3/\0 0o e/ \0 0 2
L (0 0 —2 x 6P 0 0 —-2x6r!
= |0 3x2ett 0 |=[0 2 0
6o o 6o+ 00 6

Sip=0, MP =13

24. Soit P € Ker(¢s) n Im(¢z), alors il existe a € R tel que P = a x 1, il existe (b,c) € R? tel que P =
b2X +c(6X2—2), ainsi 6¢X2+20X + (—2c—a) = 0. Par unicité de la décomposition d’un polynéme, on
en déduit que 6¢ = 2b = (—2c—a) = 0, ainsi ¢ = b = a = 0, dés lors P = 0, ainsi Ker(¢) nIm(¢) < {0},
comme l'inclusion réciproque est toujours vrai, on en déduit que Ker(¢z) et Im(¢2) sont en somme
directe. De plus, d’apres le théoréme du rang, dim(Ker(¢)) + dim(Im(¢2)) = dim(Rz[X]). Ceci prouve
que Ker(¢2) et Im(¢p2) sont supplémentaires dans Ro[ X].

25. Soit k € [O;n], si k = 0,alors Uy = 1, Uy = 0et (X2—-1)0—-2x0xUy =0.Si k> 1, alors
Uy =2kX (X% - 1)""!, ainsi

(X2 - 1)U — 2kXU, = 2kX (X2 - 1)" - 2kX(X? - 1)"=0

26. Soit (P, Q) € R[X]?, alors :
POYD — N (”) Pk n—k)
Pa) = 31 ;)PP

27. Soit k € [0;n]. Dérivons k + 1 la relation précédente : (X2 — 1)UL)*F+1) — 2k(XU,)*+Y) = 0 En
appliquant la formule de Leibniz il vient :

k+1 k+1
Z <k+1>(X2 )() 1 k+1— 7,*2]{2 <k+1) ’L)U k+1— ZZO
izo \ !

Or, (X2 — 1)@ =0, dés que i >3 et X0 =0 dés que ¢ > 2. Ainsi,

k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
( . )(X2—1)Uk(k+2>+< X >2XU (k+1) ( ) >2Uk(k)—2k<< . )XU;’““M( X )U,g’“))zo

Soit :
(X2~ DU 4 (k + 1)2X0,5D 1 (k + D)kUL® — 2k (XU,E]““’ +(k + 1)U,§’“’)
En rassemblant les termes suivant 'ordre des dérivées de U, on obtient :
(x2 - U 4oxut — ki + 1o = o

28. Soit k€ [0;n ], en utilisant la linéarité de ¢

o) = erU) = o) = s (062 - o+ + axu D)

29. Notons B’ = (Lo, L1, ..., L), alors pour tout k€ [0;n [,

On (Lk)—k(kJrlLk—EOxL +E(k+ 1)Ly + 2 0x L;
i=0 i=k+1

Ainsi, si on note D = Matg (¢n) = (di j)o<i,j<n, On sait que dj ,, = k(k+1) et pour tout i # k, d; j, = 0,
ainsi D est une matrice diagonale, & le k-iéme coefficient de D est k(k + 1) pour tout k€ [0;n ]|
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30. En notant P = Py, ou A est la base canonique de R,[X] et &' = (Lo, L1,...,Ly), on obtient
M = PDP~', M est alors semblable & la matrice diagonale D.

31. Soit x € R, alors, en reconnaissant le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure :

det(mIan[X] — ¢n) = det(Mat,@(a:Ian[X] — ¢n)) = det(Matgg(l’Ian[X]) — Matgg((ﬁn))

z—0 0 2 0 ... 0
0 r—2 0 . n

= : :H(m—i(i+1))
) . i=0

0 coi e oo z—n(n+1)

Ainsi, la fonction est polynomiale de degré n + 1 et dont (¢ + 1) est racine pour i € [[0;n ] (racines
toutes simples).

32. Proposons deux méthodes :

e Soit P € Ker(¢), alors ¢(P) = 0, alors x — P(x) est solution de I'équation différentielle de la
C

1—22’

ainsi si C > 0, P'(x) —— +0, et si C < 0, P'(x) —— -00, or P’ est continue en 1 donc
z—1- z—1-

P'(x) —— P’(1) € R. Ainsi, nécessairement C' = 0, ainsi P’ est nulle sur | —=1;1[, alors P’ a une
r—1-

question 1 sur |—1;1[, ainsi il existe C' € R, tel que pour tout z € |—-1;1[, P'(z) =

infinité de racines, donc P’ = 0 (égalité entre polynomes), ainsi P est un polyndéme constant. Ainsi,
Ker(p) c Ro[X]. Comme Ry[X] < Ker(¢). On peut en conclure que Ker(¢) = Ro[X].
e Soit P € Ker(¢), alors en notant, n = d°P, P € R,[X], alors P € Ker(¢y). De plus,

Im(¢n) = VeCt(¢n(1)v ¢n(X)a s Cbn(Xn)) = VeCt(O7 d)n(X)’ SRR ¢n(Xn)) = VeCt(¢n(X)a s ¢n(Xn))

Or, comme pour tout i € [1;n]], d°¢,(X?) = i, on peut en conclure que (¢, (X), ..., P, (X™)) est
une famille libre (famille de polynémes non nuls de degrés deux a deux distincts), ainsi cette famille
est une base de Im(¢,, ). Donc rg(¢,) = n. Comme dim(R,,[X]) = n+1, d’apres le théoréme du rang,
on en déduit que Ker(¢,,) est de dimension 1. Or 1 € Ker(¢y,), dés lors, P € vect(1) = Ker(¢,,). Ceci
montre que Ker(¢) < Ro[X]. L’autre inclusion étant vraie. On en déduit que Ker(¢) = vect(1).

33. Supposons ¢ surjective, ainsi, il existe P € R[X] tel que 1 = ¢(P). Notons n = d°P, alors P € R, [X]
et 1 = ¢, (P) € Im(¢,,). Or, d’aprés notre réponse a la question précédente,

1€ Im(¢n) = vect(dn(X), ..., on(X™))

ainsi la famille (1, ¢n(X),...,¢n(X™)) est liée Cependant, cette famille est constituée de polynomes
dont les degrés sont deux a deux distincts. Ceci est absurde. Ainsi, ¢ n’est pas surjective.
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