
Exercice 1 : Soyez deter sur les ... (ok elle est nulle, j’assume pas)

1. detpAq “
n
ř

j“1
p´1qi`jAi,j∆i,j .

2. Soit P P R3rXs. Alors d˝upP q ď maxpd˝P, d˝P 1q ď maxpd˝P, d˝P ´ 1q ď 3. Ainsi, upP q P R3rXs. De
plus, pour tout pP, Qq P R3rXs2 et λ P R :

upλP ` Qq “ λP ` Q ` pλP ` Qq1 “ λpP ` P 1q ` pQ ` Q1q “ λupP q ` upQq

Ainsi, u P L pR3rXsq. Soit B “ p1, X, X2, X3q la base canonique de R3rXs, alors
‚ up1q “ 1 “ 11 ` 0X ` 0X2 ` 0X3,
‚ upXq “ X ` 1 “ 11 ` 1X ` 0X2 ` 0X3

‚ upX2q “ X2 ` 2X “ 01 ` 2X ` 1X2 ` 0X3

‚ upX3q “ X3 ` 3X2 “ 01 ` 0X ` 3X2 ` 1X3

Ainsi :

A “ MatBpuq “

¨

˚

˚

˝

1 1 0 0
0 1 2 0
0 0 1 3
0 0 0 1

˛

‹

‹

‚

Ainsi, detpuq “ detpAq “ 1 (déterminant d’une matrice triangulaire). Ainsi, comme detpuq ‰ 0, u est
un automorphisme de R3rXs.

3. Notons B “ p1, X, X2q la base canonique de R2rXs et F “ pP1, P2, P3q, alors :

det
B

pF q “

∣∣∣∣∣∣∣
9 4 64
6 4 ´16
1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ “
C1ÐC1´C2
C3ÐC3´C2

∣∣∣∣∣∣∣
5 4 60
2 4 ´20
0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ p´1q3`2 ˆ 1 ˆ

∣∣∣∣∣5 60
2 ´20

∣∣∣∣∣ “ 220

Ainsi, comme detBpF q ‰ 0, on en déduit que F est une base de R2rXs.

4. Par linéarité par rapport à chacune des colonnes, Dn “ xn∆n, où ∆n “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1
1 1 1 p0q

. . . . . . . . .
p0q 1 1 1

1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

.

Soit n P N˚. Soit n P N. On développe ∆n`2 suivant la première ligne :

∆n`2 “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0
1 1 1 0
0 1 1 1 0

. . . . . . . . .
1 1 1 0

p0q 1 1 1
1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n`2

“ p´1q1`1 ˆ 1 ˆ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0
1 1 1 0

. . . . . . . . .
1 1 1 0

p0q 1 1 1
1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n`1

` p´1q1`2 ˆ 1 ˆ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0
0 1 1 0

. . . . . . . . .
1 1 1 0

p0q 1 1 1
1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n`1

Pour le premier déterminant de taille n ` 1, on reconnaît exactement ∆n`1, pour le second, en déve-
loppant suivant la première colonne, on obtient ∆n. Ainsi, ∆n`2 “ ∆n´1 ´∆n. On reconnaît alors une
suite récurrente linéaire d’ordre 2 à coefficients constants dont l’équation caractéristique est r2 “ r ´1,
1 ` i

?
3

2 “ e i π
3 étant solution de cette équation caractéristique. Ainsi, il existe pA, Bq P R2, que pour
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tout entier n ě 1, ∆n “ A cospnπ{3q ` B sinpnπ{3q. En outre, ∆1 “ |1| “ 1 et ∆2 “

∣∣∣∣∣1 1
1 1

∣∣∣∣∣ “ 0,

ainsi
"

A{2 ` B
?

3{2 “ 1
´A{2 ` B

?
3{2 “ 0 . En sommant/soustrayant ces deux égalités :

"

B
?

3 “ 1
A “ 1 . Ainsi,

∆n “ cospnπ{3q`sinpnπ{3q{
?

3. En conclusion, pour tout P N˚, Dn “ xn cospnπ{3q`xn sinpnπ{3q{
?

3.

Exercice 2 : Un exercice récurrent et fixe

On pose pour x ą 0, fpxq “
x

e x ´ 1 et fp0q “ 1.

1. fpxq “
x

1 ` x `
x2

2 `
x3

6 ` Opx3q ´ 1
“

1

1 `
x

2 `
x2

6 ` Opx2q

. On pose alors u “
x

2 `
x2

6 ` Opx2q

‚ u2 “
x2

4 ` Opx2q

‚ Opu2q “ Opx2q car u2 „
x2

4 .

Ainsi, fpxq “
1

1 ` u
“ 1 ´ u ` u2 ` Opu2q “ 1 ´

x

2 ´
x2

6 `
x2

4 ` Opx2q “ 1 ´
x

2 `
x2

12 ` Opx2q

2. La fonction f admettant un développement limité à l’ordre 1 en 0, on en déduit que f est dérivable

en 0 et que f 1p0q “ ´1{2. La tangente de f en 0 est x ÞÑ 1 ´
x

2 , de plus, fpxq ´ p1 ´
x

2 q „
x2

12 ą 0,
ainsi, f est au-dessus de sa tangente en 0 au voisinage de 0.

3. La fonction f est le quotient de deux fonctions dérivables sur s 0 ; `8 r dont le dénominateur ne s’annule
pas, ainsi f est dérivable sur s 0 ; `8 r. De plus, pour tout x ą 0 :

f 1pxq “
1pe x ´ 1q ´ xe x

pe x ´ 1q2 “
e x ´ 1 ´ xe x

pe x ´ 1q2

4. Posons g : x ÞÑ e x ´1´xe x est dérivable sur R par sommet et produit de fonctions qui le sont. De plus,
g1 : x ÞÑ e x ´ e x ´ xe x “ ´xe x Ainsi, g est strictement croissante sur R´ et strictement décroissante
sur R`.

5. Comme g est strictement décroissante sur R`, pour tout x ą 0, gpxq ă gp0q “ 0, ainsi f 1 est strictement
négative sur R˚

`, de plus, f est dérivable en 0, ainsi f est strictement décroissante sur R` et fpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

0.

‚
1

‚
1

Figure 1 – Graphe de la fonction f .

6. Montrons que f est 1
2 -lipschitzienne sur r 0 ; `8 r. La fonction f 1 est dérivable sur s 0 ; `8 r comme

quotient de fonctions qui le sont et pour tout x ą 0

f2pxq “
pe x ´ 1q2pe x ´ xe x ´ e xq ´ 2e xpe x ´ 1qpe x ´ 1 ´ xe xq

pe x ´ 1q4 “
´pe x ´ 1qxe x ´ 2e xpe x ´ 1 ´ xe xq

pe x ´ 1q3

“
e x

pe x ´ 1q3 pxe x ´ 2e x ` x ` 2q
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On pose alors h : x ÞÑ xe x ´ 2e x ` x ` 2, par sommes et produit de fonctions deux fois dérivables,
h est deux fois dérivable sur R et h1 : x ÞÑ xe x ´ e x ` 1, et h2 : x ÞÑ xe x, ainsi, h1 est strictement
croissante sur R, ainsi pour tout x ą 0, h1pxq ą h1p0q “ 0. Ceci prouve que h est strictement croissante
sur R`, et donc pour tout x ą 0, hpxq ą hp0q “ 0. Ceci prouve que f2pxq ă 0 pour tout x ą 0, ainsi
f 1 est strictement décroissante sur r 0 ; `8 r. De plus, f 1pxq ÝÝÝÝÑ

xÑ`8
0`, ainsi, d’après le théorème de la

limite monotone et la stricte croissance de f 1, pour tout x ě 0, ´1{2 “ f 1p0q ď f 1pxq ă 0. En outre, la
fonction valeur absolue est décroissante sur R´, ainsi, tout x ą 0, |f 1pxq| ď 1{2. Comme f est continue
sur R`, d’après l’inégalité des accroissements finis, f est 1{2-lipschitzienne. De plus, fpln 2q “ lnp2q.
Ainsi, pour n P N,

|un`1 ´ lnp2q| “ |fpunq ´ fplnp2qq| ď
|un ´ lnp2q|

2
Par récurrence, pour tout n P N, |un ´ lnp2q| ď |u0 ´ lnp2q|2´n, par encadrement, cela démontre que
un ÝÝÝÑ

nÑ8
lnp2q.

Problème : Les polynômes du beau-fils

1. L’équation différentielle px2´1qf 1pxq`2xfpxq “ 0 sur s ´1 ; 1 r est équivalente à f 1pxq`
2x

x2 ´ 1fpxq “ 0.

Si on note a : x ÞÑ
2x

x2 ´ 1 , alors A : x ÞÑ lnp|x2 ´ 1|q “ lnp1 ´ x2q est une primitive de A sur s ´1 ; 1 r.

Ainsi les solutions sont exactement les fonctions x ÞÑ C expp´ lnp1 ´ x2qq “
C

1 ´ x2 où C P R.

L’ensemble des solutions est vectpx ÞÑ
1

1 ´ x2 q.

2. def Un(n,x):
return (x**2-1)**n

3. ‚ U0 “ 1, U0
p0q “ 1, L0 “

1
11 “ 1

‚ U1 “ X2 ´ 1, U1
1 “ 2X et L1 “

1
2pX2 ´ 1q1 “ X

‚ U2 “ X4 ´ 2X2 ´ 1, U2
1 “ 4X3 ´ 4X, U2

2 “ 12X2 ´ 4 et L2 “
1
8p12X2 ´ 4q “

1
2p3X2 ´ 1q

4. Notons Q “ X2´1 et R “ Xn, alors Un “ R˝Q. D’après le degré d’une composée, d˝Un “ d˝Qˆd˝R “

2n.
5. Le polynôme Un est de degré 2n. Ainsi, pour tout k P rr 0 ; 2n ss, d˝Un

pkq “ 2n ´ k. En particulier,
d˝Un

pnq “ 2n ´ n. De plus, en développant, par la formule du binôme de Newton, Un “ X2n ` R où
R P R2n´1rXs, ainsi Un

pnq “ pX2nqpnq ` Rpnq “
p2nq!

n! Xn ` Rpnq. Avec, d˝Rpnq ď 2n ´ 1 ´ n. Ainsi, en

divisant par 2nn!, an “

`2n
n

˘

2n

6. Comme pour tout i P rr 0 ; n ss, d˝Li “ i. La famille pL0, L1, . . . , Lnq est une famille de polynômes non
nuls de RnrXs dont les degrés sont deux à deux distincts, ainsi pL0, L1, . . . , Lnq est une famille libre.
De plus, cette famille contient n ` 1 vecteurs et dimpRnrXsq “ n ` 1, ainsi pL0, L1, . . . , Lnq est une
base de RnrXs.

7. Comme Un “ ppX ´ 1qpX ` 1qqn “ pX ´ 1qnpX ` 1qn, ainsi Un a deux racines 1 et ´1 toutes deux de
multiplicité 1.

8. punq1 “ nu1un´1

9. Un
1 “ n2XpX2 ´ 1qn´1 “ 2nXpX ´ 1qn´1pX ` 1qn´1.

10. Soit f : r a ; b s Ñ R avec a ă b. On suppose que fpaq “ fpbq, f continue sur r a ; b s et dérivable sur
s a ; b r. Alors, il existe c P s a ; b r tel que f 1pcq “ 0.

11. Comme k P rr 1 ; n ´ 1 ss, par hypothèse 1 et ´1 sont racine de U
pkq
n de multiplicité n ´ k ě 1. Ainsi, par

dérivation, 1 et ´1 seront encore racine de U
pk`1q
n mais de multiplicité n ´ k ´ 1. De plus, si on note

α0 “ ´1 et αk`1 “ 1, alors α0 ă α1 ă α2 ă . . . ă αk ă αk`1. Fixons i P rr 0 ; k ss. La fonction x ÞÑ U
pkq
n

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 22-23, DS7cor 3

devilliers.loic@gmail.com


est continue sur r αi ; αi`1 s, dérivable sur s αi ; αi`1 r et U
pkq
n pαiq “ 0 “ U

pkq
n pαi`1q. En appliquant le

théorème de Rolle, il existe βi`1 P s αi ; αi`1 r tel que U
pk`1q
n pβi`1q “ 0. De plus,

α0 “ ´1 ă β1 ă α1 ă β2 ă α2 . . . ă αk ă βk`1 ă αk`1 “ 1

Or “ 2n ´ k ´ 1 et on a trouvé k ` 1 racines de U
pk`1q
n de multiplicité au moins 1, ainsi que deux

racines (1 et ´1) de multiplicité n ´ k ´ 1. Or k ` 1 ` pn ´ k ´ 1q ` pn ´ k ´ 1q “ 2n ´ k ´ 1 “ d˝U
pk`1q
n .

Le polynôme est ainsi scindé dans R, en notant ν son coefficient dominant, on a donc

U pk`1q
n “ νpX ´ 1qn´k´1pX ` 1qn´k´1pX ´ β1q ¨ ¨ ¨ pX ´ βk`1q

12. Pour n “ 1, L1 “ X admet bien 1 racine simple dans r ´1 ; 1 s. Fixons n ě 2. On raisonne par
récurrence finie sur k P rr 0 ; n ss avec l’hypothèse Ppkq : « il existe des réels α1 ă α2 ă . . . ă αk dans
s ´1 ; 1 r et un réel µ tels que :

U pkq
n “ µpX ` 1qn´kpX ´ α1q ¨ ¨ ¨ pX ´ αkqpX ´ 1qn´k

»
‚ Pour k “ 1, Pp1q est vraie, d’après la question 9, il suffit, en effet, de poser α1 “ 0 et µ “ 2n.
‚ Soit k P rr 1 ; n ´ 1 ss. Supposons Ppkq vraie, alors d’après la question 11, Ppk ` 1q est vraie.

Ainsi, par récurrence finie, pour tout k P rr 1 ; n ss, Ppkq est vraie. En particulier, Ppnq est vraie, il
existe µ P R et α1 ă α2 ă . . . ă αn des réels dans s ´1 ; 1 r tels que

U pnq
n “ µpX ` 1q0pX ´ α1q ¨ ¨ ¨ pX ´ αnqpX ´ 1q0 “ µpX ´ α1q ¨ ¨ ¨ pX ´ αnq

En divisant par 2nn!, Ln admet ainsi n racines réelles simples toutes dans r ´1 ; 1 s (et même dans s ´1 ; 1 r).
13. Soit pP, Qq P RrXs2 et λ P R,

ϕpλP ` Qq “ pX2 ´ 1qpλP ` Qq2 ` 2XpλP ` Qq1 “ pX2 ´ 1qpλP 2 ` Q2q ` 2XpλP 1 ` Q1q

“ λppX2 ´ 1qP 2 ` 2XP 1q ` pX2 ´ 1qQ2 ` 2XQ1 “ λϕpP q ` ϕpQq

De plus, ϕpP q P RrXs. Ainsi, ϕ est un endomorphisme de RrXs

14. Soit k P rr 0 ; n ss :
‚ Si k “ 0, alors ϕp1q “ pX2 ´ 1q12 ` 2X11 “ 0
‚ Si k “ 1, alors ϕpXq “ pX2 ´ 1qX2 ` 2XpX 1q “ 2X
‚ Si k ě 2, alors ϕpXq “ pX2 ´ 1qpkpk ´ 1qXk´2q ` 2X ˆ pkXk´1q “ kpk ` 1qXk ´ kpk ´ 1qXk´2

15. Soit P P RnrXs.
‚ d˝P 1 ď d˝P ´ 1 ď n ´ 1, par produit d˝XP 1 ď n.
‚ d˝P 2 ď d˝P ´ 2 ď n ´ 2, par produit, d˝pX2 ´ 1qP 2 ď 2 ` d˝P 2 ď n

Ainsi, d’après la majoration du degré de la somme de deux polynômes,

d˝ϕpP q ď maxpd˝pX2 ´ 1qP 2, d˝2XP q ď maxpn, nq

Ceci prouve que ϕpP q P RnrXs

16. Notons, B “ p1, X, X2, . . . , Xnq, la base canonique de RnrXs.
‚ Comme ϕp1q “ 0, la première colonne de M est nulle, pour tout i P rr 0 ; n ss, mi,0 “ 0, en particulier

m0,0 “ 0p0 ` 1q.
‚ ϕpXq “ 2X “ 0 ˆ 1 ` 2 ˆ X ` 0 ˆ X2 ` . . ., ainsi, m0,1 “ 0, m1,1 “ 2 “ 1p1 ` 1q, et pour tout

i P rr 2 ; n ss, mi,1 “ 0.
‚ Soit j P rr 2 ; n ss, ϕpXjq “ jpj ` 1qXj ´ jpj ´ 1qXj´2 “

n
ř

i“0
mi,jXi avec mj,j “ jpj ` 1q, mj´2,j “

´jpj ´ 1q et mi,j “ 0 pour tout i P rr 0 ; n ssztj; j ´ 2u,.
Ceci démontre que M est une matrice triangulaire supérieure et que pour tout j P rr 0 ; n ss, mj,j “

jpj ` 1q.
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17. def Matrice(n):
M=[[0 for j in range(n+1)] for i in range(n+1)]
for j in range(n+1):#tous les termes diagonale

M[j][j]=j*(j+1)
for j in range(2,n+1):#tous les termes de la colonne 2 jusqu'à colonne n

M[j-2][j]=-j*(j-1)
return M

18. Notons P “

¨

˝

1 0 ´1{2
0 1 0
0 0 3{2

˛

‚, comme P est une matrice triangulaire supérieure, det P “ 1 ˆ 1 ˆ
3
2 ‰ 0.

Ainsi, P est inversible. De plus,
¨

˝

1 0 ´1{2
0 1 0
0 0 3{2

˛

‚

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚

¨

˝

1 0 ´1{2
0 1 0
0 0 1

˛

‚ L3 Ð
2
3L3

¨

˚

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 2

3

˛

‹

‚

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚ L1 Ð L1 `
1
2L3

¨

˚

˚

˝

1 0 1
3

0 1 0
0 0 2

3

˛

‹

‹

‚

Ainsi, P ´1 “

¨

˚

˚

˝

1 0 1
3

0 1 0
0 0 2

3

˛

‹

‹

‚

19. Notons C1, C2 et C3 les trois colonnes de M , comme C1 est la colonne nulle rgpMq “ rgpC2, C3q.
Or C2 et C3 sont deux colonnes non colinéaires, ainsi pC2, C3q est une famille libre, ainsi, rgpMq “

rgpC2, C3q “ 2. De plus, ImpMq “ vectpC1, C2, C3q “ vectpC2, C3q. Ainsi, pC2, C3q “

¨

˝

¨

˝

0
2
0

˛

‚,

¨

˝

´2
0
6

˛

‚

˛

‚

est une base de ImpMq. D’après le théorème du rang matriciel 3 “ dimpKerpMqq ` rgpMq, ainsi

dimpKerpMqq “ 1 De plus C1 “ 0 “ 0C2 ` 0C3, ainsi 1C1 ` 0C2 ` 0C3 “ 0. Dès lors,

¨

˝

1
0
0

˛

‚P KerpMq,

comme il s’agit d’un seul vecteur non nul dans un espace de dimension 1,

¨

˝

¨

˝

1
0
0

˛

‚

˛

‚ est une base de

KerpMq.
20. D’après le cours, on peut en déduire que rgpϕ2q “ 2, p1q est une base de Kerpϕ2q et p2X, 6X2 ´ 2q est

une base de Impϕ2q

21. ‚ ϕpL0q “ ϕp1q “ 0 “ 0L0 ` 0L1 ` 0L2
‚ ϕpL1q “ ϕpXq “ 2X “ 0L0 ` 2L1 ` 0L2

‚ ϕpL2q “ ϕ

ˆ

1
2p3X2 ´ 1

˙

“
3
2ϕpX2q ´

1
2ϕp1q “

3
2p6X2 ´ 2q “ 6X2 ´ 3 “ 6L2 “ 0L0 ` 0L1 ` 6L2

Ainsi, MatB1pϕ2q “

¨

˝

0 0 0
0 2 0
0 0 6

˛

‚

22. Notons D “ MatB1pϕ2q, comme M “ MatBpϕ2q avec B “ p1, X, X2q la base canonique de R2rXs,
d’après la formule de changement de base M “ PDP ´1, avec P “ PBÑB1 la matrice de changement

de base de B à B1, on a ainsi P “

¨

˝

1 0 ´1{2
0 1 0
0 0 3{2

˛

‚
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23. Soit p P N˚ :

Mp “ PDpP ´1 “

¨

˝

1 0 ´1{2
0 1 0
0 0 3{2

˛

‚

¨

˝

0 0 0
0 2p 0
0 0 6p

˛

‚

¨

˚

˚

˝

1 0 1
3

0 1 0
0 0 2

3

˛

‹

‹

‚

“
1
6

¨

˝

2 0 ´2
0 2 0
0 0 3

˛

‚

¨

˝

0 0 0
0 2p 0
0 0 6p

˛

‚

¨

˝

3 0 1
0 3 0
0 0 2

˛

‚

“
1
6

¨

˝

0 0 ´2 ˆ 6p

0 3 ˆ 2p`1 0
0 0 6p`1

˛

‚“

¨

˝

0 0 ´2 ˆ 6p´1

0 2p 0
0 0 6p

˛

‚

Si p “ 0, Mp “ I3

24. Soit P P Kerpϕ2q X Impϕ2q, alors il existe a P R tel que P “ a ˆ 1, il existe pb, cq P R2 tel que P “

b2X `cp6X2 ´2q, ainsi 6cX2 `2bX `p´2c´aq “ 0. Par unicité de la décomposition d’un polynôme, on
en déduit que 6c “ 2b “ p´2c´aq “ 0, ainsi c “ b “ a “ 0, dès lors P “ 0, ainsi KerpϕqXImpϕq Ă t0u,
comme l’inclusion réciproque est toujours vrai, on en déduit que Kerpϕ2q et Impϕ2q sont en somme
directe. De plus, d’après le théorème du rang, dimpKerpϕqq ` dimpImpϕ2qq “ dimpR2rXsq. Ceci prouve
que Kerpϕ2q et Impϕ2q sont supplémentaires dans R2rXs.

25. Soit k P rr 0 ; n ss, si k “ 0, alors U0 “ 1, U0
1 “ 0 et pX2 ´ 1q0 ´ 2 ˆ 0 ˆ U0 “ 0. Si k ě 1, alors

Uk
1 “ 2kXpX2 ´ 1qn´1, ainsi

pX2 ´ 1qUk
1 ´ 2kXUk “ 2kXpX2 ´ 1qn ´ 2kXpX2 ´ 1qn “ 0

26. Soit pP, Qq P RrXs2, alors :

pPQqpnq “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

P pkqQpn´kq

27. Soit k P rr 0 ; n ss. Dérivons k ` 1 la relation précédente : ppX2 ´ 1qU 1
kqpk`1q ´ 2kpXUkqpk`1q “ 0 En

appliquant la formule de Leibniz il vient :

k`1
ÿ

i“0

ˆ

k ` 1
i

˙

pX2 ´ 1qpiqU 1
k

k`1´i
´ 2k

k`1
ÿ

i“0

ˆ

k ` 1
i

˙

pXqpiqUk
k`1´i “ 0

Or, pX2 ´ 1qpiq “ 0, dès que i ě 3 et Xpiq “ 0 dès que i ě 2. Ainsi,
ˆ

k ` 1
0

˙

pX2´1qUk
pk`2q`

ˆ

k ` 1
1

˙

2XUk
pk`1q`

ˆ

k ` 1
2

˙

2Uk
pkq´2k

ˆˆ

k ` 1
0

˙

XU
pk`1q

k `

ˆ

k ` 1
1

˙

U
pkq

k

˙

“ 0

Soit :

pX2 ´ 1qUk
pk`2q ` pk ` 1q2XUk

pk`1q ` pk ` 1qkUk
pkq ´ 2k

´

XU
pk`1q

k ` pk ` 1qU
pkq

k

¯

En rassemblant les termes suivant l’ordre des dérivées de Uk, on obtient :

pX2 ´ 1qU
pk`2q

k ` 2XU
pk`1q

k ´ kpk ` 1qU
pkq

k “ 0

28. Soit k P rr 0 ; n ss, en utilisant la linéarité de ϕ

ϕpLkq “ ϕp
1

2kk!U
pkq

k q “
1

2kk!ϕpU
pkq

k q “
1

2kk!

´

pX2 ´ 1qU
pk`2q

k ` 2XU
pk`1q

k

¯

“
1

2kk!

´

kpk ` 1qU
pkq

k

¯

“ kpk ` 1qLk

29. Notons B1 “ pL0, L1, . . . , Lnq, alors pour tout k P rr 0 ; n ss,

ϕnpLkq “ kpk ` 1qLk “

k´1
ÿ

i“0
0 ˆ Li ` kpk ` 1qLk `

n
ÿ

i“k`1
0 ˆ Li

Ainsi, si on note D “ MatB1pφnq “ pdi,jq0ďi,jďn, on sait que dk,k “ kpk`1q et pour tout i ‰ k, di,k “ 0,
ainsi D est une matrice diagonale, à le k-ième coefficient de D est kpk ` 1q pour tout k P rr 0 ; n ss
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30. En notant P “ PBÑB1 où B est la base canonique de RnrXs et B1 “ pL0, L1, . . . , Lnq, on obtient
M “ PDP ´1, M est alors semblable à la matrice diagonale D.

31. Soit x P R, alors, en reconnaissant le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure :

detpxIdRnrXs ´ ϕnq “ detpMatBpxIdRnrXs ´ ϕnqq “ detpMatBpxIdRnrXsq ´ MatBpϕnqq

“

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x ´ 0 0 2 0 . . . 0

0 x ´ 2 0 . . .
... . . . . . .
... . . .
0 . . . . . . . . . x ´ npn ` 1q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
“

n
ź

i“0
px ´ ipi ` 1qq

Ainsi, la fonction est polynomiale de degré n ` 1 et dont ipi ` 1q est racine pour i P rr 0 ; n ss (racines
toutes simples).

32. Proposons deux méthodes :
‚ Soit P P Kerpϕq, alors ϕpP q “ 0, alors x ÞÑ P pxq est solution de l’équation différentielle de la

question 1 sur s ´1 ; 1 r, ainsi il existe C P R, tel que pour tout x P s ´1 ; 1 r, P 1pxq “
C

1 ´ x2 ,
ainsi si C ą 0, P 1pxq ÝÝÝÝÑ

xÑ1´
`8, et si C ă 0, P 1pxq ÝÝÝÝÑ

xÑ1´
´8, or P 1 est continue en 1 donc

P 1pxq ÝÝÝÝÑ
xÑ1´

P 1p1q P R. Ainsi, nécessairement C “ 0, ainsi P 1 est nulle sur s ´1 ; 1 r, alors P 1 a une
infinité de racines, donc P 1 “ 0 (égalité entre polynômes), ainsi P est un polynôme constant. Ainsi,
Kerpφq Ă R0rXs. Comme R0rXs Ă Kerpφq. On peut en conclure que Kerpφq “ R0rXs.

‚ Soit P P Kerpϕq, alors en notant, n “ d˝P , P P RnrXs, alors P P Kerpϕnq. De plus,

Impϕnq “ vectpϕnp1q, ϕnpXq, . . . , ϕnpXnqq “ vectp0, ϕnpXq, . . . , ϕnpXnqq “ vectpϕnpXq, . . . , ϕnpXnqq

Or, comme pour tout i P rr 1 ; n ss, d˝ϕnpXiq “ i, on peut en conclure que pϕnpXq, . . . , ϕnpXnqq est
une famille libre (famille de polynômes non nuls de degrés deux à deux distincts), ainsi cette famille
est une base de Impϕnq. Donc rgpϕnq “ n. Comme dimpRnrXsq “ n`1, d’après le théorème du rang,
on en déduit que Kerpϕnq est de dimension 1. Or 1 P Kerpϕnq, dès lors, P P vectp1q “ Kerpϕnq. Ceci
montre que Kerpϕq Ă R0rXs. L’autre inclusion étant vraie. On en déduit que Kerpϕq “ vectp1q.

33. Supposons ϕ surjective, ainsi, il existe P P RrXs tel que 1 “ ϕpP q. Notons n “ d˝P , alors P P RnrXs

et 1 “ ϕnpP q P Impϕnq. Or, d’après notre réponse à la question précédente,

1 P Impϕnq “ vectpϕnpXq, . . . , ϕnpXnqq

ainsi la famille p1, ϕnpXq, . . . , ϕnpXnqq est liée Cependant, cette famille est constituée de polynômes
dont les degrés sont deux à deux distincts. Ceci est absurde. Ainsi, ϕ n’est pas surjective.
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