Exercice 1 : il ne faut pas traiter intégralement les primitives comme des
sauvages
1. Pour tout z € R, 22 —2—20 = (v —5)(x+4), ainsi il existe (A4, B) € R? tel que pour tout x € R\{5, —4},

1 1 A B

x2—x—20:(x—5)(x+4) x—5+x+4

1
En multipliant par z — 5 et en faisant tendre x vers 5, on trouve — = A. En multipliant par x + 4 et
1 1 1 1 1 1
en faisant tendre x vers —4, on trouve — = B. Ainsi, z —_——— = = X X
’ -9 TR =20 9 25 9 z+4

1 1
admet comme primitive x — 9 In(|z —5]) — g In(|x + 4]) sur | -00; —4[, sur | —4;5[ ou sur | 5; +o0 .

2. Pour tout z € R,

3\2 9 3\? 3 3\2  /3)\°
2 = — — = = — —_ = — —_—
x +3x+3—<x+2> 4+3 <:C+2> +4 <x+2> +<2>

2 x + 5
Ainsi, z — —= arctan | 2

V3 V3

3 f’ldx_fldx_ S L S
a2+ 100+25 7 (@ +5)2 7 |z+5], 8 7 56

2
x 1
4. On pose u: x — 5 et v: x> In(z), (u,v) e €' ([1;e],R)?, v': x> 1 et v': x> —. Par intégration
x

e 2 e e .2 2 27¢ 2 1
f xzln(z) dx = [l‘ln(m)} S =S - [m] _et
1 2 1 ) 2 2 4 14 4

est une primitive de xt —» ———  sur R.

par parties

3
1
5. On pose u: z — % et v: x> In(z), (u,v) e €1 ([1;e ],R)2, u': v+ 2% et v': 7 — . Par intégration
T

par parties

e 37€ 3 3
9 T e e 1 23+1
In(z) de = | 2 In( Tge=S |2 2 2

Lx n(z)dz { n(z ] f x [9]1 3 9—1—9 5

d
6. On pose t = In(z), alors dt = —w, donc dz = x dt = et dt, ainsi,
x

e da L oetdt Uodt 1 ' In(4)
———=| V= =|-In(1+3t)| =
1 =+ 3zln(z) oget+3eft Jy1+3t 3 0 3

dt
7. On pose u = In(t), alors du = - donc dt =t du = e" du. Ainsi,

x In(z) In(z) ) In(z)
f cos(In(t)) dt = f cos(u)e" du = J Re(e'*)e" du = J Re(e'¥e") du

. In(z) .
In(z) u(i+1) Inz, iln(z) (1 _ ;
= Re (J e ui+l) du) = Re e‘ ] = Re (e ¢ (a l)>

i+1 2
~ Re <:E(cos(ln(x)) + i;in(ln(m)))(l - z)> _ x cos(In(z)) 42— xsin(In(x))

x cos(In(z)) + x sin(In(z))
2

Ainsi, z — est une primitive de x — cos(In(z)) sur R*.
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Exercice 2 : quatre fonctions de référence pour faire un giateau anglais

1. Soit x € R. ch(z) — sh(z) = e~ > 0, ainsi, sh(z) < ch(z). De méme, ch(z) + sh(z) = e* > 0,
ainsi, sh(z) > —ch(z). Ainsi, —ch(x) < sh(z) < sh(z). En divisant par ch(xz) > 0, on obtient, —1 <
sh(x)/ch(z) < 1.

2. Pour tout = € R, sh(z)/ch(z) € |—1;1[ et donc sh(z)/ch(z) est dans l’ensemble de définition

sh(x)

d’arccos. Ainsi, on pose, pour x € R, f(z) = arccos () + 2arctan(e®). Or pour tout z € R,

ch(x)
{R—>]—1;1[

est dérivable sur R (comme quotient de fonctions dérivables sur R dont le
x — sh(z)/ch(x)

dénominateur ne s’annule pas sur R. De plus, arccos est dérivable sur | —1;1[, par composition
x — arccos(sh(z)/ch(x)) est dérivable sur R. De plus, par composition, = — arctan(e®) est égale-
ment dérivable sur R. Par somme de fonctions dérivables sur R, la fonction f est dérivable sur R. De
plus, pour tout x € R :

, ch?(z) — sh?(z) -1 -
i d’z) 1 (sh(x)>2+2e T4 (en)?
ch(z)
I ~1 L2 @2 11
ch?(x) \/ChQ(m)—shz(x) e~ +e® ch®(x) e *+e® ch(zx) ch(z)
ch?(x)

Ainsi, la dérivée de f est nulle sur R. La fonction est constante sur I'intervalle R. Deés lors, pour tout

z € R, f(x) = f(0) = arccos(0) + 2arctan(1) = g +2 x % =7

Exercice 3 : les intégrales sont de la party!

1 dz
Soit n € N*, on pose u, = | ————.
pose tin L 1+ 22"

1. Par linéarité de l'intégrale :

Jvl 1 4 Jvl d J~1 1 +$2 1 d J*l xQ d
Up —U = ——ar— ———dx = — xr = T
LT )+ 22)n o (1 + z2)n+l o (1+22)nt1 (1 4 g2)ntl o (1 + z2)ntl

2. Posons u: x — x et v: x — (1 + 22)™™. Alors (u,v) € €1([0;1],R)2 Par dérivation, v': z + 1 et
V' x> —2nz(1 4+ 2?)"""! ainsi par intégration par parties :

! 1
o et s

0 0

1 1

x
x (=2 1422 " Hde =2""+2 J
xx (—2nz(l+z%) )dz n0(1+x)n+1 x
Ainsi, en utilisant la question 1, u, = 27" + 2n(u, — Uy+1) soit encore uy (1 —2n) = 27" — 2nuy41,
donc u,(2n — 1) + 27" = 2nuy4+1. Finalement,
2n —1 n 1
2n ntlp

Up+1 = Un

3 f % = larctan(x)]} = arctan(1) — arctan(0) =

. e uy = | —— = [arctan(x)], = arctan(1) — arctan(0) = —
YT 1+ 22 0 4

e En appliquant la formule obtenue a la question 2 a n = 1, on obtient

LS S S
ey I T2 1 -8 1

e En appliquant la formule obtenue a la question 2 & n = 2, on obtient

Lo 3t 03 1 _3r 1
U3 =U~+ 7——==—~+ —+—=—+—
3T LT3 2732 716 16 32 4
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1 2 2

. x x
4. Soit n e N, up — upy1 = fo W dz. Remarquons que pour tout z € [0;1], W =0,

par positivité de U'intégrale u,, — u,4+1 = 0. Ainsi, u,41 < uy,. La suite (uy,), est donc décroissante.
1

est donc décroissante et minorée par 0, d’apres le théoreme de la limite monotone, (uy,), est donc une

suite convergente.

5. Soit n € N. Pour tout z € [0;1], > 0. Par positivité de l'intégrale, u,, = 0. La suite (up)nen

Remarque 1. Cela ne permet pas de déterminer la limite.

Exercice 4 : montrer toute ’amplitude de vos capacités

1 3 .
1. Posons z = 3 — 3iy/3, alors |z| = /9 + 27 = 6. Ainsi, z = 6 (2 - 1{) =6e '3,

2. L’équation y” + 6y’ + 13y = 0 est une équation différentielle linéaire homogene du second ordre &
coefficients constants. Son équation caractéristique est 72 4+ 6r + 13 = 0. Le discriminant de cette
équation est A = 36 —4 x 13 = —16 = (4i)2. Ainsi, les racines de cette équation sont

—6 + 4i —6 —4i

5 =-3+2i et 5

=-3-2i
Ainsi, les solutions réelles de I’équation homogeéne sont exactement les fonctions
z— e 3% (Acos(2z) + Bsin(2z))

avec (A, B) € R2. De plus, comme le second membre est une fonction constante (polynomiale de
degré 0), on cherche une solution particuliere y, de la forme y,:  — c. On a lors, 0 + 0 + 13¢ = 26.
Ainsi, ¢ = 2. Ainsi, x — 2 est une solution particuliere. Par conséquent, les solutions de I’équation
y"+6y'+13y = 26 sont exactement les fonctions x — 2+e 3% (A cos(2x) + Bsin(27)) avec (4, B) € R2.
Fixons (A, B) e R? et f: .+ 2+e 3% (Acos(2x) + Bsin(2x)), alors f(0) = 2+ A, Ainsi, f(0) = 5 ssi
A = 3. Prenons alors A = 3 de plus, par produit, f est dérivable sur R et pour tout z € R, f'(x) =
—3e 3%(Acos(2z) + Bsin(2z)) +e 3% (—2Asin(2z) + 2B cos(2z), ainsi, f/(0) = —3A+2B = -9+ 2B,
ainsi, f/(0) = —64/3 — 9 ssi B = —6+/3. Ainsi, f: z+— 2+ e 3% (3cos(2z) — 64/3sin(2z)) est I'unique
solution du systeme demandée. En factorisant par 6 :

1
fra—2+6e % <2 cos(2z) — \(/33 sin(2w)> =2+ 6e % cos(2z + %)

3. Soit x € R.
a T =2ssiGe_35‘cosQaz—i-E =Ossicos2m—i-E = 0 ssi dk € Z tel ue2$+E=E+k7rssi
(a) f(@) . ; a 572
EIk:eZtelquegL“:—z—i-z—i-kzzl—i-kz

6 4 2 12 2
(b) f(x) = 2 + 6e 73 ssi cos(2z + g) = 1 ssi dk € Z tel que 2z + g = 2km ssi dk € Z tel que

l':—%-i-kﬂ
(c) f(x) =2 — 6e73% ssi cos(2z + g) = —1 ssi 3k € Z tel que 2:1:—1—% =7 + 2k7 ssi Ik € Z tel que
:c:g—l—lmr

4. Voir figure.
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1]

T
12 B
FIGURE 1 — En rouge la courbe de f, en bleu la courbe de z — 2 4 6e 3% et en la courbe de

x— 2 — 6e 3T,

Probléme : va falloir brancher Lambert

1. Remarquons que f(x) — > % par produit de limites infinies et f(x) — 0 par croissances
z— T——

comparées. La fonction f est dérivable sur R par produit de fonctions dérivables et
VieR  fl(z) =1e” + ze” = (z + 1)e”

Comme, pour tout z € R, e” > 0, on obtient le tableau de variation ci-dessous :

T -00 -1 +00
f'(x) - 0 +
0 +00
f(x) \ _—
—e—1

FIGURE 2 — Tableau de variation de f.

3. L’équation de la tangente en 0 est y = f/(0)x + f(0) = .

L’équation de la tangente de f en —1 est y = f/(—1)z + f(—1) = —e L.

. g est strictement croissante et continue sur [ —1;+00 [. Ainsi, d’aprés le théoréme de la bijection stric-
tement monotone, g réalise une bijection de [ —1;+o0 [ vers U'intervalle

g([-1;+00]) = [g(O); lim g(z) [ = [—e*1;+oo[

r—+00
. Soit z € ] —e 10 [ Posons a = W(x) € [ —1;+00[. Remarquons que si a = —1, alors z = g(a) =
g(—1) = —e ! ce qui est exclus, donc a > —1, ainsi g est dérivable en a et ¢’(a) > 0. Ainsi, d’apres le

théoreme de la dérivabilité de la bijection réciproque W est dérivable en x. Ainsi, W est dérivable sur
-1
] —e ; +00 [
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FIGURE 3 — En rouge la courbe de f. En la tangente de f en —1. En vert la courbe de W, en
la courbe de W en —e~! et en bleu la tangente commune de f et de W en 0.

6.

Comme ¢(0) = 0, on en déduit que 0 = W(0).

D’apres la formule du cours
1 1 1

W/ 0 - = = - = 1
O o) T g
L’équation de la tangente a la courbe de W au point d’abscisse 0 est y = W/ (0)x + W(0) = z.
La tangente & la courbe de W au point d’abscisse —e ~! est verticale d’équation z = —e 1.
(car celle de f est horizontale au point z = —1)

9. Soit x € ] —e 10 [\{O} D’apres le théoréme de la dérivation de la bijection réciproque :

10.

11.

1 1
S dW(z)  (W(z)+1)eW®

Mais g(W (z)) = z soit W(z)e"® = z. Comme z # 0, on peut en déduire que W (z) # 0 et donc que
W) = T ot

W ()

e

1 B W (x)

W'(z) = V(o) + 1)ng:¢) -~ z(1+ W(2))

De méme qu’a la question 4, 'application h est strictement décroissante sur |-00; —1] et continue.
Ainsi, d’apres le théoréme de la bijection strictement monotone, h réalise donc une bijection de I'in-
tervalle | -00; —1] vers Uintervalle

iy = [he—y. a1,
h(l -5 —1]) = [ A(=1); lim h(z)[ = [-e ;0]
Notons S I'ensemble des solutions :
e Sim < —e ! Pour x € ]-00;—1], 2 < 1, par décroissance de f sur | -o0; —1], f(x) = f(—1) > m.
Pour x € [—1;+0 [, x = 1, par croissance de f sur [ —1;+0 [, f(x) = f(—1) > m. Ainsi, pour tout
z e€R, f(x) >m. Donc § = J : zéro solution.
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e Sim = —e ! Pour v € |-00;—1[, z < 1, par décroissance stricte de f sur |-o0;—1], f(z) >
f(=1) =m. Pour z € [ —1;+00[, z > 1, par croissance stricte de f sur [ —1;+00[, f(z) > f(—-1) >
m. Sixz = —1, f(x) = m. Donc § = {—1} : une seule solution.

e Si —e7! <m <0, Soit z € R. Si x > —1, alors f(z) = m ssi g(z) = m ssi x = W(m). Si
x < —1, alors f(z) = m ssi h(x) = m ssi x = W(m). Ainsi, S = {V(m), W
V(m) = W(m), alors nécessairement m = —e ! ce qui est exclus ici, donc V'
donc deux solutions.

e Sim = 0, Alors, pour tout z € R*, f(z) < 0 < m. Et pour z € Ry, f(z) = m ssi g(z) = m ssi
x = W(m). Donc S = {W(m)} : une seule solution.

(m)}. Notons que si
(m) # W(m), il y a
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