Qy Chapitre 15

Applications linéaires

Prérequis indispensables de ce chapitre :

Systemes linéaires
Matrices
Polynomes
Espaces vectoriels
e Espaces vectoriels de dimension finie
Objectifs :

Ensembles et applications : image d’un ensemble, image réciproque d’un ensemble, injectivité, surjectivité, bijectivité

e Définir les applications linéaires (des fonctions particuliéres qui vont d’un espace vectoriel & un autre)

e Etude d’applications linéaires particulires

Les applications linéaires sont le chalnon manquant pour comprendre le lien entre espaces vectoriels de dimension finie et

matrices.
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Dans tout ce chapitre, sauf indication contraire, K = R ou C et E et F', G trois K-espaces vectoriels.
1 Généralités
1.1 Définitions et premieres propriétés

Déﬁnition d’une application linéaire
1. Une fonction u: E — F est dite linéaire si V(z,2',\) € E? x A e K u(Ax + ') = du(z) + u(z’)
2. On note Z(E, F) lensemble des applications linéaires de F dans F.
3. SiE=Fet fe Z(E,E), f est appelée endomorphisme de E. On note ¥ (F) = Z(E, E).
4. Si f e Z(E,K) alors f est appelée forme linéaire sur E. On note E* = Z(E,K).

Exemple 1. 1. Soient £ = F =R et f: z —> 3z, f est linéaire de R dans R.
2. f:(z,y) — (z,2 + y,z — y) est linéaire de R? dans R3.

b
3. : fr J f est une forme linéaire sur €°([a;b],R).

, est un endomorphisme.
f — f
5. f: A—— AT est un endomorphisme de ., (K).

6. f: (x1,%2,...,2,) —> 2, x) est une forme linéaire sur R™.
k=1

N {‘5”([0;1]71@ — ¢*([0;1],R)

Remarque 1. Siue Z(E, F), alors u(0g) = Op, pour tout (z,2') € E% et A € K, u(z+2') = u(z) +u(2'), u(A\r) = Iu(zx),
et pour tout (z1,22,...,2,) € E™ et (A1, A2,...,A\p) € K" u ( > )\kek) = > Mgu(er).
k=1 k=1

iJ Proposition n°1 : opérations sur les applications linéaires
. I’ensemble .Z(F, F) est un sous-espace vectoriel de % (E, F).

(
. Sife XEF), ge Z(F,QG), alors gofeX4(E,Q) et VAeK (Ag)of=Agof)=go(Af).
. Si fe Z(E,F), (g9,h) € Z(F,G)?, alors (g+h)of=gof+hof.
. Si(g,h)e L(E,F)? et fe Z(F,G), alors fo(g+h)=fog+foh

N

1.2 Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

7_-'J Théoréme n° 1 : image directe et réciproque d’un SEV par une fonction linéaire
Soit f e Z(E,F). Soit A un sous-espace vectoriel de E et B un sous-espace vectoriel de F.

1. L’ensemble f(A) est un SEV de F. 2. L’ensemble f~1(B) est un SEV de E.

Déﬁnition du noyau et de ’image
Soit f e Z(E,F).
1. On appelle image de f ’ensemble de F' : Im(f)=f(E)={yeF|Ixe E y=f(x)}
2. On appelle noyau de f l'ensemble de E : Ker(f) = f71({0r}) = {z € E| f(z) = 0F}
Alors Ker(f) est un SEV de E et Im(f) est un SEV de F.
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R2 N R'?’
Exemple 2. Soit f: { . Déterminer dim(Ker(f)) et dim(Im(f)).
(xay) — (iC,.’E +y,x—y)

Remarque 2. Ce résultat donne une nouvelle méthode pour montrer qu’un ensemble est un sous-espace vectoriel.
Exemple 3. F = {PeK[X]|P(0) =0} et G = {f € €*(R,R) | f” + f = 0} sont des espaces vectoriels.

Démonstration de ’exemple 3 : En effet, posons ¢: P — P(0), alors on a déja vérifiée que ¢ était une forme linéaire sur K[ X].
De plus, Ker(p) = {P € K[X] | p(P) = 0} = {P € K[X] | P(0) = 0} = F est un sous-espace vectoriel de K[X].

¢*(R,R) — ¢°(R,R)
Posons maintenant 1) : § g . Tout d’abord, vérifions ’'ensemble d’arrivée, si f € €%(R,R), alors f” € €°(R,R),
tout comme f, ainsi f” 4 f € ¥°(R, R). De plus, si (f,g) € €*(R,R), alors p(Af +g) = A +g)" +Af+9) = AXf"+ )+ (¢"+g) =
Mp(f) + ¥(g). Donc 9 € .Z(€*(R,R), €°(R,R)). De plus,

Ker(y) = {f e €*(R,R) #(f) =0} ={fe C*(R,R) ['+[=0}=C
est donc un sous-espace vectoriel de (R, R).

Remarque 3. Si f e Z(E) et Ae K, alors Ker(f — Aldg) = {z € E| f(z) = Az}.

ij Proposition n° 2 : caractérisation de l’injectivité/surjectivité des applications linéaires
Soit f e Z(E,F).

1. f est surjective ssi Im(f) = F. 2. f est injective ssi Ker(f) = {0g}.

Démonstration de la proposition n°2 :

1. Supposons f surjective et montrons Im(f) = F alors par définition de I'image, Im(f) < F. Montrons 'inclusion réciproque,
soit y € F, alors comme f est surjective, il existe z € E tel que y = f(z). Dot y € Im(f), donc F < Im(f). Dés lors,
Im(f) = F.

Réciproquement, supposons Im(f) = F, et montrons f surjective, soit y € F, donc y € Im(f), donc il existe x € E tel que
y = f(z), et ce pour tout y € F, donc f est surjective.

2. Supposons f injective. Tout d’abord comme f(0g) = Or, on a 0g € Ker(f), donc {Og} < Ker(f). montrons l'inclusion
réciproque : soit x € Ker(f), alors f(x) = Op, comme f(0g) = 0r, on a f(z) = f(0g). Or, f est injective, donc z = O € {Og},
et ce pour tout z € Ker(f), donc Ker(f) c {Og}. Par double inclusion, Ker(f) = {0g}.

Réciproquement, supposons Ker(f) = {Og}. Montrons f injective. Soit (z,z") € E?,
supposons f(z) = f(z’). Montrons z = z’, on a alors f(z) — f(z') = Op. En notant A = —1, on a f(z) + A\f(z') = OF, soit
f(z+ Ax’) = 0p. Donc x + Az’ € Ker(f) = {Og}. Soit z — 2’ € {0}, d’on, z = z’. Ainsi, f est injective. ]

Exemple 4. La fonction f: P +— P’ € Z(K[X]) est-elle injective ?

Démonstration de ’exemple 4 : Comme f(1) = 0, donc 1 € Ker(f) et 1 est non nul, donc f n’est pas injective. Soit

d d
Q=Y ar X" e K[X], posons P = Y]
k=0 k=0

ag
k+1

X1 e K[X], alors f(P) = P' = Q. Donc f est surjective.

I
Déﬁnition d’isomorphisme, automorphisme et du groupe linéaire

e Si fe Z(E,F) est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E sur F et que F et F sont isomorphes.
e Si f e Z(F) est bijective, on dit que f est un automorphisme de E.
e On appelle groupe linéaire, noté GL(E) l’ensemble des automorphismes de E.

ij Proposition n° 3 : composition et inverse d’ isomorphismes
Soient f e Z(E,F) et g e Z(F,G) deux isomorphismes :
e go f est un isomorphisme de E dans G et f~! o g™! est sa bijection réciproque.
e {71 est un isomorphisme de F dans E.
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Démonstration de la proposition n°®3 : Tout d’abord, on sait d’aprés la proposition 1 que go f € Z(FE, G). De plus, d’apreés le
cours sur les applications, on sait que la composée de deux bijections est bijective, donc g o f est une bijection de F dans G. Ainsi,
g o f est un isomorphisme de F dans G. De plus, fltogto(gof)=1dg et (gofloftogt=1Ids

Comme f € Z(E, F) est bijective, on sait déja que f~': F — E est une bijection, montrons donc que ™ est linéaire. Soiemt
(z,2') € F? et A € K, montrons que f~'(\z 4+ 2’) = Af~'(z) + f~(2’). Pour ca, calculons I'image de f de ces deux vecteurs, on a :

FUT e +a)) =xe+a’ et ST @)+ @) =AM @) S(FTED) = Aat

7 linéaire

Ainsi, f(f'Ox +2') = fOf () + f71(z)). Or f est injective (car bijective), on en déduit f~'(A\x +2') = A\f ' (x) + f~ ().
Alors, £~ est linéaire et bijective, donc un isomorphisme de F' vers E. |

2 Endomorphismes

&J Proposition n°4 : propriétés des endomorphismes A
Soit (f,g,h) € L(E)3.
1. Idg € Z(F) 4. SineN, f"=fo...ofe Z(FE)
IS
2. 81 AeK A\f+ge Z(E)etgo fe L(E) par convention f° = Idg
\_ 3. foldg=Idgof=f 5. fo(goh)=(fog)oh. Y,

iJ Proposition n°5 : propriétés de GL(E)
Soit (f,g) € GL(E)?, ke Z

1. 1dp € GL(E) 3. f~1e GL(E). 5. fF=(f1)"*eGL(E)si ke Z.
2. fogeGL(E) 4. fFe GL(E)sikeN

2.1 Homothéties

-
Déﬁnition d’une homothétie

EFE— F
Pour A € K, I"application Aldg: { \ est appelée homothétie de F de rapport ).
T — Az
2y 2

™

FIGURE 1 — Homothétie de rapport 2 dans le plan réel.

iJ Proposition n®6 : propriétés des homothéties

1. Toute homothétie de F est un endomorphisme de FE.

2. La somme/composée de deux homothéties est une homothétie de rapport la somme/le produit des rapports.
3. Si A # 0, 'homothétie de rapport A est un automorphisme de E, son inverse est I’homothétie de rapport 1/\.
4

. Les homothéties de E commutent avec tous les endomorphismes de F.
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Démonstration de la proposition n°®6 : Soient (A, u) € R%, Mdg et uldg les homothéties de rapports \ et p.

1. On a déja montré que Idg était linéaire (voir proposition 1 point 5) et comme .Z(F) est un espace vectoriel (proposition 1
point 1), Mldg € Z(E).

2. Soit (A, i) € R?, par propriété d’un espace vectoriel : NIdg +uldg = (A+u)Idg. Pour z € E, (\ldg)o(pldg)(x) = (Aldg)(uz) =
Apx = (Ap)z. Ainsi, (AIdg) o (uldg) = (Ap)ldg.

3. D’apres ce qui préceéde, on a Mldg o A" '1dg = (A)\fl)IdE = Idg. De méme, A\ 'Idg o \ldg = (AflA)IdE. Ainsi, A\Idg est bien
un automorphisme, et sa bijection réciproque est A Idg.

4. Pour tout fe Z(E)etx€ E, on a ((MIdg) o f)(z) = Alde(f(x)) = Af(z) = f(Ax) = f(Mde(z)) = (f o Aldg)(x)
Ainsi, ()\IdE) [e] f = f [e] ()\IdE) ]

Remarque 4. Réciproquement, si f € .Z(E) commute avec tous les endomorphismes de E, alors f est une homothétie
(hors programme).

2.2 Projections

I
Déﬁnition de la projection sur un SEV paralléelement a un supplémentaire

Soient F' et GG deux sous-espaces vectoriels de F supplémentaires dans E : F®OG=F
Vre FE Wzp,2g) e Fx G x=2xp+z¢

F—F

On appelle projection/projecteur sur F' parallelement & G (ou de direction G) application pg = pp: { .
r —> g

G
G

(a) prp(z) = xp (d) sp(x) =zp —z¢

FIGURE 2 — Projection sur F' parallelement & G et symétrie par rapport a F parallelement a G.

Exemple 5. Quelle est la projection sur .7, (R) parallélement & 7, (R)?

M+MT

Démonstration de l’exemple 5 : On sait que pour tout M € #,(R), M = S + A avec S = 5

_ T T
MM ) A, ooy o T

e Sn(R) et A =

&Attention aux projections

Contrairement & la physique/SI, la projection n’est pas forcément orthogonale (le cas orthogonal sera vu apres).
De plus, la projection d’un vecteur est un vecteur !

iJ Proposition n° 7 : propriétés des projections
Supposons E = F @ G, notons pg et pg les projections associées.
1. ppe Z(E) 3. Idg = pr + pc 5. Ker(pp) =G
2. PFOPF = DPFr 4. Pr © PG =0$(E) 6. Ker(pF—IdE) =Im(pp) =F
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Démonstration de la proposition n°7 :

1. Soit (z,y) € E? et X € K, alors il existe un unique (zr,zg) € F x G tel que z = zr + xg, de méme il existe un unique
(yr,yc) € F x G tel que y = yr + ya. Posons

z=Xx+y=ANzr+zc)+yr +yec =Aer +yr + Azc + ya
—_— —

=zp€eF =zgeG

Ainsi, z = zr + 2z avec zp € F et zg € G. Ainsi,
pr(Az +y) = pr(2) = zr = Azr + yr = Apr(2) + pr(y)

Donc pr € Z(F). De plus, pr(z) = zp, comme zr € F, on a zr = zr + 0 avec zr € F et Og € G. Alnsi, pr(zr) = zF.
D’ou pr(pr(x)) = zr = pr(z), ainsi pr o pr = pr.
2. e Soit x = xr + x¢ € Ker(pr), alors pr(z) = 2 = Og, donc x = Og + zg € G. Donc Ker(pr) < G. Soit g € G, alors
g=0g+gavecOg € F et g€ G. Donc pr(g) = 0g. D’ou g € Ker(pr). Ainsi, G < Ker(pr). On a montré que Ker(pr) = G.
e Soit z € Ker(pr —1Idg), donc (pr —1dg)(z) = Og, donc pr(z) —Idg(z) = Og. Ainsi, pr(z) = x. Ainsi, z = pr(z) € Im(pr).
Ainsi, Ker(pr — Idg) < Im(pr).
e Soit y € Im(pr), ainsi, il existe z € F tel que y = prp(x). Or Si & = zr + z¢ avec zp € F et g € G, alors pr(z) = zF.
Donc y = zp € F. Dés lors Im(pr) C F.
e Soit z € F. Alors * = zr + xg avec zr = x € F et z¢ = Og € G. Donc pr(x) = zr = z. Ainsi, pr(z) — z = Og,
pr(z) —Idg(z) = 0g. Dés lors, (pr —Idg)(z) = 0g. Donc z € Ker(pr — Idg).
On a donc montré que
Ker(pp — IdE) c Im(pp) c Fc Ker(pF — IdE)

Ainsi, ces trois ensembles sont égaux.

3. Soitz =zp+zce Eolar € FetageG. Alors pa(z) = zg € G = Ker(pr). Donc pr(pa(z)) = 0. D’ou (propa)(z) = 0r
et ce pour tout x € E. D’oli pr o pg = 0% () (application nulle de E dans E). |

Remarque 5. En particulier, Ker(pr) @ Im(pr) = E.

;-:J Proposition n° 8 : caractérisation des projections
Soit p € Z(FE). Sont équivalents :
1. pop=np.
2. E =Im(p) ®Ker(p), et p est la projection sur Im(p) parallelement a Ker(p).

Démonstration de la proposition n°8 : Tout d’abord il est clair que 2 implique 1 c’est la proposition précédente qui le
prouve. Supposons donc que p est linéaire et pop = p. Soit y € Im(p) n Ker(p), alors, il existe z € F tel que y = p(z) et
p(y) = 0g. Ainsi, y = p(z) = p(p(z)) = p(y) = 0g. Ceci prouve que Im(p) N Ker(p) < {0g}. L’inclusion réciproque étant vraie,
cela prouve que Im(p) @ Ker(p). Soit € E, remarquons z = p(z) + (z — p(x)). Or p(z) € Im(p), posons k = x — p(z), alors
p(k) = p(x —p(z)) = p(z) —p(p(z)) = p(x) —p(z) = 0. Ainsi, k € Ker(p), dés lors, il existe (¢, k) € Im(p) x Ker(p) tel que z = i + k.
Ainsi, E = Im(p) @ Ker(p). Soit = € E, alors par ce qui précede, il existe i € Im(p) et k € Ker(p) tel que z = ¢ + k, de plus, on a
prouvé que p(z) = i. Ainsi, p est bien la projection de Im(p) parallélement & Ker(p). |

/’ Comment montrer qu’une application est une projection ?

Pour vérifier que p est une projection, on vérifie qu’elle est linéaire et que p o p = p (pour cela, on calcule p(p(x))
pour z € E). En calculant Im(p) et Ker(p), on saura sur quoi on projette et parallelement & quoi.

R?2 — R2
Exemple 6. Montrer que p: z+y x4y, estuneprojection et donner la somme directe associée.
(@,9) — (5= —;

Démonstration de I’exemple 6 : On vérifie facilement que p € Z(R?) (& faire quand méme). Calculons p o p. Soit (z,y) € R?,

alors
r+y r+y T+y r+y

(won)(e,y) =po(e,y) =p (L, ) = | 22 22| (TIE I )

Ainsi, pop = p. D’aprés la proportion précédente, p est donc une projection sur Im(p) parallelement a Ker(p). De plus, on
montre que Im(p) = vect((1,1)) et Ker(p) = vect((1,—1)). Ainsi, p une projection sur vect((1,1)) parallelement & vect((1,—1)) et
R? = vect((1,1)) @ vect((1, —1)).
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2.3 Symétries

o
Déﬁnition d’une symétrie
Supposons E = F @ G : pour tout z € E, il existe un unique (zp,xg) € F x G tel que © = xp + xg. On appelle

F—F
symétrie par rapport a F' parallelement & G Iapplication s& = sp:
T —> Tp — T

iJ Proposition n°9 : propriétés des symétries
Supposons F = F @ G, notons sg et s les symétries associées.
1. sp =2pp —Idg 3. sp = —8¢ 5. sposg = —Idg 7. Ker(sp +Idg) = G
2. SFEX(E) 4. SFOSFZIdE 6. Ker(stIdE)zF

Remarque 6. En particulier, Ker(sp — Idg) @ Ker(sp + Idg) = F

iJ Proposition n° 10 : caractérisation des symeétries
Soit s € Z(F), sont équivalents :

1. sos=1dg.

2. E =Ker(s—Idg)®Ker(s+1dg) et s est la symétrie par rapport a Ker(s—Idg) parallélement & Ker(s+1Idg).

Exemple 7. Soit s: . Montrer que s est une symétrie et donner la somme directe associée.
M — MT

Démonstration de I’exemple 7 : s est linéaire, car (AM + N)T = AM" + NT, de plus s(s(M)) = (M")" = M, donc
sos =1d g, ). Ainsi, d’apres la proposition, s est une symétrie par rapport a Ker(s — Idg) parallelement a Ker(s + Idg). Or

Ker(s — Idp) = {Me Mo(K)| (s —1dp)(M) = 0,} = {M € Mn(K) | s(M) — M = 0,} = {M € Mp(K) | M = M} = %, (R)

De méme Ker(s + Idg) = o, (R). Ainsi, s est une symétrie par rapport a .%,(R) parallelement a o7, (R). Remarquons qu’on en
déduit une nouvelle démonstration que ., (R) = .7, (R) ® ,(R).

3 Applications linéaires en dimension finie

3.1 Applications linéaires, familles génératrices et bases

)
Déﬁnition de I’image d’une famille finie de vecteurs

Soient Z = (e1,€2,...,e,) une famille de E et v € Z(E, F). On appelle image de la famille .# par u la famille
de vecteurs de F' : u(F) = (u(e1), ..., ulep)).

iJ Proposition n° 11 : I’image d’une famille libre par une fonction linéaire injective
| Soient u e Z(F, F) injective et £ une famille libre de E. Alors, u(£) est une famille libre de F.

Démonstration de la proposition n®11 : Soit £ = (¢1, {2, ..., {,) une famille libre. Montrons que u(L£) = (u(¢1),...,u(£y)) est
libre. Soit (A1, Az2,...,An) € K™. Supposons > \ju(¢;) = 0. Comme u est linéaire, on a u (Z )\i&-) = 0p. Donc ] A\il; € Ker(u).
i—1 i=1 i=1

i= P i=
n

Comme u est injective, Ker(u) = {0g}. Donc Y, A\i¢; = Og. Comme L est libre, on en déduit que pour tout s € [1;n], A\; = 0.
i=1

Donc u(L) est libre. |

On suppose maintenant que E est de dimension finie.
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iJ Proposition n° 12 : famille génératrice de I’image d’une application linéaire
Siue Z(E,F)et Y =(91,92,-..,9n) engendre E. Alors, Im(u) = vect(u(¥)) = vect(u(g1), ..., u(gn))-
De plus, si u est surjective, alors, u(¥) est une famille génératrice de F' (F est alors aussi de dimension finie).

Démonstration de la proposition n°®12 : Comme ¥ est génératrice, on sait que pour tout x € E, il existe (A1, Az,...,Ap) € K"

n
tel que x = Y, Axgk, par conséquent :
k=1

n

Im(u) = {u(z) |z € E} = {u <Zn] Akgk> | (A1, A2,..., ) € K”} = {Z Aeu(gr) | (A1, A2, .0, ) € K”} = vect(u(g1),...,u(gn))

De plus, si u est surjective, alors, par ce qui précéde F' = Im(u) = vect(u(g1),- .., u(gn))- [ ]

. Kn[X] - Kn—l[X] , . , . . .
Exemple 8. Soit u: P P , déterminer Im(u), en déduire que u est surjective.

Démonstration de I’exemple 8 : D’aprés la proposition précédente, Im(u) = vect(u(1), u(X),u(X?),...,u(X™)) Donc
Im(u) = vect(0,1,2X,3X2,4X>, ... ,nX" ") = vect(1,2X,3X>,4X% ... nX" 1)

On remarque que cette famille est échelonnée en degré, donc libre, & n vecteurs avec dim(K,,—1[X]) = n. Donc Im(u) = K,_1[X].
Ainsi, u est bien surjective (grace a la proposition 2).

iJ Théoréme n° 2 : un isomorphisme transforme une base en base
Soient u € Z(E, F) et % une base de E. Sont équivalents :

1. w est un isomorphisme 2. u(Z) est un base de F.
Alors, F est de dimension finie et dim(F') = dim(FE).

Démonstration du théoréme n°2 : Comme u est injective, d’aprés la proposition 9, (%) est une famille libre de F'. Comme
u est surjective, d’aprés la proposition 10, u(%) est une famille génératrice de F'. Ainsi, u(#) est une base de F, F admet une base
donc une famille génératrice donc est de dimension finie. Notons % = (e, €2, ..., en), alors

dim(F) = |u(B)| = |uler),ule2),...,ulen)] =n = |(e1,€2,...,en)| = |B| = dim(E)

Supposons que Z = (e1, €2, ..., en) soit une base de E telle que u(Z#) soit une base de F'. Et montrons que u est un isomorphisme.

Soit = € Ker(u), ainsi z = )] xpek, et u(z) = Y, zruler) = 0g. Or u(#) = (u(er), u(ez),...,u(e,)) est libre (car c’est une base),
k=1 k=1

donc pour tout k € [1;n]), zr = 0. Ainsi, z = 0g, donc Ker(u)  {0g}, l'inclusion réciproque étant vraie, car u est linéaire. Donc

Ker(u) = {0g}, ainsi u est injective. De plus, on sait que F' = vect(u(e1),...,u(en)) (car (u(er),u(ez),...,u(es)) est une base donc

génératrice), de plus, d’aprés la proposition 10, vect(u(e1),...,u(en)) = Im(u). Dés lors, Im(u) = F et u est donc surjective. u est

injective surjective et linéaire, donc u est un isomorphisme. |

Remarque 7. Ce résultat sert a déterminer la dimension d’un espace vectoriel.

L/ ’ . . . . . ’ .
l' Théoréme n° 3 : une fonction linéaire est entiérement caractérisée par I’image d’une base

Soient & = (ey,es,...,e,) une base de E et F = (f1, fo,..., fn) une famille de F. Alors il existe une unique
application u: E — F linéaire telle que pour tout i € [1;n [, u(e;) = f;.

Démonstration du théoréme n° 3 : Par analyse-synthese.
e Analyse : Soit u € Z(FE, F) tel que pour tout i € [1;n ], u(e;) = fi. Soit x € E, le but est de calculer u(z) pour connaitre w.

Comme z € E, alors il existe (z1,z2,...,2,) € K" tel que x = Y, zper Alors u(z) = u < 3 xker ) = D) xpuler) = D i fr-
k=1 k=1 k=1 k=1
E — F

Ainsi, on a prouvé que si u existe, alors u: n n
xr = Z L€ —> Z xkfk
k=1 k=1
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e Syntheése : posons u: n n , vérifions que u convienne i.e. que u est linéaire et que, pour tout ¢ €
T =Y Tper —> 2, Trfr
k=1 k=1
[1;n], u(e ) . Soit (z 7y) € E? et A e K, alors il existe un unlque (a:l,xg, ..., Tpn) € K" et un unique (y1,y2,...,yn) € K"

tel que = = Z Trer et y = Z yrek. Posons z = Az +y = A Z Trer + Z yker = Y, (Azk + yr)ex. Ainsi,

k=1 k=1 = k=1 k=1

u(Az +y) = u( Z Az + yr)f Z Mg fi) + (yefr) = A Z Trfr + Z el = du(z) + u(y)

k=1 k=1

n n
Donc u € .Z(E,F). Soit je [1;n]], comme e; = > d;rer, u(e;) = > 0,k fr = fj. Ainsi, pour tout j € [1;n], u(e;) = f;.
k=1 k=1
Donc u répond bien au probléme.

Ainsi, u existe bien par la synthése et est unique par I’analyse. |

Comment montrer que deux applications linéaires sont égales ?
Soient (f,g) € Z(E,F)?, % = (e1,ea,...,e,) une base de E. Si pour tout i € [1;n]], f(e;) = g(e;), alors f = g.

Remarque 8. Si F et F sont de dimension finies et dim(FE) = dim(F), alors E et F' sont isomorphes.

Démonstration de la remarque 8 : Soient Br = (e1,e2,...,en), Br = (f1, f2,-..,fn)) une base de E et une base de F,
en utilisant le théoréme 2, il existe u € Z(E, F) tel que pour tout ¢ € [1;n], u(e;) = fi. Ainsi, u(Br) = PBr, ainsi d’apres le
théoréme 2, u est donc un isomorphisme.

iJ Proposition n° 13 : dimension de Z(E, F)
| Si E et F sont deux EV de dim finie, alors Z(E, F) est de dimension finie et dim(Z(E, F)) = dim(E) x dim(F).

iJ Proposition n° 14 : une application est entiérement caractérisée sur deux SEV supplémentaires

Si E=FE,@®E; ou E; et E; sont des SEV de E et que uy € Z(F1, F), us € £ (Es, F), alors il existe une unique
application u € Z(E, F) tel que ujp, = uy et ug, = us.

3.2 Rang d’une application linéaire

‘Deﬁnltlon

On appelle rang de u € Z(E, F') la dimension de son image, on note rg(u) = dim(Im(u)).

Exemple 9. Le rang d’une application linéaire est nul si et seulement si la fonction est nulle.

R" R
Exemple 10. Soit u: . Que vaut rg(u) ?
X1,T2, ..., Ty) — (T1,21)

Démonstration de ’exemple 10 : On sait que Im(u) = vect(u(e1),u(e2),...,u(en)) ot (e1,e2,...,en) est
de R™. Or u(e1) = (1,1), et pour tout k € [2;n]], u(e;) = (0,0). Donc Im(u) = vect((1,1),(0,0),...,(0,0)) =
((1,1)) une famille libre. Ainsi, ((1,1)) est une base de Im(u), donc dim(Im(u)) = |((1,1))] = 1. A1n51 rg( ) =1.

la base canonique
vect((1,1)). Avec

iJ Proposition n° 15 : propriétés du rang
Soit u e L (E, F).
o Si B = (e1,ea,...,e,) est une base de F alors rg(u) = rg(u(B)) = rg(uler), u(ea),. .., ulen)).
e Si E et F sont de dimension finie alors rg(u) < min(dim(F'), dim(FE)).
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Démonstration de la proposition n°15 : Soit = (e1,e2,...,e,) une base de E.

e Ona rg(u) = dim(Im(u)) = dim(vect(u(e1),...,u(en)) = rg(ulei),...,u(en)) = rg(u(A))
e Im(u) c F, donc rg(u) = dim(Im(u)) < dim(F). De plus, on sait que rg(u) = rg(u(er),...,u(e,)) < n = dim(E).
Ainsi, rg(u) < min(dim(F), dim(E)). |

Comment déterminer le rang d’une application linéaire ?

Siue Z(E,F) et quon connait & = (e1,eq,...,e,) une base de E, calculer rg(u) = rg(u(er), u(ez), ..., ulen))

Exemple 11. Quel est le rang de f: (z,y) — (z,2 +y,x —y) ?

iJ Proposition n° 16 : rang et composition d’applications linéaires
Soient E et F' de dimension finie, f € Z(E, F) et g€ Z(F,G).

1. rg(go f) < min(rg(f),re(g)) 3. Si f est un isomorphisme, alors rg(g o f) = rg(g)
2. Si g est un isomorphisme, alors rg(g o f) = rg(f)

Démonstration de la proposition n° 16 :

_ (Im(f) — Im(g) 3 e P
e Posons g: . Remarquons que g est bien définie, en effet, Im(f) < F (ensemble de définition de g), et

y —g(y)
pour tout y € Im

(
Ag(y) +9(y') = A

zelm(g) <=  Jyelm(f) 2=3y) <= el y=f(z) 2=9y) <= eE z=g(f(z)

= ze€Im(go f)

1), 9(y) € Im(g). Montrons que § est linéaire, soit (y,y’) € Im(f)? et A e K, alors g(Ay +v') = gQy +v') =
g(y) + g(y'). Ainsi, g € Z(Im(f),Im(g)). Décrivons, I'image de §. Pour z € G :

Ainsi, Im(g) = Im(g o f), donc rg(§g) = rg(g o f) En appliquant la proposition précédente a §, on obtient rg(g) <
min(dim(Im(f)), dim(Im(g))). Soit rg(g o f) < min(rg(f),rg(g))-

e Supposons que g soit un isomorphisme, d’aprés le point 1 de la proposition 14, rg(g o f) < rg(f). Or ¢! est aussi linéaire,
donc en le méme point 1, on a rg(gf1 o(gof)) <rg(go f). Soit rg(f) <rg(go f). Finalement, rg(f) =rg(go f).

e Supposons que f soit un isomorphisme, d’aprés le point 1, rg(g o f) < rg(g). Or f~* est aussi linéaire, donc en appliquant
le méme point 1, on a rg((go f) o ffl) <rg(go f). Soit rg(g) < rg(go f). Finalement, rg(g) = rg(go f). [ |

3.3 Théoréme du rang

l' Théoréme n° 4 : (version géométrique) du rang
Soit f € Z(E,F), si S est un supplémentaire de Ker(f) dans F , alors f induit un isomorphisme de S sur Im(f).

Démonstration du théoréme n°4 : Montrons que f: est un isomorphisme de S dans Im(f).

. {S — Im(f)

z — f(z)
e Pour tout z € S, f(z) = f(x) € Im(f), ainsi f est bien définie. Soit (z,2') € S% et XA e K

FOz+a) = fOz+2') = A(z) + f(@') = AMf(z) + f(2)

Donc f est linéaire
e Soit x € Ker(f) donc z € S et f(z) = 0g, d’ott f(z) = O, ainsi € Ker(f). Ainsi, z € S n Ker(f) = {0g}, donc = = O,
ainsi Ker(f ) {0g}, linclusion réciproque étant toujours vraie, ainsi f est injective.
e Soit y € Im(f), il existe z € E tel que y = f(z). Comme z € F = S @ Ker(f), il existe s € S et k € Ker(f) tel que z = s + k,
ainsi y = f(z) = f(s) + f(k) = f(s) + 0r = f(s). Ainsi, y = f(s) et donc f est surjective.
Ainsi, f est bien un isomorphisme, |

iJ Théoréme n° 5 du rang
| Soient E de dimension finie et f € Z(E, F). Alors dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))
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Démonstration du théoréme n°5 : Comme F est de dimension finie et que Ker(f) est un SEV de E, on sait que Ker(f) admet
au moins un supplémentaire, notons le S. D’apres la version géométrique du théoréme du rang, on sait donc que S et Im(f) sont
isomorphes, ainsi Im(f) est de dimension finie et dim(Im(f)) = dim(S). De plus, on sait que dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(S) (car

S et Ker(f) sont supplémentaires). Dés lors dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)). [ ]
R™ — R?
Exemple 12. Soit u: . Quelle est la dimension du noyau de Ker(u) ?
(.’El,’l’g, e 71'n) — (xla 2171)

Attention la somme des dimension ne caractérise pas le fait d’étre supplémentaires

< Le théoréme du rang ne dit pas que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.

iJ Théoréme n° 6 : caractérisation de la bijectivité en méme dimension finie
Soient E et F sont de dimension finie avec dim(F) = dim(F) et f € Z(E, F). Sont équivalents :

1. f est injective de E dans F'. 2. f est surjective de E dans F. 3. f est bijective de E dans F'.

Démonstration du théoréme n°6 :
e Si f est bijective alors elle est injective et surjective. D’ot1 3 = 1 et 3 = 2.
e Supposons f injective, alors d’aprés le théoréme du rang, dim(F) = dim(Ker(f)) +rg(f). Or comme f est injective Ker(f) =
{0g}, et donc dim(Ker(f)) = 0. Donc rg(f) = dim(E) = dim(F). Ainsi, Im(f) < dim(F) et ces deux espaces vectoriels ont
méme dimension, donc Im(f) = F. Ainsi, f est surjective. Donc f est bijective. D'ott 1 = 2 et 1 = 3
e Si f est surjective, alors Im(f) = F. D’aprés le théoréme du rang dim(F) = dim(Ker(f)) +dim(Im(f)). Ainsi, dim(Ker(f)) =
dim(E) — dim(F) = 0. Donc Ker(f) = {Og}, ainsi f est injective. D’olt 2 = 1 et 2 = 3. [ ]

Remarque 9. F = F de dimension finie est un cas particulier courant de cette situation.
R3 — R3
Exemple 13. Montrer que f: est un automorphisme de R3.
(@,y,2) — (y+ 2,2+ z,2+y)

Remarque 10. Si f € Z(E, F) avec F et F' de dimension finie, alors f est surjective ssi rg(f) = dim(F) et f est injective
ssi rg(f) = dim(FE).

ﬁ Proposition n° 17 : inversible a droite ou a gauche implique inversible pour un endomorphisme
Soit f e Z(E) ou E est un EV de dimension finie.
e S’il existe g € Z(FE) tel que fog = Idg alors f est un automorphisme et f~1 = g.
e S’il existe g € Z(E) tel que go f = Idg alors f est un automorphisme et f~! = g.

4 Equations linéaires, formes linéaires et hyperplan

‘ ’ . . ’ . . ’ .
Deﬁmtlon d’une équation linéaire

| Soit ue Z(E,F) et be F, on appelle équation linéaire 1’équation u(z) = b d’inconnue z € E.

iJ Proposition n° 18 : structure des solutions des équations linéaires
Soit ue L(E,F)etbe F.
1. Si b ¢ Im(u), alors 'ensemble des solutions de I’équation u(x) = b est I’ensemble vide.

2. Si beIm(u), il existe zg € E tel que b = u(xg) et 'ensemble des solutions de u(x) = b est xg + Ker(u).
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@Exemples : retour sur quelques équations linéaires
| 1. Systéme linéaire. 3. Equation différentielle linéaire d’ordre 2

2. Equation différentielle linéaire d’ordre 1 4. Suite arithmético-géométrique

iJ Proposition n° 19 : caractérisation des hyperplans
Soit H un sous-espace vectoriel de E un espace vectoriel de dimension finie. Sont équivalents :

1. H est un hyperplan.
2. H # E et pour tout 29 € E\H, FE = vect(xg) ® H.
3. 1l existe p € Z(E,K) telle que H = Ker ¢ et ¢ est une forme linéaire non nulle.

iJ Proposition n° 20 : équation d’un hyperplan dans K"
Soit H < K™. Alors, H est un hyperplan de K" ssi il existe (a1, as,...,a,) € (K")\{(0,0,...,0)}, tel que H =

n

{($1,$27. .. ,{Bn) e K™ | Z ARl = O}
k=1

Démonstration de la proposition n°®20 : Supposons que H soit un hyperplan, alors il existe ¢ € .2 (K", K) non nulle telle que
n

H = Ker(p). Notons & = (e1,e2,...,en) la base canonique de K" et = (z1,22,...,2n) = Y, xrer € K", alors :
k=1

zeH=Ker(p) << o¢x)=0 <= o <Z mkek> =0 < Z zrp(er) =0
k=1 k=1

Posons alors ar = ¢(ex). Si tous les ax sont nuls, alors p(ex) = 0 donc ¢ et la fonction nulle coincident sur la base canonique de K",
donc comme une application linéaire est entiérement caractérisé par 'image des vecteurs d’une base, on a que ¢ est 'application

nulle. Ceci est absurde, donc il existe k € [1;n ] tel que ar # 0. On a ainsi prouvé que H = {(z1,22,...,2n) € K*| >} arzr = 0}
k=1
avec (a1, az,...,a,) € K"\{Okn }.
Réciproquement, supposons que H = {(z1,%2,...,2n) € K" | Y} arzr = 0} avec (a1,a2,...,a,) € K*"\{Oxn }. Posons
k=1
K" — K
p: n
(x1,22,...,Tn) —> D, arTk
k=1
n
alors on vérifie facilement que ¢ € .Z(K" K) puis que ¢ (@i,az,...,an) = 3. |ax|* > 0 (car 'un des aj est non nul). Ainsi,
k=1

H = Ker(p) avec ¢ une forme linéaire non nulle, donc H est un hyperplan de K".
|
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