
Connaître son cours implique réussir aux concours
1.

Dx P I Dx1 P I
`

fpxq “ fpx1q et x ‰ x1
˘

2. Soit f : I Ñ R et a P I, on dit que f est dérivable en a si fpxq ´ fpaq

x ´ a
admet une limite finie quand x

tend vers a. Et dans ce cas, on note f 1paq “ lim
xÑa

fpxq ´ fpaq

x ´ a
.

3. Soit f : I Ñ J une fonction, on dit que f est une bijection si :

@y P J D!x P I y “ fpxq

4. Soit y P J , alors il existe un unique x P I telle que y “ fpxq, on pose alors f´1pyq “ x, ainsi, on a
défini une fonction f´1 : J Ñ I.

5. Soit f : I Ñ J une fonction, fpIq “ tfpxq tel quex P Iu.
6. Soit f : I Ñ R une fonction, on dit que f est croissante si

@px, x1q P I2 x ď x1 ùñ fpxq ď fpx1q

7. Ainsi, f n’est pas croissante si

Dpx, x1q P I2 x ď x1 et fpxq ą fpx1q

Une équation radicale

Le nombre
?

x ´ 5 `
?

x est défini ssi x ´ 5 ě 0 et x ě 0 ssi x ě 5 et x ě 0 ssi x ě 5. Ainsi, le domaine de
validité de cette inéquation est r 5 ; `8 r.
Raisonnons par analyse-synthèse :

‚ Analyse : supposons que x soit solution, alors
?

x ´ 5 `
?

x “ 5, en mettant au carré, on obtient

px ´ 5q ` 2
?

x
?

x ´ 5 ` x “ 25

donc 2
a

xpx ´ 5q “ 30 ´ 2x. Donc
a

xpx ´ 5q “ 15 ´ x En mettant à nouveau au carrée, on obtient

xpx ´ 5q “ 225 ´ 30x ` x2

Ainsi, ´5x “ 225 ´ 30x et donc 25x “ 225, finalement x “ 9.
‚ Synthèse : si x “ 9, alors

?
x ´ 5 `

?
x “

?
4 `

?
9 “ 2 ` 3 “ 5.

Ainsi, la synthèse montre que 9 est solution et l’analyse montre que c’est la seule. Ainsi, 9 est la seule
solution de l’équation.

Des inéquations à faire éclater vos sinus
1. On cherche les angles dont le point sur le cercle trigonométrique a une ordonnée positive :

‚
2kπ

‚
p2k ` 1qπ

L’ensemble des solutions est
ď

kPZ
r 2kπ ; p2k ` 1qπ s

2. Soit x P R
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‚

2π

3 ` 2kπ

‚

π

3 ` 2π ` 2kπ

D’après le cercle trigonométrique :

sinp2x `
π

4 q ď

?
3

2 ðñ Dk P Z
2π

3 ` 2kπ ď 2x `
π

4 ď
π

3 ` 2π ` 2kπ

ðñ Dk P Z
2π

3 ´
π

4 ` 2kπ ď 2x ď
π

3 ´
π

4 ` 2π ` 2kπ

ðñ Dk P Z
5π

24 ` kπ ď x ď
25π

24 ` kπ

ðñ Dk P Z x P

„

5π

24 ` kπ ; 25π

24 ` kπ

ȷ

Ainsi, l’ensemble des solutions est
Ť

kPZ

„

5π

24 ` kπ ; 25π

24 ` kπ

ȷ

.

Comme au cinéma, serait-ce la suite de trop ?

Posons, pour n P N˚, Ppnq : «un “
npn ` 1qpn ` 2q

3 .

‚ Pour n “ 1, npn ` 1qpn ` 2q

3 “
1 ˆ 2

3 “ 2 “ u1.
‚ Soit n P N˚, supposons Ppnq vraie, alors :

un`1 “ un ` pn ` 1qpn ` 2q “
npn ` 1qpn ` 2q

3 ` pn ` 1qpn ` 2q

“
npn ` 1qpn ` 2q

3 `
3pn ` 1qpn ` 2q

3

“
npn ` 1qpn ` 2q ` 3pn ` 1qpn ` 2q

3

“
pn ` 1qpn ` 2qpn ` 3q

3

Ainsi, Ppn ` 1q est vraie.

‚ Par récurrence, pour tout n P N˚, un “
npn ` 1qpn ` 2q

3 .

Un exercice monotone

On pose, pour tout x P R, fpxq “
1

1 ` e ´x
, ainsi, f est une fonction définie sur R.

1. Soit x P R, alors :

fpxq ` fp´xq “
1

1 ` e ´x
`

1
1 ` e x

“
1 ` e x

p1 ` e ´xqp1 ` e xq
`

1 ` e ´x

p1 ` e ´xqp1 ` e xq

“
1 ` e x ` 1 ` e ´x

1 ` e x ` e ´x ` e ´xe x

“
2 ` e x ` e ´x

2 ` e x ` e ´x

“ 1
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2. Comme exp est dérivable sur R, par composée, x ÞÑ e ´x est dérivable sur R, ainsi x ÞÑ 1`e ´x aussi et
cette fonction est strictement positive, ainsi par inverse d’une fonction dérivable qui ne s’annule pas,
f est dérivable sur R et pour tout x P R

f 1pxq “
´p´e ´xq

p1 ` e ´xq2 “
e ´x

p1 ` e ´xq2 ą 0

Ainsi, comme f 1 est strictement positive, f est strictement croissante sur R.
3. Comme e ´x ÝÝÝÝÑ

xÑ`8
0, 1 ` e ´x ÝÝÝÝÑ

xÑ`8
1, par inverse, fpxq ÝÝÝÝÑ

xÑ`8
1. De même, e ´x ÝÝÝÝÑ

xÑ´8
`8,

1 ` e ´x ÝÝÝÝÑ
xÑ´8

`8, par inverse, fpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ´8

0.

4. La fonction f est strictement croissante sur R et continue sur R (car dérivable sur R), ainsi, d’après
le théorème de la bijection strictement monotone, f est une bijection de R “ s ´8 ; `8 r vers

fpRq “

ı

lim
xÑ´8

fpxq ; lim
xÑ`8

fpxq

”

“ s 0 ; 1 r

5. L’équation de la tangente de f en 0 est y “ f 1p0qpx ´ 0q ` fp0q “
x

4 `
1
2 .

6.

‚
1

‚
1

7. Soit x P R, alors fpxq “
3
4 ssi 1`e ´x “

4
3 ssi 3`3e ´x “ 4 ssi 3e ´x “ 1 ssi e ´x “

1
3 ssi lnpe ´xq “ lnp

1
3q

ssi ´x “ ´ lnp3q ssi x “ lnp3q. Ainsi, la seule solution de fpxq “
4
3 est lnp3q.

8. Soit y P s 0 ; 1 r, alors il existe un unique x P R telle que y “ fpxq, ainsi y “
1

1 ` e ´x
donc y´1 “ 1`e ´x

donc y´1 ´ 1 “ e ´x donc lnpy´1 ´ 1q “ lnpe ´xq, dès lors, x “ ´ ln
ˆ

1 ´ y

y

˙

. Par conséquent,

f´1 :

$

’

&

’

%

s 0 ; 1 r ÝÑ R

y ÞÝÑ ln
ˆ

y

1 ´ y

˙

On rappelle que arcsin est dérivable sur s ´1 ; 1 r et que arcsin1 : x ÞÑ
1

?
1 ´ x2 .

9. Remarquons que f : R Ñ s ´1 ; 1 r (car fpRq “ s 0 ; 1 r Ă s ´1 ; 1 r), et arcsin est dérivable sur s ´1 ; 1 r,
par composée, g “ arcsin ˝f est dérivable sur R, et pour tout x P R

g1pxq “ f 1pxq ˆ
1

a

1 ´ fpxq2
“

e ´x

p1 ` e ´xq2
c

1 ´
1

p1 ` e ´xq2

“

e ´x

p1 ` e ´xq2
a

p1 ` e ´xq2 ´ 1
1 ` e ´x

“
e ´x

p1 ` e ´xq
?

e ´2x ` 2e ´x

10. Raisonnons par disjonction de cas :
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‚ Si u0 ď u1, posons pour n P N, Ppnq : «un ď un`1», alors Pp0q est vraie. Soit n P N, supposons
Ppnq vraie, alors un ď un`1, comme f est croissante sur R, on obtient fpunq ď fpun`1q donc
un`1 ď un`2, donc Ppn ` 1q est vraie. Par récurrence, pour tout n P N, un ď un`1. Ainsi, la suite
punq est croissante. Or pour n P N˚, un “ fpun´1q ď 1, ainsi, pour tout n P N, un ď maxp1, u0q.
Ceci prouve que la suite punqn est croissante et majorée, donc converge d’après le théorème de la
limite monotone.

‚ Si u0 ě u1, posons pour n P N, Ppnq : «un ě un`1», alors Pp0q est vraie. Soit n P N, supposons
Ppnq vraie, alors un ě un`1, comme f est croissante sur R, on obtient fpunq ě fpun`1q donc
un`1 ě un`2, donc Ppn ` 1q est vraie. Par récurrence, pour tout n P N, un ě un`1. Ainsi, la suite
punq est décroissante. Or, pour n P N˚, un “ fpun´1q ě 0, ainsi, pour tout n P N, un ě minp0, u0q.
Ceci prouve que la suite punqn est décroissante et minorée, donc converge d’après le théorème de
la limite monotone.

Des fonctions fonction d’un scalaire

Soit λ ą 0. On définit sur R la fonction fλ par fλ : x ÞÑ x ` λpx ` 1qe ´x

1. Comme exp est dérivable sur R et x ÞÑ ´x aussi, par composée, x ÞÑ e ´x est dérivable sur R tout
comme x ÞÑ x ` 1, par produit, x ÞÑ λpx ` 1qe ´x l’est aussi, par somme, fλ est dérivable sur R et pour
tout x P R

fλ
1pxq “ 1 ` λe ´x ´ λpx ` 1qe ´x “ 1 ´ λxe ´x

Ainsi, fλ
1 : x ÞÑ 1 ´ λxe ´x.

2. Comme x ÞÑ e ´x et x ÞÑ x sont dérivables, par produit x ÞÑ xe ´x l’est, par combinaison linéaire, fλ
1

est dérivable et pour tout x P R,
fλ

2pxq “ ´λe ´x ` λxe ´x

Ainsi, fλ
2 : x ÞÑ λe ´xpx ´ 1q

3. On remarque que pour x ą 1, fλ
2pxq ą 0 que, fλ

2p1q “ 0 et que pour x ă 0, fλ
2pxq ă 0. Ainsi,

sur r 1 ; `8 r, la dérivée de fλ
1 est positive et ne s’annule qu’une seule fois, ainsi, fλ

1 est strictement
croissante sur r 1 ; `8 r. De même, sur s ´8 ; 1 s, la dérivée de fλ

1 est négative et ne s’annule qu’une
seule fois, ainsi, fλ

1 est strictement décroissante sur r ´8 ; 1 r.
4. ‚ Sur r 1 ; `8 r, fλ

1 est continue (car dérivable) et strictement croissante, donc, d’après le théorème
de la bijection strictement monotone, fλ

1 réalise une bijection de r 1 ; `8 r vers

fλ
1 pr 1 ; `8 rq “

”

fλ
1p1q ; lim

xÑ`8
fλ

1pxq

”

“
“

1 ´ λe ´1 ; 1
“

(en effet, par croissance comparée, xe ´x ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

0, ainsi, fλ
1pxq ÝÝÝÝÑ

xÑ`8
1)

‚ Sur s ´8 ; 1 s, fλ
1 est continue (car dérivable) et strictement décroissante, donc, d’après le théorème

de la bijection strictement monotone, fλ
1 réalise une bijection de s ´8 ; 1 s vers

fλ
1 ps ´8 ; 1 sq “

”

fλ
1p1q ; lim

xÑ`8
fλ

1pxq

”

“
“

1 ´ λe ´1 ; `8
“

(en effet, par produit de limites infinies, xe ´x ÝÝÝÝÑ
xÑ´8

´8, ainsi, fλ
1pxq ÝÝÝÝÑ

xÑ´8
`8)

5. Remarquons si λ ą e, alors 1 ´ λe ´1 ă 0, si λ “ e, alors 1 ´ λe ´1 “ 0 et si λ ă e, alors 1 ´ λe ´1 ą 0.
Ainsi :

‚ Si λ ă e, pour x ą 1, par croissance stricte de fλ
1 sur r 1 ; `8 r fλ

1pxq ą fλ
1p1q ą 0 et pour

x ă 1, par décroissance stricte de fλ
1 sur s ´8 ; 1 s, fλ

1pxq ą fλ
1p1q ą 0. Ainsi, l’équation fλ

1pxq “ 0
n’admet aucune solution.

‚ Si λ “ e, pour x ą 1, par croissance stricte de fλ
1 sur r 1 ; `8 r fλ

1pxq ą fλ
1p1q “ 0 et pour x ă 1,

par décroissance stricte de fλ
1 sur s ´8 ; 1 s, fλ

1pxq ą fλ
1p1q “ 0 Ainsi, l’équation fλ

1pxq “ 0 n’admet
une seule solution x “ 1.

‚ Si λ ą e, alors fλ
1p1q ă 0. Ainsi, 0 P

“

1 ´ λe ´1 ; 1
“

et comme fλ
1 réalise une bijection de r 1 ; `8 r

vers
“

1 ´ λe ´1 ; 1
“

, on peut en conclure que 0 admet un unique antécédent dans r 1 ; `8 r noté x1.
De même 0 P

“

1 ´ λe ´1 ; `8
“

et comme fλ
1 réalise une bijection de s ´8 ; 1 s vers

“

1 ´ λe ´1 ; `8
“

,
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on peut en conclure que 0 admet un unique antécédent dans s 1 ; 1 s noté x2. Remarquons que comme
fλ

1p1q ă 0, fλ
1px1q “ 0, fλ

1px2q “ 0, on a x1 ‰ 1 et x2 ‰ 1, ainsi x2 ă 1 ă x1, en particulier x1 ‰ x2
Par unicité de l’antécédent sur r 1 ; `8 r et sur s ´8 ; 1 s, 0 ne peut pas avoir d’autres antécédents.
Par conséquent, l’équation fλ

1pxq “ 0 admet deux solutions.
6. ‚ Si λ ă e, alors la question pécédente, montre que fλ

1 est une fonction strictement positive sur R,
par conséquent, fλ est strictement croissante sur R.

‚ Si λ “ e, alors la question précédente, montre que pour tout x P R, fλ
1pxq ě 0 et que fλ

1pxq “ 0
ssi x “ 0. Par conséquent, fλ

1 est une fonction positive qui s’annule une seule fois, donc fλ est
strictement croissante sur R.

‚ Si λ ą e, alors, pour x ă x2, par décroissance stricte de fλ
1 sur s ´8 ; 1 s, alors fλ

1pxq ą fλpx2q “ 0,
ainsi, fλ est strictement croissante sur r ´8 ; x2 r (dérivée positive qui s’annule une seule fois) si
x2 ă x ď 1, alors par décroissance stricte de fλ

1, fλ
1pxq ă fλ

1px2q “ 0, si 1 ď x ď x1, alors, par
croissance stricte de fλ

1, fλ
1pxq ă fλ

1px1q “ 0. Ainsi, fλ est strictement décroissante sur r x2 ; x1 s

(dérivée négative qui s’annule deux fois). pour x ą x1, par croissance stricte de fλ
1 sur r 1 ; `8 r,

fλ
1pxq ą fλ

1px1q “ 0, ainsi, fλ est strictement croissante sur r x1 ; `8 r (dérive positive qui s’annule
unee seule fois.

7. Si λ ă e, la question précédente, montre que fλ est strictement croissante sur R, elle est de plus
continue sur R (car dérivable sur R). Ainsi, d’après le théorème de la bijection strictement monotone,
fλ est une bijection de R “ s ´8 ; `8 r vers

fλpRq “

ı

lim
xÑ´8

fλpxq ; lim
xÑ`8

fλpxq

”

“ s ´8 ; `8 r “ R

En effet, par croissance comparée, px ` 1qe ´x ÝÝÝÝÑ
xÑ´8

´8 et px ` 1qe ´x ÝÝÝÝÑ
xÑ`8

0

8. Comme fλp0q “ λ, on en déduit que fλ
´1pλq “ 0. Remarquons que fλ est dérivable en f´1pλq “ 0, de

plus
fλ

1pf´1pλqq “ fλ
1p0q “ 1 ‰ 0

Ainsi, d’après le théorème de la dérivabilité de la bijection réciproque, fλ
´1 est dérivable en λ et

pfλ
´1q1pλq “

1
fλ

1pfλ
´1pλqq

“ 1

9. On utilise la commande donnée pour l’exponentielle, on calcule le résultat et on le revoit avec return :

import numpy as np
def f(a,x):

return x+a*(x+1)*np.exp(-x)

10. ‚ Si fλ était impaire, on aurait fλp0q “ ´fλp0q donc λ “ ´λ, ainsi 2λ “ 0 et donc λ “ 0 ce qui
contredit l’hypothèse, λ ą 0.

‚ Si fλ était paire, on aurait fλp1q “ fλp´1q, ainsi, 1 ` 2λe ´1 “ ´1, ainsi, λ “ ´e 1 ă 0 ce qui
contredit l’hypothèse λ ą 0.

Ainsi, fλ n’est ni paire ni impaire.
11. Soit x0 P R. Si toutes les courbes des fλ se coupent en x0, alors pour tout pλ, µq P R2, fλpx0q “ fµpx0q,

donc
x0 ` λpx0 ` 1qe ´x0 “ x0 ` µpx0 ` 1qe ´x0

D’où λpx0 ` 1q “ µpx0 ` 1q, donc pλ ´ µqpx0 ` 1q “ 0. En particulier, pour λ “ 5 et µ “ 48, on
obtient que x0 “ ´1. Ainsi, si toutes les courbes des fλ se coupent en x0, alors x0 “ ´1. De plus,
pour tout λ P R, fλp´1q “ ´1, ainsi, la courbe de fλ passe par le point de coordonnées p´1, ´1q. Par
conséquent, toutes les courbes des fλ se coupent en un unique point, et c’est le point de coordonnées
p´1, ´1q

12. Soit λ P R. La tangente de fλ en 1 a pour équation y “ f 1p1qpx ´ 1q ` fp1q soit

y “ p1 ´ λe ´1qpx ´ 1q ` 1 ` 2λe ´1

Si toutes les tangentes de fλ en 1 se coupent en x0 P R, alors pour tout pλ, µq P R2,

p1 ´ λe ´1qpx0 ´ 1q ` 1 ` 2λe ´1 “ p1 ´ µe ´1qpx0 ´ 1q ` 1 ` 2µe ´1
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En retirant 1 et le terme en x0 ´ 1 des deux côtés et en multipliant par e, il vient

´λpx0 ´ 1q ` 2λ “ ´µpx0 ´ 1q ` 2µ

D’où pλ ´ µqp2 ´ px0 ´ 1qq “ 0
pour λ “ ´π et µ “ 3

?
2, on obtient que 3 ´ x0 “ 0 donc x0 “ 3. Réciproquement, pour tout

λ P R, p1 ´ λe ´1qp3 ´ 1q ` 1 ` 2λe ´1 “ 3. Ainsi, la tangente de fλ au point 1, passe par le point de
coordonnées p3, 3q. Ainsi, toutes les tangentes passe par le point de coordonnées p3, 3q et c’est le seul
point.

Soyez aussi fonctionnel que cette équation !
Déterminer toutes les fonctions f : R Ñ R telles que

@x P R @x1 P R fpx ´ fpx1qq “ 2 ´ x ´ x1

Raisonnons par analyse-synthèse :
‚ Analyse : Soit f : R Ñ R une fonction telle que

@x P R @x1 P R fpx ´ fpx1qq “ 2 ´ x ´ x1

Fixons X P R et cherchons la valeur de fpXq : prenons x “ X ` fp0q et x1 “ 0, alors :

fpXq “ fpx ´ fp0qq “ fpx ´ fpx1qq “ 2 ´ x ´ x1 “ 2 ´ pX ` fp0qq ´ 0 “ ´X ` 2 ´ fp0q

Il reste donc à déterminer la valeur de fp0q, mais en prenant X “ 0, on obtient fp0q “ 2 ´ fp0q soit
fp0q “ 1, et donc fpXq “ 1 ´ X ainsi, si f est solution du problème, alors f : x ÞÑ 1 ´ x.

‚ Synthèse : posons f : x ÞÑ x ` 1. Fixons x P R et x1 P R, alors :

fpx ´ fpx1qq “ fpx ´ p1 ´ x1qq “ fpx ` x1 ´ 1q “ 1 ´ px ` x1 ´ 1q “ 2 ´ x ´ x1

Ainsi, f est bien solution du problème.
Ainsi, la synthèse, montre que x ÞÑ 1 ´ x est solution du problème, et l’analyse montre que c’est la seule.
Par conséquent, le problème admet une et une solution x ÞÑ 1 ´ x.

Ne vous décomposez pas mais décomposez un !

Posons l’hypothèse de récurrence, pour un entier n ě 3, Ppnq : «il existe pa1, a2, . . . , anq P pN˚qn tel que
a1 ă a2 ă . . . ă an tel que 1 “

1
a1

`
1
a2

`
1
a3

` . . . `
1
an

».

‚ Pour n “ 3. On pose a1 “ 2, a2 “ 3 et a3 “ 6. Alors, comme 1
2 `

1
3 `

1
6 “ 1, Pp3q est vraie.

‚ Soit un entier n ě 3. On suppose Ppnq vraie. Alors, il existe pb1, b2, . . . , bnq P pN˚qn tel que b1 ă

b2 ă . . . ă bn tel que 1 “
1
b1

`
1
b2

`
1
b3

` . . . `
1
bn

».
Remarquons que si b1 “ 1, alors :

1 “
1
b1

`
1
b2

`
1
b3

` . . .
1
bn

“ 1 `
1
b2

`
1
b3

` . . . `
1
bn

ą 1

Ce qui est impossible, dès lors, b1 ě 2. Alors :

1 “
1
2 `

1
2 ˆ 1 “

1
2 `

1
2

ˆ

1
b1

`
1
b2

`
1
b3

` . . .
1
bn

˙

“
1
2 `

1
2b1

`
1

2b2
` . . . `

1
2bn

On pose alors, a1 “ 2, pour tout i P rr 1 ; n ss, ai`1 “ 2bi. On a alors

a1 “ 2 ă a2 “ 2b1 ă a3 “ 2b2 ă . . . ă an`1 “ 2bn

Ainsi, pa1, a2, . . . , an`1q convient. Dès lors, Ppn ` 1q est vérifiée.
‚ Par récurrence, pour tout entier n ě 3, il existe pa1, a2, . . . , anq P pN˚qn tel que 1

a1
`

1
a2

` . . .`
1
an

“ 1
vérifiant a1 ă a2 ă . . . ă an, en particulier les ai sont deux à deux distincts.
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