OUTILS MATHEMATIQUES POUR LA MECANIQUE

1. Trigonométrie

1.1. Relations trigonométriques dans un triangle rectangle

Soit un triangle rectangle d’hypoténuse OB et 'angle orienté x = (ﬁ,@)).

T ? sin 2x = 2 sin X . Cos X
T cos x = OA/ OB cos 2x = 1 — 2 sin?x
sinx = AB/ OB sin>x=0.5(1-cos 2x)
/‘\ % tan x = AB / OA = sin x / cos x cos?x=0.5(1+cos 2x)

1.2. Application au cercle trigonométrique

-cos @ = cos (m—at)

ro | =

4 Axe des sin(x)

e

-

R Sens des

X positifs

L
-1 e} X i | x Axe des cos(x)

=

»

[ 0 sin o =sin (r1—a)

Exercice 1: Simplifier les expressions suivantes en utilisant le cercle trigonométrique.
cos(g - a) —sin(— a) sin(g + a) —cos(m + @) sin(r — a) —sin(g - a)

2. Systémes de coordonnées

Systéme de coordonnées cartésien

_)
A Z

z

Portion de parallélépipéde : dV=dx.dy.dz

Remarque : en Sciences Physiques,
. - = =
cette base sera notée (ey, e, , e;)

Portion de rectangle : dS =dx.dy
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Systéme de coordonnées cylindrique

<l

Portion de cylindre plein: dV=rdf.dr.dz

Portion de couronne : dS=rdb.dr

Portion de surface cylindrique :

dS=rd6.dz
Systéme de coordonnées sphérique M (r,6,9) OM =r e,
—

Z A

<l

Portion de sphére pleine: dV =rsin 6 do. rd6. dr

Portion de sphére creuse :

dS =rsin 6 dg.rdo
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3. Vecteurs

3.1. Présentation du vecteur

Un vecteur est un objet qui résume trois informations :
e une direction (le support de la fleche)

e un sens (I'orientation de la fleche)

e une intensité (la longueur de la fleche)

direction ou support

Extrémite
Sens de A vers B

\ axe de référence 2

Origine ou point dapplication

Vx = Veosa

I W = Vsina

| 0
a Vx ]
0 ‘
N ‘YB Xi XB
‘ A{V4s B
ZA ZB
Vx XB-X4
Vs W V1 ¥-Y4
X
¥s, Vz ZB-Z4
F
Origine
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3.3. Produit scalaire

Si dans un repére orthonormé, les vecteurs U et U ont pour coordonnées (x, y, z) et (x',y', z"), =
alors leur produit scalaire est un scalaire donné par : 3t a
U.V=xx'+y.y +2.2 1_1.77)=||ﬁ)||.||77)||.cos(ﬁ>,77)) A

3.4. Orientation de I'espace : régle de main droite

Une base directe (_i), 7?) s’obtient en plagant dans I'ordre impératif suivant :
e e pouce suivant le premier vecteur 7
e lindex suivant le deuxiéme vecteur 7

. s . _)
e le majeur, plié a angle droit, donne le vecteur k

3.5. Produit vectoriel

(on appelle produit vectoriel de U par ¥, le vecteur i aDtelque: U A ¥ = ||U||. ||V | .sin (&, 7). )
Ce vecteur U AU est défini par :
a . . . . , o d o
e sadirection : perpendiculaire au plan constitué par u et v
e sonsens:labase (¥, V,w) doit &tre directe
. " , ) . . > o — - s G
\  son intensité est donnée par I'équation suivante : lu r@||=|u |- |V |sin (¥, V)| /
A
- -
"
HMN

"’T ta v

. . ., b d - e .
Si dans un repére orthonormé, les vecteurs u et v ont pour coordonnées (x, v, z) et (x',y’, z"), alors leur produit
. - o d e
vectoriel est un vecteur 1 A v donné par :

!

X |x yz' —y'z
- _)_ ! ! I
UaV=|yaly =|zx' —z'x

z lz Ixy —x'y

Exercice 2 :
Soit les points A(5, 2, 0), B(-2, 1, 3) et C(4, 0, -1) définis dans un repére orthonormé (0,%,y , Z). Déterminer :

—

04 AB.Y (ABAAC).Z

— —_— — —_— — —_— — — — — — — — N
AB CB AC OA.AB CO.AC OAAAB OCACB ABAAC OA.X AB.y
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Exercice 3 : Les angles d’Euler

Soit (¥,¥,7Z) et (x3,¥3,23) deux bases orthonormées de I'espace vectoriel Es.
Les trois angles d’'Euler permettent de paramétrer une base par rapport a une autre. lls sont définis par :

- . g . bnd . —>
précession y autour de Z7: nutation 6 autour de x; : rotation propre ¢ autour de z,
- . - — — . - —
X, appartient au plan (x3,y3) y, appartient au plan (x3,y3)
V2
Y Y
<y y . y
X Xq §1=§2
- 2 > - - = - - = - — =
*.5.,2) —¥> (x1,y1,7) (ﬁ,ﬁ,?{)i) (X2,Y2,73) (2.52.23) —2—> (%3,3,23)
- —
el Q) y — 0 Z_1) > NP Y2
b4 = Z, N V3 N
X1 V2 X3
U] 0 ¢
7=7 0 5=%0 L=50
w4 — -
X V1 Xy

Q1. Exprimer X, puis ¥, en fonction de x; , ¥, , 3.
Q2. Exprimer X;, puis y;, ¥, et y,, en fonction de ¥,y , Z.
Q3. Calculer X; Ay;, yiAx;, AY, ZAY, X AZ, YAz, XAXy, XA, VA, BAX,, Y A2, Y Ay, Y AY

4. Moments d’un vecteur

4.1. Moment d’un vecteur par rapport a un point

Soit un vecteur v de I'espace et une droite (D) dirigée par V.
On appelle vecteur glissant le couple (D, V).
Soit A un point de (D). Le moment du vecteur glissant (D, ¥) par rapport

a un point P de l'espace est défini par : M (P,v) = PANT

- ce moment est indépendant du point A de (D).
- si H est la projection orthogonale de P sur (D), on a facilement la norme du moment M (P, v)

-

1\_/1)(P,7)=P_A>/\7=(ﬁ+m)/\ T=PH AT

||1\_/1) (p, 7)” = ||17—I) AT || =d|| 7| dans laquelle d est la distance de P & la droite (D).

4.2. Changement de point (Formule de Varignon)
Soit un vecteur glissant (D, 7). un point A de (D) et deux points M et P de I'espace.
. - N e S - N —
Calculons la relation entre les moments en Meten P.Ona: M(P,V)=PArAV et M(M,V)=MANTY

S - .. e S e A - -
Or, d'aprés la relation de Chasles, on peut écrire : PAANY =PM AV + MAAV
d'ou I'on tire : M(P,%)=M(M%B)+PMAT « Formule de Varignon »
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4.3. Relation entre moment et champ équiprojectif

Tout champ équiprojectif est un champ de moment et réciproquement.

Soit un vecteur glissant (D, 7) et deux points A et B de I'espace. On a: M (47) = M (B,7) + ABAT
Si I'on effectue le produit scalaire par le vecteur AB, ona: M (A, V). AB =M (B,V).AB + (AB A V).AB
d'oti I'on peut tirer : M (A, %).4B = M (B, 3).AB
5. Torseur
5.1. Définition d’un torseur par ses éléments de réduction en un point
/On appelle torseur, 'ensemble des deux champs de vecteurs, appelés éléments de réduction : \
- un champ uniforme R appelé résultante du torseur,
- un champ équiprojectif M appelé moment résultant du torseur en un point.
_)
On note le torseur { T } réduit au point A ainsi : {T}= { = & } (écriture a privilégier)
AWM (4)
RX MAX RX MAX N N
ou{T}= {Ry | My avec |Ry et M,y les composantes respectives de R et M (A) dans un méme repére R.
\_ SRz | M)y Ry My, )

5.2. Invariants d’un torseur
On appelle invariants d’un torseur, les quantités restant constantes quel que soit le point de réduction du torseur.

- la résultante R est invariante pour un torseur donné.
=R . M(4)

- Pinvariant scalaire est

. . - - —_ o

En effet, si B est un point de I'espace : M (B) = M (A) + BAAR
L. L - - - - -

On en déduit, en multipliant par R,que: R .M (B) =R .M (4)

. . . - R
- invariant vectoriel est : I =1 =
5.3. Axe central d’un torseur
[
M( B ): M( A )+ BAAR Résultante
Moment ﬁ
e
\‘\“y*
Moment
central
M(A)

Axe central

Remarque : cette représentation ou apparait une torsion permet d’expliquer I'étymologie de « torseur ».
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Ona

ppelle axe central d'un torseur, 'ensemble des points A pour lequel résultante et moment en A sont colinéaires.

M@A=1AR <

A appartient a I'axe central de { T }

avec A : le pas du torseur.

-

e SiR= 6) tout point de I'espace convient.
i ﬁ
- -
e SiR= 0, supposons connus les éléments de réduction du torseuren B.Ona: {T } = {_, }
s\ M (B)
- - —_— o < - - - —
et donc M(A) =M(B)+ABAR c’est-a-dire M(A)—M(B)=RA BA
’ L= L . . : - - -
Pour déterminer BA, effectuons la division vectorielle qui est possible car on a : <M A -M (B)). R=0
s . . . ) —  RAM(B) -
On en tire I'équation vectorielle de I'axe central : BA=——+ AR
On appellera moment central, la valeur du champ de moment en un point de I'axe central.
Le moment central est invariant pour tout point de I'axe central.
La norme du moment est minimum en tout point de I'axe central.
5.4. Opérations sur les torseurs
R, R,
Soit {T; } et {T, }, deux torseurs réduitsen A.Ona: {T;} = {_,1 } et {l,} = {_,2 }
A Ml (A) A M2 (A)
Ri+R,
(T} = (T} +{T,} = {_> 1R, } (kT} = { kR } s K
AAM1(A) + M, (4) AL kM (4)

On définit le comoment des torseurs {T; } et { T, } par:

5.5. Torseurs particuliers

{T,}®{T,} = R1.M; (A) + Ry . M; (A)

(

\

Couple Glisseur
= Torseur de résultante nulle pour lequel il existe | Torseur de résultante non nulle, qui admet un point M pour
L |un point ou le moment est non nul lequel le moment est nul.
s i R
3 (1= {0} (1= { £}
A M (A) A 0
« | L& moment est alors constant pour tout point ['admet alors une droite de points pour lesquels le moment
\ ’ -
% de | espace. : . est nul. Cette droite est dirigée par R.
= | Les invariants scalaire et vectoriel d'un couple | o _ N _
S | sont nuls. Si A appartient a cette droite, (A, R) est un vecteur glissant.
i La somme de deux couples est un couple. La droite de moment nul est I'axe central du torseur. Son pas
est nul. Son invariant scalaire est nul.
f | -Torseur statique d’'un arbre moteur cannelé | -Torseur statique cable sur charge (résultante en N)
S. | surun récepteur (moment exprimé en N.m) -Torseur statique fluide sur piston (résultante en N)
g -Torseur cinématique d’une liaison glissiére | -Torseur statique bielle sur levier (résultante en N)
m entre deux piéces (moment exprimé en m/s) -Torseur cinématique pivot (résultante en rad/s)

Exercice 4 : ElIéments de réduction d’un torseur

Soit R (0,%,Y,Z) un repére orthonormé direct.

Soit A et B deux points définis par leurs coordonnées A(-2, 0,3 )etB(5,-1,0).

Soit {T(S/R) } =

- -, 2
A MA)=2y+~Z

ﬁ=—3?+7—27} ~ {
A

0
2
g

Q1. Définir les éléments de réduction de { T(S/R) } en O, puis en B.
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CORRECTION

Exercice 1: cos(g — a) =sin (o) —sin(— a) = sin (a) sin(g + a) = cos (a)
—cos(m + a) = —cos (o) sin(r — a) = sin (o) —sin(g — a) = —cos (o)
Exercice 2 :
AB=-7% -7 +37 CB=—6%+7+47 AC=-%-2Y-7
— —
0A.AB = (5 x(-7))+ (2% (-1)) + (0x 3) = =37
— —
CO.AC=(-4x(-D)+(0x(-2))+(1x(-1))=3
OAnAB= (5% +27)n(-77 -7 +32)=67—157 +97
OCACB=(4% - Z)A(-67+ 7 +47) =7 -107 +47
ABAAC= (7R -F+32)n(-F-27-7)=-7%—107 +137
04.% =5 AB.7 = -1 (ABAAC).7 =13
Exercice 3 :
o siny x, o
Y1 Y1
& S & S
X1 X1

siny x,

-sin Yy, i

>

- — . — - — . —
Q1. X =cosyx;-sinyy, y =cosyx; +singy,

Q2. x;=cosyx+sinyy
— _ > . -
y,=cosyX-sinyy
y,=cosBYy, +sinBz=cos 6 (cosyy -siny X) +sin 6z

y,=cos @y, -sin@Z,=cos[cos B (cosy Y -siny X)+sinBz ]-sing(cosy X +siny y)

Q3. Ay =7 VAKX =-72 XAy =7 Z
o ) — -, > > -, > . - -
x1A22=_yZ yz/\22=x2 xAx1=SlnlIJZ X
V2AY = -sin0x;  GAX,=-sin@Z  y,AZ =cos6 X v

Exercice 4 :

= -, o - -3
R=-3x+y -2
(re/my=4, T ETYT b= i
oAM(@O)=MA)+0ArR =-3X—-11y—7Z o\—2
= -, o - -3
R=-3x+y -2
(res/py=4, ~ FooerErmer o o et |
g\M(B)=M(A)+BArR =-5Xx-21y—-372 o\—2

A
A
A

-
- X

=cos¢7

sin gz FAF=0
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