Exercices PCSI .
E Bouchet Sommes et produits

Exercice 1 (*) Soit n > 5 un entier et (a,b) € C2. Ecrire les sommes suivantes & ’aide d'un symbole Z

2

12 n
LL+n 4+
2. 1—a+a —ad+... +a®> —g*Hl

3 nb + an 1b2 + + abn + bn+1
. .. - T
Résultat attendu :
nog2 2n+1 2k+1 ntl n—k+1pk n L gn—kpktl
LY 2> (-D'a OUZ D D Dl
=1 © k=0 k=1 k=0 +

Exercice 2 (%). Soit n € N et a € R. Parmi les formules suivantes, lesquelles sont vraies ? Pourquoi ?

1. Zoz—i—ak —a—|—Zaz 2. Z(ak+bk)22ak+2bj S.ZaakzaZak
k=1 k=1 k=1 j=1 k=1 k=1
Z (Z ak> 5. Zakbk = <Z ak> (Z bk>
k=1 k=1 k=1 k=1

Resultat attendu :

1. Fausse (contre-exemple) 2. Vraie (linéarité) 3. Vraie (linéarité)
4. Fausse (contre-exemple) 5. Fausse (contre-exemple)

Pour les contre-exemples, partir du cas n = 2 permet de simplifier les expressions.

Exercice 3 (%). Soit n € N. Calculer les sommes suivantes (on donnera le résultat sous forme factorisée) :

1.%2(#1) 22%(1:2) 3.271:1{(1*/%)
£=0 k=0

Résultat attendu :

n4+1 nn+1)(1 —n)
2 3

1. (3n+1)(3n—2) 2.

- 2
Exercice 4 (% ¥%). Soit n € N, calculer la somme Zln (%)
k=1

Résultat attendu : C’est égal & Z (In(k + 2) — In(k)).

k=1
Ensuite, soit on adapte la démonstration du télescopage (avec un changement d’indice en ¢ = k + 2), soit on
constate que In(k 4+ 2) —In(k) = (In(k +2) — In(k + 1)) + (In(k + 1) — In(k)), ce qui permet de se ramener a la

formule de télescopage classique. L’expression finale vaut In(n+2) +In(n+1) —In(2) —In(1) = In (%)

Exercice 5 (¥%). Soit n € N* et 2 € R. Calculer les sommes suivantes :
n? 1 n 1 k+1 n 6 n—1
k
LY 23 (-3) 3o LY
k=
Resultat attendu :

1 1 1/ 1\"" 1 —zn
1L.2— — 9. — 4 (-2 3.6(1— — 4. n—1siz=1, 2 "% sinon
4 4 n 1—=z

2n?

Exercice 6 (%%). Pour tout n € N, on note S,, = Z k2.

k=1
- 1)(2 1
En calculant T, = Z((k +1)% — k%) de deux facons différentes, retrouver la formule S,, = nn + )6( nt )
k=1
Résultat attendu : L'un des calculs se fait par télescopage et donne T}, = n® + 3n? + 3n, l'autre par linéarité

n(n+1)

aprés avoir développé l'intérieur de la somme et donne T,, = 35,, + 3—5— + n.



n n k
Exercice 7 (%%). Soit n € N. Calculer les sommes ;(k x k!) et ; G
Indication : k=k+1—1.
Résultat attendu : Dans les deux cas, on utilise I'indication pour faire apparaitre un télescopage. On trouve :

’;(kxk!):;((k—i-l)!—k!):(n—i-l)!—letdeméme;m:l—m.

Exercice 8 (%). Soit n € N*, et a € R. Parmi les formules suivantes, lesquelles sont vraies ? Pourquoi ?

1. H(aak) :aHak 2. H(akbk) = <H ak> (H bk> 3. H(ak—i—bk) = Hak+ ku
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Résultat attendu :

1. Fausse (contre-exemple) 2. Vraie ('ordre n’importe pas) 3. Fausse (contre-exemple)

Exercice 9 (J%). Soit n > 2 un entier. Calculer les sommes et produits suivants.

n2

n n 1 n
1. Z(3p+ P+l 2. Zz’%“*k 3. H (1 - pz) 4.) ((1+2°% -5
k=0 p=2 =0

p=2 j
Résultat attendu :
L 3n2(n? +1) — 11 4 27°+2 2. 3ntl _ gntl
3. ";,;1 4. 203 +9n? + 15n + 8

Exercice 10 (%). Pour n € N*, calculer les sommes & double indice suivantes :

LY (i+y) 2. ), (i+))

1<i,j<n 1<i<j<n
Résultat attendu :
2 n(n+1)(n—1)
1. n*(n+1) 2. notin-l)

Exercice 11 (%% ). Pour n € N*, calculer les sommes & double indice suivantes :

Loy kil 2. > min(i,j)

0<i<k<n 1<ij<n
Résultat attendu :

n(n+1) n(n+1)(2n+1)

1. =—— 2, mntentl

Exercice 12 (%% %). Soit n un entier naturel. Calculer le produit H 1.
1<i,g<n
Résultat attendu : Adapter les techniques de sommes doubles donne H ij = (n!)?".
1<i,j<n

Exercice 13 (%). On considére la suite définie par u; =1 et ¥n € N*; u,11 = 275_1un. Montrer que :

n

(2n — 2)!

Résultat attendu : On le montre par récurrence.

Exercice 14 (%% ). Démontrer par récurrence que pour tout entier n non nul :

ﬁ(%)! > ((n+1)H".
k=1

Résultat attendu : L’hérédité se montre a partir de ’hypothése de récurrence, en effectuant des produits
d’inégalités a termes positifs.




Exercice 15 (%). Calculer :

1. ) 2. 10 3. 10 4. )

4 3 6 3
Résultat attendu :

1. 126 2. 120 3. 210 4. 84

" In " /n
E ice 16 . Soit N*. Calculer A,, = t B, = 2P,
xercice (). Soit n € alculer ];) <k:> e p;) (p)
Résultat attendu : A,, = 2" et B,, = 3" par formule du binome de Newton.

2n n—1
: : * _ 2n 1 _ n k,.n—k
Exercice 17 (%%). Soit n € N* et « € R. Calculer C), = ;:2 ( ; >(1) et Dy(x) = ,;) <k>3 x" "
Résultat attendu : C,, = 2n — 1 et D,, = (x + 3)" — 3" par formule du binéme de Newton.

n J .
Exercice 18 (%). Soit n € N. Calculer Z (])
i
j=0 i=0

J K2

n 7 . n
. J i 1 . A .
Résultat attendu : = 2/ = ontl _ 1 la f 1 N 1
ZZ <z) Z en utilisant la formule du binéme de Newton puis la
j=0i=0 J=0

formule de somme géométrique.

n k
Exercice 19 (Type DS). Soit n > 1, et f,, la fonction définie de R dans R par : Vo € R, f,(x) = Z (n) %

1. Donner pour tout réel x une expression de f,(x) sans symbole >_.

n
. k(n
2. Dériver f, sous ces deux formes pour calculer Z ( )
—n k
3. Retrouver le résultat de la question précédente sans utiliser la fonction f,,, en utilisant les propriétés des

coefficients binomiaux.
n

]{72
4. Calculer kz_o o (Z) On pourra écrire k% = k(k — 1) + k.
Résultat attendu :

1. Par la formule du binéme de Newton, Vz € R, f,(z) = X (z + 1),

n

2. fn est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables, et on obtient en dérivant les deux formes :

1<~ /n 1
R - k—1 _ 1 n—l.
V€ R, - E (k>km nn(a?+ )

k=1

"k /n "k (n
p =1,ont > = =2""" donc » — =2" 1
our = , on trouve 2y (k) , donc 2y (k)

n n n—1
k(n kn(n-—1 n—1 n—1
. Pour k > 1 - =) —— = = =2n! t utilisé
3. Pour nkg_;n(k) §nk<k_1) é(k_l) ;( Z_ ) , en ayant utilisé
le changement d’indice i = k — 1. Ajouter le terme en k& = 0 donne alors le résultat demandé.

TR £0 " k(k—1) (n\ <=k (n “k(k—1)(n\ .,
4. D’aprés l'indication, kz_on(k> = Zn(k) +Zn(k> = Zn(k’) + 2",

k=0 k=0 k=0

Orék(kn_l)(:) :kzﬂk(k’:l)(@ :ké(n_l)@:;) :(”_1)2:(”;2) = (n—1)2""2, ou

n
k

Variante : on pouvait aussi obtenir ce résultat en dérivant une deuxiéme fois ’égalité de la question 1.

on a posé le changement d’indice i = k — 2. D’on E < ) =2"2%(n—-142)=(n+1)2"2
n
k=0



