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Dans tout le chapitre, les fonctions et suites considérées sont & valeurs réelles, mais les résultats se généralisent
sans difficulté au cas de valeurs complexes.

1 Développements limités
1.1 Définition et premiéres propriétés
Définition 1.1 (Développement limité)

Soient n € N et a € R. Soit f une fonction définie au voisinage de a. On dit que f admet un développement
limité d’ordre n en a lorsqu’il existe (ag, a1, -- ,a,) € R*™! telles que :

f() = ag+ai(z—a)+- - +ap(z—a)"+o((x—a)").

r—ra

Le polynéme ag + ai(x —a) + - -+ + an(x — a)™ est appelé la partie réguliére du développement limité.

Exemple. On sait que sin(x) ~o D donc sin(x) =, %t o(z), et sinus admet un développement limité d’ordre 1
xr—r r—r

en 0 (ag =0, a; = 1). Sa partie réguliére est x.

n . 1 — gntl 1 n L ot

Exemple. Soit n € N* et x € R\ {1}, on sait que ¥ = — . Donc = T

P V1 aue y 2 i) DL e

k=0 k=0
xn+1 n+1

. . 1—x . T xr

Par ailleurs, lim = lim = 0. Donc = o(z").
z—0 " z—=01—zx 1—x z—0

1
On en déduit que 1 admet un développement limité & 'ordre n en 0, qui vaut : =, zF 4+ o(z").
— X — L T
k=0

Remarque. Un développement limité fournit des approximations polynomiales de f au voisinage du point étudié :
la courbe y = ag est la meilleure approximation a 'ordre 0, y = ag + a1(x — a) la meilleure a lordre 1, etc.

Remarque. On peut ramener tout développement limité au voisinage de a & un développement limité au voisinage
de 0, puisque }llin(l](a +h)=a:sif(z) = ap+ai(zr—a)+---+ap(x—a)"+o((x—a)"), alors
— r—ra

—

fla+h) = ap+arth+---+a,h" +0(h").
h—0

Proposition 1.2 (Unicité du développement limité)

Soient n € N, a € R et f une fonction définie au voisinage de a. Si f admet un développement limité a
I’ordre n en a, alors ce développement est unique.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux développements limités & l'ordre n en a :

flx) = ap+a1(z—a)+ - +ap(z—a)"+o((x—a)") = bp+bi(x—a)+ - +by(z—a)"+o((x—a)").

T—ra T—ra

On raisonne par I’absurde et suppose que (ag, a1, ..., a,) # (bo,b1,...,by). Soit p le plus petit entier de [0, n] tel
que a, # b,. Alors
(ap —bp)(z —a)’ + -+ (an = bp)(z —a)" = o((z—a)"),

T—ra

ce qui donne, en divisant par (x — a)? # 0,
(bp — ap) =, (apt1 —bpy1)( —a) + -+ (an — bp)(z —a)" P+ 0 ((x — a)"P) 354 0.

Donc a, = by, absurde. D’ou le résultat. O



Proposition 1.3 (Troncature)

Soient n € N, a € R et f une fonction définie au voisinage de a. On suppose que f admet un développement
limité f(z) = ao+ai(x—a)+---+an(z—a)"+o((x—a)"). Alors pour tout k € [0,n — 1], f admet un
a

T—r

développement limité f(x) =, G0+ a1(z —a)+ -+ ap(z — a)" + o ((z — a)").

Démonstration. On sait que f(x) =0+ ar(z —a)+ - +ap(x —a)” + o((x —a)"). Soit k € [0,n — 1] et
r—a

—a)P
p = k+1, alors lim (z=aP = lim(z — a)? % =0, donc (z —a)? =0 ((z — a)*). On en déduit par propriété des
a—a (x —a)k  z—a

négligeabilités que :
a1 (z — a,)kJrl + - tap(zr—a)"+o((z—a)") =o((x — a)k).

D’ou le résultat. O

Remarque. Si on connait un développement limité d’une fonction & un ordre n € N, on en connait donc aussi a
tous les ordres inférieurs.

1 1
Exemple. La relation = 144224 o(2?) donne directement que = 1+x+o(x). Cette deuxiéme
1—2 a2—0 1—2 a2—0

relation porte cependant moins d’informations que la premiére.
Proposition 1.4 (Cas des fonctions paires ou impaires)

Soient n € N et f une fonction admettant un développement limité & 'ordre n en 0.
— Si f est paire, les coefficients de rang impair du développement limité sont nuls.
— Si f est impaire, les coefficients de rang pair du développement limité sont nuls.

Démonstration. On traite le cas f paire (le cas f impaire se gére de la méme fagon). Puisqu’elle admet un déve-
loppement limité & 1’ordre n en 0, il existe (ag, a, ..., a,) € R*" tels que :

f(z) = %0 +a1x + ...+ apx" + o(z").

T—

Comme liH(l) —z = 0, une composition a droite donne f(—x) =, @+ ...+ (—1)"anz™ + o(x™). Par parité,
z— x—
ces deux développements limités correspondent a la méme fonction. L’unicité du développement limité donne alors

a1 = —ay, ag = —as, ... Ce qui permet de conclure. ]

n

= z* 4+ o(z™). Or lim —2? = 0, donc par composition a droite

Exemple. On a vu précédemment que

k=0
1 n n
_ _ 2\k 2\ _1\k..2k 2ny 2 4 _1\n,.2n 2n
1”%30;0( 2)* + o((—?) )“%Z_o( Dfa™ +o(@®) = 1—a?+at+ 4 (=) +o(a™).

1.2 Opérations sur les développements limités
Proposition 1.5 (Somme de développements limités)

Soient n € N, a € R, A € R et f et g deux fonctions définies au voisinage de a. On suppose que f et g
admettent chacune un développement limité d’ordre n en a. Alors f + Ag admet un développement limité
d’ordre n en a.

De plus, la partie réguliére du développement limité de f+ Ag est égale a la partie réguliére du développement
limité de f plus A fois la partie réguliére du développement limité de g.



Démonstration. On suppose qu’on a les développements f(x) =, 00+ a(x—a)+---+ap(zr—a)"+o((x —a)")

et g(x) = bo+bi(z—a)+ -+ bp(z—a)” +o((x —a)"). Alors, par combinaison linéaire de ces égalités,
(f +Xg)(x) =, @0+ Abo + (a1 + X)) (z —a) + -+ (an + Abp)(z —a)" + o ((x — a)"),
d’ou I'existence du développement limité et 1’expression annoncée. ]

Proposition 1.6 (Produit de développements limités)

Soient n € N, a € R et f et g deux fonctions définies au voisinage de a. On suppose que f et g admettent
chacune un développement limité d’ordre n en a. Alors fg admet un développement limité d’ordre n en a.
La partie réguliére du développement limité de fg est obtenue en ne gardant que les termes de degré inférieur
ou égal a n dans le produit des parties réguliéres de f et g.

Démonstration. On suppose qu’on a les développements f(x) =, a0+ a(x—a)+---+ap(zr—a)"+o((x —a)")
r—a

et g(x) =, bo+bi(z—a)+ -+ by(x—a)”+o((x —a)”). Alors, par produit de ces égalités,

(fg9)(x) e <Z a;(x — a)i +o((z— a)n)) bj(x — a)j +o((x—a)")

=0 =0

<Zazx—a> Zb (z—a) | +o((z—a)") +o((x—a)")+o((x—a))

n

=3 b o)t ol -a),

k=0 i+j=k

d’ou l'existence du développement limité et ’expression annoncée. O

2
Exercice 1. Déterminer un développement limité de <ﬁ> a l'ordre 2 en 0.

Solution : Comme = 1+az+ 2%+ o(z?), on trouve par produit et en développant :

— X z—0

2
(1ix)1;0u+x+x?+mﬁ»u+x+xl+dﬁ»

— (l+z+a)+ @+ a?) + (@) +ola?)

xT—r

1 \2
< ) = 1+ 2z +32% + o(2?).

1—=x z—0

Proposition 1.7 (Primitivation d’un développement limité)

Soient I un intervalle, a € I et f une fonction dérivable sur I.

Soit n € N, on suppose que f’ admet pour développement limité f'(x) g ar(z — a)f 4+ o ((x —a)").
$—>a
n (a: a)k+l I
3 e, . A
Alors f admet pour développement limité f(x) . f(a) + g U +o((x—a)"*)

Démonstration. On pose g la fonction définie de I dans R par Vo € I, g(z) = f(z) — f(a) — > p_o ak (@ k11+ Elle
/

S
est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables, et Vo € I, ¢'(z) = f'(z) — Y_}_ ax(z — a)*, on a donc

J() = o((@—ay).



Soit x € I \ {a}. La fonction g est continue et dérivable sur I, donc d’aprés I’égalité des accroissements finis, il
existe un réel ¢, compris entre a et x tel que W = ¢'(cz). On construit ainsi une fonction ¢ de I\ {a} dans

R et telle que Vx € I, |¢; — a] < |z — a|. Un théoréme d’encadrement donne alors que lim ¢, = a, et :

g9(z) | _|9(x) = g(a) g'(¢z) g(ex) ||(cz=a)" g'(ez)
(x —a)"t1| | (x —a)*t! (x—a)*|  |(cz —a)"|| (x —a)" (cx —a) I~

ou cette derniére limite s’obtient par composition a droite dans la relation ¢'(x) = o((x —a)"). On en déduit
que g(z) = o ((x — a)”“), d’ou le résultat annoncé en remplagant g par sa définition. O
Remarque. Attention : dans le cas général, on ne peut par contre pas dériver un développement limité.
Proposition 1.8 (Développement limité de tan(z))
23

tan(z) =t gt o(z?).

z— 3

Démonstration. On a déja vu que tan(x) ~ z. Donc tan(x) =, o(z).
T—r

z—0
Or tangente est dérivable sur | — 5, 2[, et Vo €] — 5, %[, tan’(z) = 1 + tan®(z). Donc par opérations sur les
négligeabilités,
tan’(z) = 1+ (z4o0(x))? = 1+22+z0(z) +z0(2) + 0(2?) = 1+ 2%+ 0(2?).
z—0 z—0 z—0
On trouve donc en primitivant : tan(z) = tan(0) + = + L; +o(x®) = x+ %3 + o(z?). O
z—0 z—0

1.3 Formule de Taylor-Young
Proposition 1.9 (Existence d'un développement limité d’ordre 0)

Soit a € R, et f une fonction définie en a et au voisinage de ce point. La fonction f est continue en a si et
seulement si f admet un développement limité d’ordre 0 en a. On a alors f(z) = f(a)+ o(1).
T—a

Démonstration. On commence par remarquer que :

f est continue en a <= lim f(z) = f(a) < f(z) = f(a)+ o(1).

r—a r—a

Donc si f est continue en a, elle admet bien un développement limité d’ordre O en ce point. Réciproquement, s’il
existe ag € R tel que f(x) = agp+ o(1), alors lim,_,, f(z) = ap. Donc ap = f(a) et f est continue en a. O
Tr—a

Proposition 1.10 (Existence d'un développement limité d’ordre 1)

Soit a € R et f une fonction définie en a et au voisinage de ce point. La fonction f est dérivable en a si et
seulement si f admet un développement limité d’ordre 1 en a. On a alors :

flx) = f(a)+ f'(a)(z —a) + o((z — a)).

T—a
Démonstration.
— Si f est dérivable en a, alors lim,_,, W = f'(a) € R, donc W = f'(a) + o(1), ce qui donne
bien f(z) = f(a)+ @)z - a) +of(@ — ).

— Réciproquement, si f admet un développement limité d’ordre 1 en a, il existe (ag,a1) € R? telles que
f(x) = ap+ai(z —a)+ o((x —a)). Un passage a la limite donne lim,_,, f(x) = ag, donc ag = f(a). On
Tr—a

en déduit W = a1 + o(1), ce qui donne lim,_,, f@)=f(a) _ a1 € R. Donc f est dérivable en a et

r—a r—a
fl(a) = a1



Proposition 1.11 (Formule de Taylor-Young)

Soit n € N. Si f est une fonction de classe C™ sur un intervalle I et a € I, alors :

n k
r—a "
f) = 3 0@ o (@ ap)

=0

. . . . . (z —a)* (k) n
Démonstration. Soit n € N, on pose P(n) : « Si f € C"(I,R), alors f(x) = Tf (@) +o((x—a)") ».
k=0 '

— Si f est continue sur I, alors f(z) = fla)+o(1) = (x_ma)of (a) + o ((z — a)°). Donc P(0) est vraie.

— Soit n € N, on suppose que P(n) est vraie. Soit f € C"*1(I,R). Alors f est dérivable sur I et f' € C"(I,R).
n

_ \k
L’hypothése de récurrence appliquée a f' donne alors : f’(x) . Z (xk‘a)f(kﬂ)(a) +o((x—a)"),
k=0 '
ce qui donne en primitivant :

n+1

_ (z —a) D) _anFly (z —a)’ (i) nt1

f@) = fla G @ e(@-a )x;af(aH; 7@ +o(@—a)).

Donc P(n + 1) est vraie.
D’ou le résultat annoncé. O
Remarque. On peut également écrire f(a + h) o Z f(k (a) +o(h").
1.4 Développements limités usuels en 0

Proposition 1.12 (Développement limité de la fonction exponentielle)
@ = 1rat 4T 4 +—n+ —Zn:x— ")
P e T T T o) Sy 2u

k=0

Démonstration. Soit n € N, la fonction exponentielle est de classe C" sur R et Vk € [0,n], exp®) = exp. D’apres
la formule de Taylor-Young, I’exponentielle admet donc pour développement limité & 'ordre n en O :

n zk n zk

exp(z) o 2 E exp(0) 4+ o(z™) = 2 E + o(z™).

Proposition 1.13 (Développement limité de sh(x) et ch(z))

333 1,5 x2n+1 Il n x?k-‘rl o1
h(z) = 2 42 S ntly B n
sh) Spetgrtst T 5, 2 (2h 1 1)! ol@™™)
2 4 2n n 2k
ST, ) _ N on
ch(z) o 1+ + 1 +-F 2n)! + o(z"™) =ty 2h)] + o(z"™)



Démonstration. On revient & la définition des deux fonctions, en utilisant le développement limité d’exponentielle
a l'ordre 2n + 1 et en composant a droite par —x car lim —x =0 :

z—0
2n+1 p 2n+1 kK
T 2n+1y (=D 2n+1
et _ o kzo k! ol ) kzo k! ol ) n 2k+1 _—
h = —-— = = = — B — n .
shiw) 2 a5 2 S0 2= 2R D ol@™™)
On procéde de méme pour ch. O

Remarque. Les exposants 2k et 2k + 1 ont été introduits pour permettre d’avoir des formules simples, mais il
faut garder a l’esprit que I'ordre d’un développement limité correspond & la puissance qui apparait dans le o.

Exercice 2. Déterminer les développements limités en 0 de sh et ch a 'ordre 5.

25 22 gt
Solution : sh(x) =, +§+§+0( %) et ch(z) =, 1+—+E+o( %).

Proposition 1.14 (Développement limité de la fonction inverse)

_ 2
1—wx:01+$+$ +-- 42"+ o(z = Zx +o(x

1 n

_ _ 2 .. 1\ ny k. .k
el ek s +(-1)"x +0(:U)xﬁ0k20( DFzk + o(z™).

Démonstration. Le premier développement limité a été montré en exemple dans le début du chapitre. Le deuxiéme
s’en déduit par composition a droite puisque lirr%) —x=0. O
Tr—r

Proposition 1.15 (Développement limité de la fonction logarithme)

1:2 l’3 n

= -4 ... — ”*11:7 — - n
ln(l—i-a:)xzox 5t 3 +-+ (=1 - x—)O; + o(z").

—_

n—

Démonstration. On primitive le développement limite ek 4 o(z"~ 1), ce qui donne :

-0

k:O
-1 k+1 n L
_ _ ny _ 1)1t n -
In(1+x) = In(1+0)+ > Cto(") = Z( 1)'71 = + o(x") en posant i = k + 1.
k=0 1=1
0
Proposition 1.16 (Développement limité de arctan(z))
3 5 2n+1 n 2k+1
x> x x
t = rx— 4+ 4. 4 (=" 2n+l —1)k 2n+1y
arctan(z) = @ =+ 5 e+ ()T ol )Hokzo( Vopgr T
Démonstration. lim 22 = 0, donc ! = i( 1)k2?* 4 o(2®™) et par passage aux primitives
" 20 ’ + x2 -0 P ’
n , 22kt - n L w2 -
— n _ n
arctan(z) = arctan(0) + kz_o(—l) 1 +o(x ) o Z(—l) 1 +o(z ).
0



Proposition 1.17 (Développement limité des fonctions puissances)

Pour tout réel «,

2 "
(1+2)* = 1+04—+0¢(04—1) —|—---+a(04—1)~ (v —n+1) +0( ™).
Démonstration. Soit n € N, la fonction f: z — (14 x)® est de classe C™ sur | — 1, +o0[ et d’aprés les formules de

dérivées usuelles, Vk € [0,n], Vo €] — 1, +oo[, f¥)(z) = a(a—1)--- (o — k4 1)(1 4+ 2)**. D’aprés la formule de
Taylor-Young, f admet donc pour développement limité & 'ordre n en O :

2 "

(14 2)” = 1+ai+a(a—1)2‘—|—---+a(a—1) (a—n+1) +0( ™).

Exercice 3. Déterminer un développement limité de /1 + x a ’ordre 2 en 0.

11 1\a? I
Solution : La formule donne : /1 + x =, 1+ -x+ = (—) Ty o(x?) =, 1+ -2 — =22 + o(x?).
T—> r—

2 2 2) 2 2 8

Proposition 1.18 (Développement limité de sin(x) et cos(x))

$3 375 $2n+1 il n % x2k+1 ot
1 = - i .. 1y n — 1= n
sin@) Spe—grtp ot D gy o) 5, Z_:( Ve T
2 4 2n n 2k
X xr xr X
= 1 - — - —1)" 2ny -1 k 2n )
cos(@) St gt gt gy el = > (1) o o)

Démonstration. Soit n € N, la fonction f : x — sin(x) est de classe C?"*! sur R et d’aprés les formules de dérivées
usuelles, V& € [0,2n + 1], Vz € R, f*)(z) = sin(x + k7). D’aprés la formule de Taylor-Young, f admet donc pour
développement limité & 'ordre 2n + 1 en O :

2n+1 n
ZL‘Qk—H

sinfe) 5, 2 ESIIl( 3) o) = S (D Gy o™,

On proceéde de méme pour cos. O

1.5 Exemples de calculs
Exercice 4. Déterminer un développement limité d’ordre 2 en 0 de z > cos .

2
Solution : cos(z) = 1— oy o(x?).
z—0 2

Exercice 5. Déterminer un développement limité d’ordre 3 en 0 de = > cos .

Solution : cos(z) =, 1-— % + o(2?).
T—r

Exercice 6. Déterminer un développement limité d’ordre 2 en 0 de x — /1 + 2z — exp(z).
2

1 1
Solution : exp(z) = 1+x+ % + o(x?). De plus, V1 +x = 1+ 5%~ ga:Q + o(x?) et iliI(l) 22 = 0 donc

x)? 2
\/1+2xx; 1—|—;(2 )-l—;(—;)@z)—i—o(@x) )xzol—l-x———t-o( 2).

Donc /1 + 2z — exp(x) =, —z2 + o(z?).
Tr—r



:B2
S()lll‘ '() . COS = I —_— + 3
M . (x) ()(m ) e

1+

1 —z+2%— 2%+ o(2?), dott par produit :

cos(x) (1 _z + o(:v3)> (1 -2 +2%—2° + o(z?))

1+ a0 2
2 3 4 5
e N
- 1 2 _ 3 _ T v o X 3
= r+at -z 2+2 2+2+0(x)
cos(x) 2 g3 3
ettt R A
In(1 + z?)

Exercice 8. Déterminer un développement limité & 'ordre 5 en 0 de x — ——.

x

Solution : On commence par chercher un développement limité a ’ordre 6 (puisqu’on divisera ensuite par x) en 0

de x — In(1 + x2). On sait que In(1 + z) =0T~ % + I—; + o(z3) et lir% 2% = 0, donc par composition a droite :
T— r—r

In(14 2% = 2? i + 7 + o(z°)
Diviser par = donne alors :
In(1 + 2?) 3 2P 5
T et Ty el
1
Exercice 9. Déterminer un développement limité d’ordre 2 en 0 de z — ————.
1+1n(1+2)
2
1
Solution : 1 +In(l14+2) = 1+z— %2 +o(z?). Or lim (z — T +0(z?)) =0 et on a = 1—u+u®+o(u?),
z—0 z—0 2 1+ u u—0

une composition & droite donne donc :

1 1
1—|—1I1(1—|—.7}) a::>0 1+x—%2+0(332)

- (x_x;JrO(wZ)) i <a;_x22+o(:c2)>2+0 ((m—x;Jro(xQ))Q)

T
_ 1 72 2
= {L“+2+$ + o(x?)

3
I R 9.2 2y
TF (1 £ ) +50 m—i—zaz + o(z?)

2 Etude locale de suites et de fonctions

2.1 Recherche de limite ou équivalent

2 2
Exercice 10. Montrer que la fonction f définie sur |0, 1] par Vz €]0,1], f(z) = — - est prolongeable
sin(z) In(1+ )

par continuité en 0.
Solution : On commence par tout mettre au méme dénominateur pour y voir plus clair : Va €]0, 1],

2 .
flx) = sn(z)In(1 1+ 2) (In(1 4+ z) — sin(x)) .

Les équivalents usuels donnent le comportement du dénominateur : sin(z) In(1 + x) ~ 22, ils ne permettent par
x>

contre pas de gérer directement le numérateur (puisqu’il est interdit de sommer des équivalents). On cherche donc



un développement limité en 0 du numérateur (l'ordre est & déterminer pendant le calcul afin d’obtenir au moins
un terme non nul).
2 2 2

In(1+ z) — sin(x) vt e % —z + o(z?) = _% + o(a?) ~ _!%.
On en déduit que f(x) ~ —1 et donc lin% f(z) = —1 € R. La fonction f est donc prolongeable par continuité en
T— T—

0.

1
Exercice 11. Déterminer un équivalent de la suite u, = — —In | 14+ — |.
n n

Solution : On commence par étudier la fonction f définie sur |—1, +oo[ par f(x) = z—In (1 4 x) (de maniére a cher-
cher un développement limité en 0). On sait que In (1 4 z) =%~ % +o(z?), donc par somme de développements
T

limités :
72

_ 2
fl@) =, = +ola?),

Or limy— 400 % = 0, donc par composition & droite, u, = ﬁ +o0 (%), donc u, ~ #

2.2 Positions relatives de la courbe et sa tangente

cos(x)
14z

Exercice 12. Déterminer la tangente en 0 de la fonction f définie sur | — 1, +oo[ par Vo €] — 1, +oo[, f(x) =
et étudier la position_de la courbe par rapport & sa tangente.

Solution : L’exercice [7{|nous donne %(i) = 1—z+ % +o0(z?). La courbe admet donc en 0 une tangente d’équation
T—r

y =1 — x (par propriété des développements limités d’ordre 1), et

2 2

f@)—(-a) = T +o@) ~ %

Au voisinage de 0, la courbe est donc au-dessus de sa tangente en 0.

~ — >0.
z—0 2 >0
2.3 Recherche d’asymptote

Définition 2.1 (Asymptote)

Soit f une fonction réelle définie au voisinage de +oo (resp. —oc) et (a,b) € R%. On dit que f admet la
droite d’équation y = az + b pour asymptote au voisinage de +0o (resp. —oo) quand :

flx) = azx+b+o(1) (resp. f(x) :OOax—i-b—i-o(l))

T—+00 T——

Exercice 13. Soit f la fonction définie sur R par Vax € R, f(x) = x;;;:c; Déterminer son asymptote au voisinage
de 400 et étudier la position de la courbe par rapport a 'asymptote.
Remarque : on pourrait utiliser une décomposition en éléments simples, mais on ne le fera pas ici pour travailler
les compétences de développements limités.
Solution : On commence par poser r = % pour se ramener a4 une étude au voisinage de 0 et on factorise le
dénominateur pour se ramener au développement limité en 0 de u +—» p%u :

Jh € R* f<1> _mta_ l+h 14k 1

)
h

L2 h+23 T h 14202

Comme lim 2h% = 0, on trouve en composant & droite :

h—0
1\ 1+h 2 oy L4+h—2n2+0(h?) 1
f<h> hZoT(l_% + o(h?)) =, h h:0h+1—2h+o(h).
On en déduit : ) .
= 1-2 -
f(x) x—>+oox+ x+0(x>
Donc y = x + 1 est asymptote & f au voisinage de +o00 et f(z) — (z + 1) et —% < 0. La courbe est donc en

dessous de son asymptote.
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2.4 Recherche d’extremum local

Remarque. Rappel : les extremums locaux d’une fonction de classe C' sauf en un nombre fini de points, sur un
intervalle quelconque, sont & chercher parmi :

— ses points critiques,

— les points ou la fonction n’est pas dérivable,

— les bornes de l'intervalle.

Proposition 2.2 (Utilisation de la dérivée seconde)

Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle ouvert I et soit ¢ € I un point critique de f. Alors,
— Si f@(e) > 0, alors f posséde un minimum local en c.
— Si f@(e) <0, alors f posséde un maximum local en c.

Remarque. Si f?)(¢) =0, on ne peut rien conclure.

Démonstration. La fonction f est de classe C?, on peut donc effectuer un développement limité a I'ordre 2 en ¢ :
pour h au voisinage de 0,

h2
fle+h) = fle)+hf'(e) + 5 f"(c) + o(h?).
h—0 2
Or ¢ est un point critique de f, donc f/(¢) = 0, et on a pour h au voisinage de 0 :

h2

Fle+m) = () = 5 1"(e) + olh?).

— Si f@(c) > 0, alors f(c+h) — f(c) o %2]"”(6) > 0 et f posséde un minimum local en c.
H

— Si f@(c) <0, alors f(c+h) — f(c) et %2]”/(6) < 0 et f posséde un maximum local en c.
H

O

Exercice 14. Trouver les extremums de la fonction f : z — 2® — 22 — z + 1 définie sur [—2, 3]. Déterminer leur
nature, et s’ils sont locaux ou globaux.

Solution : Par le théoréme des bornes, la fonction est continue sur un segment, donc admet au moins un minimum
global et un maximum global (il va falloir les déterminer). La fonction f est de classe C? sur son intervalle de
définition, donc les extremums sont soit des points critiques, soit des bornes de l'intervalle. On commence par

chercher les points critiques : Va € [-2, %],

f'(x) =32° =2z — 1 et f"(z) =6z — 2.

Donc f'(z) = 0 <= 322 — 2z — 1 = 0. On cherche les racines de ce polynéme : A = 4 +4 x 3 = 16 = 42, donc on
a deux racines réelles, qui sont 1 et —%.
Il y a donc au total quatre points a étudier : 1, —%, —2 et % On commence par calculer leurs images :

) =0, f (-i) _ ‘;li ~ 1,19, f(=2)=—9, f @) _ g ~ 0,63,

Le minimum global vaut donc —9 et est atteint en —2, et le maximum global vaut % et est atteint en —%.
Il ne reste plus qu’a étudier les deux points restants : f” (1) = 4 > 0, donc 0 correspond & un minimum local

atteint en 1. De plus,
3 3 (3 _ 1
f <2+h> —f <2> =hf <2> +o(h) = 1 h+ o(h).

C’est négatif a gauche de % (qui est la borne de droite de l'intervalle), donc % correspond & un maximum local

atteint en % .
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2.5 FEtude asymptotique de suites

Exercice 15. On consideére les suites (,)n>2 et (yn)n>2 telles que

Ty —> —00 Yn —> +00
et =z, +n ey =y, +n -’

Un exercice de la fiche d’exercices « Limites et continuité » garantit la bonne définition de ces suites, en déterminer
des équivalents au voisinage de +oo.

Solution :
— On conjecture que x,, ~ —n:

n—-+oo
. T . efn —n . etn
lim % = lim = lim <—|—1>:O+1:1,

n—+oo —n n—-+oo —n n—-+oo —

puisque par composition lim e = lim et =0. Doul’ équivalent annoncé.

n—-4o0o t——o00

— On conjecture que y, ~ In(n):
n——+00

Exercice 16. Soit u € RN" définie par u; = 1 et ¥n € N*, Upt1 = 1+ 22

1.

Yn _ 1 Yn 1 1_@ 1 _ Yn
- In(n) _ lim In(e¥ —yn) _ - n(e) +In(l - &%) lim <1+n(eyn)):1+0:17

n—-+4o0o Yn n—-+4o0o Yn n—+400o Yn n—-+00 Yn

puisque par croissances comparées et composition, lim = lim — = 0. D’ou I’équivalent annoncé.
n——+oo eYn t—+oo el

n+1°
Montrer que Vn € N*, ona 1 <wu, <1+ %
Solution : Soit 7 € N*, on pose P(n) : « 1 <u, <1+ 2 ».
— up =1,donc 1 <uy <1+2et P(1) est vraie.
— ug =14+% =2 donc 1 <up < 1+1 et P(2) est vraie (vérifier P(2) est nécessaire pour pouvoir supposer
> 2 dans I heredlte)

— Soit n > 2, on suppose que P(n) est Vraie Donc 1 € u, <1 —|—% <1 +1 = 2, on en déduit
0< 5 < +1 Donc 1 < upq1 < 1+ #5 et P(n+ 1) est vraie.

On obtient donc bien I'inégalité voulue.
En déduire que u, =1+ 0(1) :

2
Solution : Par théoréme d’encadrement, comme lim 1+ —=1,ona lim w, = 1. Donc u, =1+ o(1).
n—-4o0o n n—-+oo

En déduire que u,, = 1 + l +o0 (l) :

Solution : u, = 14+0(1), donc n“ﬁl = n}rl +o0 (n%rl) et upy1 = 14+ —= n+1 +o0 (n+1> Donc u, = 1+ +o( )

Rmq : on peut formaliser cette derniére égalité avec une composition & droite, puisque 111}_1 n—1=4o0,
n—

o0
mais ce n’est pas la difficulté principale de la question.

.Endedulrequeun—1+ + .2 +0( ):

— 1 _ 1 1 1
Solution : u, = 1+ to ( ) n+1 - n+1 +n(n+1) +o (n(n-i—l)) et Unt1 = 1+Tﬂ+n(n+1) To (n(n+1))

1 1

Donc u, =1+ % + (n—ll)n +o0 <(n_11)n), ce qui donne successivement u, — 1 — & ~ em ™~ % (grace a la

relation entre équivalents et négligeabilités) Donc u, =1+ % + # +o0 (n—lg)
Endedulrequeun—1+ +.z+ .3 +0( ):

Solution : u, =1+ - -I- —|—0( ) donc 1+ 2 =1+ n+1 + n(n+1) + n2($+1) +o (n2($+1)>'

1 I | _ n(n+1)—n?+ntl 1
Donc un+1 =1 = 543 = Gaape = srn ~ mre T wern +o () = Thatinr o ()

o 1 1 _ _2n+1 1y 2 1
On poursult P Up+1 — 1-— el T (n+1)2 = n2(2+1)2 + o0 (*3) = m + o0 (m)

1 1 2 1
Donc up41 —1— TH - (n+1) ~ n(n+1)2 ~ (n+1) Onaenfinupy1 =1 +—5 n+1 + (HH)Q + (n+1)3 +o0 (m)
puis up = 14 2 + -5 + & + 0 (5).
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