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Dans tout le chapitre, K désignera R ou C.

1 Généralités
1.1 Définitions et premiéres propriétés
Définition 1.1 (Application linéaire)

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f une application de E dans F. On dit que f est une application
linéaire de F dans F si elle vérifie :

Y(z,y) € B?, f(z+y)=f(z)+ fly) et VreEVIeK, fz)=\f(z).

Proposition 1.2 (Valeur en 0)

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F'. Alors f(0g) = Op.

Démonstration. La linéarité de f donne f(0g) = f(Og +0g) = f(0g) + f(Og). En retranchant f(0g) aux deux
membres de cette égalité, on obtient que f(0g) = Op. O

Proposition 1.3 (Caractérisation d’une application linéaire)

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. La fonction f est une application linéaire de F dans F’ si et seulement
si V(z,y) € B, VA €K, f(Az +y) = Mf(2) + f(y).

Démonstration.
— Supposons que f est une application linéaire, V(z,5) € E2, VA € K, f(A\z+y) = f(Ox)+f(y) = Mf(2)+f(y).
D’ou le résultat.
— Supposons la condition vérifiée. Soit (z,y) € E?, f(x+y) = f(lx+y) = 1f(x) + f(y) = f(z) + f(y). On en
déduit en particulier que f(0g) = 0p. Deplus,siz € Eet A € K, f(Az) = f(Az+0g) = A\f(2)+0p = A f(x).
D’ou le résultat.
O

Exercice 1. Montrer que I'application P +— P’ est une application linéaire de R[X] dans R[X].
Solution : Soit P et @ deux polyndmes, et A un réel, (AP + Q) (X) = AP'(X) + Q'(X). Donc 'application étudiée
est linéaire.
Exercice 2. Déterminer si les applications suivantes sont des applications linéaires :
1. La fonction f définie de R? dans R par : f ((z,9)) =z +y + 1.
2. La fonction g définie de R? dans R par : g ((z,y)) = = +v.
3. La fonction h définie de R? dans R par : h((z,y)) =z x y.
Solution :
1. f((0,0)) =1 #0, donc f n’est pas une application linéaire.
2. Soit (z,y) et (z/,y') deux éléments de R?, et A un réel.

9 (Az,y) + (2,y) =g (Az+ 2" Ay +y)) =de + 2" + Xy +y' = Ag ((z,9) + g ((2,y)) -
Donc g est une application linéaire.

3. h((0,1)+(1,0)) =h((1,1)) =1#04+0=h((0,1)) + ~((1,0)). Donc h n’est pas une application linéaire.
Exercice 3. Montrer que I'application f définie de M,,(C) dans M,,(C), par f(M) = M est une application
linéaire.

Solution : Soit M et N deux matrices de M,,(C) et A un complexe. On a :
FOM+N)=OAM+N)" =XMT + NT = Xf(M) + f(N).

Donc f est bien une application linéaire.



1.2 Opérations usuelles
Proposition 1.4 (Espace vectoriel des applications linéaires)
L’ensemble des applications linéaires d’un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F' est un espace

vectoriel. On le note L(E, F).

Démonstration. On va montrer que ¢’est un sous-espace vectoriel de FF.
— L’application nulle est linéaire, donc dans L(FE, F).
— Soit (f,g) € L(E,F)? et A € K. Soit (z,y) € E?, et p € K. On a :

(M +9)(px +y) = Af(pr +y) + g(px +y)
= Auf(z) + Af(y) + pg(z) + g(y)
= p(Af(2) + g(2)) + Af(y) +9(y)
= pAf+9)(@) + (Af+9)(y)

Donc (Af +g) € L(E,F), et L(E, F) est stable par combinaison linéaire.
Donc c¢’est un sous-espace vectoriel de F'¥. Donc c’est un espace vectoriel. O

Proposition 1.5 (Composée de deux applications linéaires)

Soit E, F et G trois K-espaces vectoriels. Si f est une application linéaire de E dans F, et g est une
application linéaire de F' dans G, alors g o f est une application linéaire de F dans G.

Démonstration. Soit (x,y) € E?> et A€ K, go f(Ax +y) = g(Af(z) + f(y)) = Ago f(z) +go f(y). Donc go f est
une application linéaire. ]

Proposition 1.6 (Distributivité de la composition)

Soit E, F' et G trois K-espaces vectoriels. Si f et g sont des applications de E dans F', et h est une application
linéaire de F' dans G, alors ho (f +g) =ho f+hog.

Démonstration. Yz € E, ho (f 4+ g)(x) = h(f(x) + g(z)) = ho f(x) + ho g(x). D’ou le résultat. O

Remarque. On savait déja que si f est une application de ¥ dans F, et g et h sont des applications de F' dans
G, alors (g+h)o f =go f+ ho f, sans condition de linéarité.

1.3 Isomorphismes
Définition 1.7 (Isomorphisme)

Soit F et F' deux K-espaces vectoriels, et f une application linéaire de F dans F. On dit que f est un
isomorphisme de E dans F lorsqu’elle est bijective de E dans F'.

Exemple. L’application identité de F, notée idg et définie par  — x est un isomorphisme de FE.
Proposition 1.8 (Réciproque d’un isomorphisme)

Soit E et F deux K-espaces vectoriels, et f un isomorphisme de E dans F. Alors f~! est un isomorphisme
de F' dans E.

Démonstration. On sait déja (depuis le chapitre Applications) que f~! est bijective de F' dans E. Montrons que
c’est une application linéaire. Soit (y,z) € F? et A € K, la linéarité de f donne :

FHOy+2) = U ) + FEHE)) = O )+ F7H2) = M Hy) + ().

Donc f~! est bien un isomorphisme de F' dans FE. O



Proposition 1.9 (Composée d’isomorphismes)
Soit E, F et GG trois K-espaces vectoriels. Si f est un isomorphisme de F dans F, et g est un isomorphisme

de F dans G, alors g o f est un isomorphisme de E dans G, et on a (go f)"! = f~tog™t

Démonstration. Découle directement des résultats déja connus sur la composée de deux applications linéaires et
la composée de deux bijections. O

2 Noyau, image et rang

2.1 Noyau et image
Proposition 2.1 (Image directe d'un sous-espace vectoriel par une application linéaire)
Soit E et F' deux K-espaces vectoriels, f une application linéaire de E dans F' et H un sous-espace vectoriel
de E. Alors f(H) est un sous-espace vectoriel de F'.

Remarque. On rappelle que f(H) = {f(z)|x € H}.

Démonstration. H est un sous-espace vectoriel de E, donc O € H. De plus, f(0g) = Op puisque f est une
application linéaire. Donc Of € f(H).
Soit (w,y) € f(H)?, et A € K. Alors il existe a et b dans H tels que f(a) = x et f(b) =y. Comme H est un espace
vectoriel, Aa +b € H. De plus,

fAa+b) = Af(a) + f(b) = Az +y.

Donc Az +y € f(H), donc f(H) est un sous-espace vectoriel de F. O
Proposition 2.2 (Image réciproque d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire)
Soit F et F' deux K-espaces vectoriels, f une application linéaire de E dans F' et G un sous-espace vectoriel
de F. Alors f~!(G) est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque. On rappelle que f~1(G) = {x € E|f(z) € G}.

Démonstration. G est un sous-espace vectoriel de F, donc Op € G. De plus, f(0g) = O puisque f est une
application linéaire, donc 0 € f~1(G).
Soit (z,y) € (f1(G))?, et A € K. Puisque G est un espace vectoriel, la linéarité de f donne :

fQz+y) = Af(x) + f(y) € G.
Donc Az +y € f~1(G). Donc f~(G) est un sous-espace vectoriel de E. O
Définition 2.3 (Image d’une application linéaire)
Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F'. On appelle image de f,

et on note Im(f), 'image directe de E par f.

Remarque. On a donc :
Im(f)=f(FE)={y € F|3z € E tel que y = f(x)}.

De plus, d’apreés les résultats précédents, Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Exercice 4. Soit g I'application linéaire définie de R? dans R par g ((z,y)) = = + y. Déterminer son image.
Solution : Il est immédiat que Im(g) C R. Réciproquement, soit € R, z = ¢ ((x,0)) € Im(g). On a donc montré
par double inclusion que Im(g) = R.



Proposition 2.4 (Image et surjectivité)

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E' dans F'. La fonction f est surjective
si et seulement si Im(f) = F.

Démonstration. Immédiat, puisqu'une application de E' dans F' est surjective si et seulement si f(F) = F. ]
Remarque. On peut également noter que Im(f) = {Op} si et seulement si f est ’application nulle.

Définition 2.5 (Noyau d’une application linéaire)

Soit F et F' deux K-espaces vectoriels, et f une application linéaire de E dans F. On appelle noyau de f,

et on note Ker(f), I'image réciproque de {Or} par f.

Remarque. On a donc :
Ker(f) = 7 ({0r}) = {z € E|f(x) = 0r}.
De plus, d’apres les résultats précédents, Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 5. Soit g I'application linéaire définie de R? dans R par g ((z,y)) = = + y. Déterminer son noyau.
Solution : Soit (x,y) € R,

(z,y) € Ker(g) <= g ((z,y)) =0<= 2+ y=0<= (z,y) = 2(1,—1) < (x,y) € Vect((1,—1)).
On a donc Ker(g) = Vect((1, 1)) = {(x,y) € R?|z +y = 0}.
Proposition 2.6 (Noyau et injectivité)

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels, et f une application linéaire de E dans F'. La fonction f est injective
si et seulement si Ker(f) = {0g}.

Démonstration.
— Supposons que f est injective. Alors Op a au plus un antécédent par f, donc Ker(f) a au plus un élément.
Or 0z € Ker(f) puisque f est linéaire. Donc Ker(f) = {0g}.
— Réciproquement, supposons que Ker(f) = {0g}. Soit (z,y) € E?, supposons que f(x) = f(y). Alors par
linéarité, f(z —y) = 0p, et x —y € Ker(f), donc x —y = 0g et x = y. Donc f est injective.
O

Remarque. On peut également noter que Ker(f) = E si et seulement si f est 'application nulle.

Exercice 6. On considére lapplication linéaire f : P+ P’ définie de R[X] dans R[X]. Trouver son noyau et son
image. Est-elle injective 7 surjective ?
Solution :

— On commence par chercher le noyau. Soit P € R[X],

P eKer(f) < P =0<+=deg(P) <0<+= P € Ry[X].

Donc Ker(f) = Ro[X]. Comme Ker(f) # {0}, 'application f n’est pas injective.

— Cherchons l'image. Il est direct que Im(f) C R[X]. Réciproquement, soit Q(X) = > 7_, axX"* € R[X]. On
pose P(X) = >}, lf‘—lekH, alors f(P) = @, et @ € Im(f). Donc Im(f) = R[X], et 'application f est
surjective.

Proposition 2.7 (Famille génératrice de Im(f))

Soit F et F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de F dans F. On suppose que E est de
dimension finie et on note (eq,...,e,) une de ses familles génératrices. Alors :

Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en)).



Démonstration. Vi € [1,n], f(e;) € Im(f). Donc Vect(f(e1),..., f(en)) C Im(f).
Réciproquement, soit y € Im(f). Alors il existe € E tel que y = f(z). La famille (ey,...,e,) est génératrice de
E, donc il existe (z1,...,2,) € K" tel que z =)' | zje;. On a donc, par linéarité de f :

y=flz)=f <Z fl?m) =Y zif(es) € Vect(f(er),. ., flen)).
=1

i=1
Donc Im(f) C Vect(f(e1),..., f(en)). Donc Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en)), par double inclusion. O
Remarque. C’est en particulier vrai lorsque (eq,...,ey) est une base de E.

Exercice 7. Soit f définie de R? dans R? par V(z,y) € R?, f((x,y)) = (4x — 6y, 2z — 3y). Montrer que c’est une
application linéaire et déterminer Im(f).
Solution : Soit (x,%) € R?, (a,b) € R et A € R. Alors :

FA(z,y) + (a,0)) = f((Az 4 a, Ay + b))
(A4(Ax+a) —6(Ay +b),2(Ax +a) —3(A\y + b))
= (A4x — 6y) + 4a — 6b, \(22 — 3y) + 2a — 3b)
A4z — 6y, 2z — 3y) + (4a — 6b,2a — 3b)
(5, 9) + F((a,h)

Donc f est une application linéaire. De plus, ((1,0), (0,1)) est une base de R?, donc

Im(f) = Vect (f((1,0)), f((0,1))) = Vect ((4,2), (=6, =3)) = Vect ((4,2)) ,

olt la derniére égalité provient de la relation (—6,—3) = —3(4, 2).

2.2 Rang
Définition 2.8 (Rang d’une application linéaire)

Soit F et F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F'. On dit que f est de rang
fini quand Im(f) est de dimension finie. Dans ce cas, on appelle rang de f, et on note rg(f) la valeur :

rg(f) = dim (Im(f)) = dim(f(E)).

Remarque. La fonction nulle est la seule application de rang 0.
Remarque. Im(f) C F donc si F est de dimension finie, dim(Im(u)) < dim(F). On en déduit rg(f) < dim(F).

Remarque. Si E est un espace de dimension n € N*, de base (ey,...,ey). On a Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en))
donc rg(f) =rg(f(e1),..., f(en)) < n, et en particulier rg(f) < dim(E).

Exercice 8. Soit f définie de R? dans R? par V(z,y) € R?, f((z,9)) = (42 — 6y, 2z — 3y). Déterminer son rang.
Solution : On a montré plus haut que Im(f) = Vect ((4,2)), donc ((4,2)) est une famille génératrice de Im(f). Or
(4,2) # (0,0) donc c’est aussi une famille libre. C’est donc une base de Im(f), ce qui donne rg(f) = 1.

Proposition 2.9 (Rang de la composée)
Soit E, F et G des K-espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F) et v € L(F,G). Alors :

rg(vou) < min(rg(u),rg(v)).

Démonstration. Par définition, rg(v o u) = dim ((v o u)(E)) = dim (v(u(E))).
— w(E) C F, donc v(u(E)) C v(F). Donc dim (v(u(E))) < dim(v(F)), ce qui donne rg(v o u) < rg(v).



— u(E) est de dimension finie, notons (f1,..., fn) une de ses bases (le cas ot u(E) = {Op} est immeédiat).
Alors dim (v(u(E))) = dim(Vect(v(f1),...,v(fn))) = 18(v(f1),...,v(fn)) < n = dim(u(E)). On en déduit
rg(vou) < rg(u).

O
Proposition 2.10 (Petit lemme)
Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire injective de E dans F'. Alors I'image par
f d’une famille libre de E est une famille libre de F.
Démonstration. Soit (eq,...,e,) une famille libre de E, montrons que (f(e1),..., f(en)) est une famille libre de

F. Soit (A\1,...,An) € K", on suppose que
n
D Aif(ei) = 0p.
i=1

On a alors, par linéarité de f, f (D1, Aie;) = Op, cad Y ", Aie; € Ker(f). Comme f est injective, Ker(f) = {0g},
ce qui nous donne Z?zl Aie; = 0p. Et comme (eq,...e,) est une famille libre de E, les A; sont tous nuls. Donc
(f(e1),..., f(en)) est libre dans F. O

Proposition 2.11 (Invariance du rang par composition par un isomorphisme)

Soit E, F' et G des K-espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F) et v € L(F,G). Alors :
— Si w est un isomorphisme, rg(v o u) = rg(v).
— Si v est un isomorphisme, rg(v o u) = rg(u).

Démonstration.
— Si w est un isomorphisme, alors en particulier u est surjective, donc u(FE) = F. Donc :
rg(vowu) = dim (v(u(E))) = dim(v(F)) = rg(v).

— Si v est un isomorphisme, alors en particulier v est injective. Comme u(F) est de dimension finie, no-
tons (f1,..., fn) une de ses bases (le cas ou u(E) = {Op} est immédiat). Alors (d’aprés le petit lemme)
(v(f1),-..,v(fn)) est une famille libre de G. On déduit de tout cela :

rg(vou) = dim (v(u(E))) = dim(Vect(v(f1),...,v(fn))) = n = dim(u(E)) = rg(u).

3 Endomorphismes
3.1 Définitions et opérations usuelles
Définition 3.1 (Endomorphisme)

Soit E un espace vectoriel. On appelle endomorphisme de E toute application linéaire de E dans E.

Définition 3.2 (Homothétie)

Soit E un espace vectoriel et A € K. On appelle homothétie de rapport A 'endomorphisme A de F défini
par Vz € E, h(z) = Az.

Remarque. On a alors h = \idg, ou idg est I'application identité de F.

Proposition 3.3 (Espace vectoriel des endomorphismes)

L’ensemble des endomorphismes d’un espace vectoriel E est un espace vectoriel. On le note L(E).



Démonstration. L(E) = L(E, E), c’est donc un cas particulier d’un résultat déja rencontré. O
Définition 3.4 (Puissances d’un endomorphisme)

Soit E un espace vectoriel et f € L(E). On pose f* =idg, et pour tout p € N, fPT!1 = fPo f = fo fP.

Remarque. On a ainsi fO =idg, fl=f, f2=fof, f2=fofof...

Remarque. Attention : la notation puissance se référe habituellement & des produits, mais ici, il s’agit bien de
compositions, pas de produits!

Exemple. L’application f : P — P’ est un endomorphisme de R[X]. On peut donc définir ses puissances : pour
tout P € R[X] et pour tout n € N, f*(P(X)) = P (X).

Proposition 3.5 (Formule du binéme de Newton)

Soit E un espace vectoriel et f et g deux endomorphismes de F tels que fog=go f. Alors Vn € N,

(F+ar =3 <Z> fFogn.

k=0

Démonstration. Cette formule se montre par récurrence, de la méme fagon que la formule du binome de Newton
pour les matrices. O

3.2 Projecteurs et symétries

Dans toute cette partie, on notera E un espace vectoriel, et I et F5 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans E. Pour tout vecteur x € F, on note (x1,x2) 'unique couple de F} x Fy tel que x = x1 + z2.

Définition 3.6 (Projecteur, symétrie)

On appelle projecteur sur F; parallélement & Fy l'application p définie par Va € E| p(x) = 7.
On appelle symétrie par rapport a F parallélement a F, 'application s définie par Vo € E, s(x) = z1 — x2.

Exemple. R? = Vect ((1,0)) @ Vect ((0,1)), avec ¥(z,y) € R, (z,y) = (2,0) + (0,y) (FAIRE UN DESSIN).
— (x,y) — (z,0) est le projecteur sur Vect ((1,0)) parallelement & Vect ((0,1)).
— (z,y) — (z,—y) est la symétrie par rapport a Vect ((1,0)) parallelement a Vect ((0,1)).

Exemple. R? = Vect ((1,0)) @ Vect ((1,1)), avec ¥(x,y) € R?, (z,y) = (x — y,0) + (y,y) (FAIRE UN DESSIN)
— (z,y) — (z — y,0) est le projecteur sur Vect ((1,0)) parallelement & Vect ((1,1)).
— (x,y) — (zr — 2y, —y) est la symétrie par rapport a Vect ((1,0)) parallélement & Vect ((1,1)).

Remarque. p est le projecteur sur Fj parallélement a Fy quand p|r, = idg et p|gp, = 0.
s est la symeétrie par rapport a Fy, parallelement & F5 quand s|p, = idg et s|p, = —idg.

Proposition 3.7 (Linéarité des projecteurs et symétries)

Les projecteurs et les symétries définis sur £ sont des endomorphismes de F.

Démonstration. On effectue la preuve dans le cas d’'un projecteur, elle s’adapte facilement au cas d’une symétrie.
Soit p le projecteur sur Fi parallélement & Fb, ot £ = F; @ F5. Il est immédiat que p est & valeurs dans F, il
suffit donc de montrer que c’est une application linéaire. Soit (z,y) € E?, et A € K. Alors 3(z1,22) € Fy x Fy et
y1,y2) € F1 X Fy tels que x = o1 +x2 et y = y1 +yo2. Alors, Ao +y = (Az1+y1) + (Az2 +y2), avec Axq +y1 € F1,
Axg +y2 € Fy et on a p(Ax +y) = Az1 +y1 = Ap(x) + p(y). D’ou le résultat. O



Proposition 3.8 (Caractéristiques d’un projecteur)

Soit p le projecteur sur Fy parallélement a Fh. Alors Fy = Im(p) = Ker(p — idg) et F» = Ker(p).

Démonstration. Soit x € E, alors 3(z1,z2) € F1 x F» tels que © = x1 + x2. Alors :

xe€Ker(p—idg) <= px)—x=0p <= 11— 11+ 22 =0p < 29 =0 < 1z € I,

x € Ker(p) <= p(x) =0p <= 21 = 0p < = € Fy.

Enfin, on montre F} = Im(p) par double inclusion. Soit = € Fj, alors x = x + O, ou (z,0g) € F} x Fy. Donc
p(z) = x. On en déduit que x € Im(p) et F1 C Im(p). Réciproquement, si = € Im(p), il existe z € E tel que
x =p(2). Or 3(z1,22) € F1 x Fy tels que z = z1 + 2z9. Alors z = z1 € F} et Im(p) C Fy. D’ou le résultat. O

Proposition 3.9 (Caractéristiques d’une symétrie)

Soit s la symétrie par rapport & F) parallelement a Fy. Alors F} = Ker(s — idg) et Fy» = Ker(s + idg).

Démonstration. Soit x € E, alors 3(x1,z2) € F1 x Fy tels que = x1 + x9. Alors :

z€Ker(s—idg) <= s(z) —x=0p <= 21 —22+ 21 — 22 =0 < 29 =0 <z € F},

rxeKer(s+idg) <= s(x)+2x =0 <=z —22+ 21+ 22 =0 <= 21 =0 <=z € F.

Proposition 3.10 (Caractérisation des projecteurs)

Soit f un endomorphisme de E. La fonction f est un projecteur si et seulement si fo f = f.

Démonstration.
— Supposons que f est un projecteur (sur F; parallélement a Fh, avec B = F| @ F3). Soit z € FE, alors
(1, 22) € Fy X Fy tels que © = 21 + xo. Donc f(x) = 1, et comme 21 = 21 + 0p avec 21 € F} et Op € Fy
cela donne :

fof(z)=f(z1) =21 = f(x).

Cela étant vrai pour tout z € E, on a bien fo f = f.

— Réciproquement, supposons que f o f = f. Montrons que f est le projecteur sur Im(f) parallelement &
Ker(f). Pour cela, il faut commencer par montrer que ces deux espaces vectoriels sont bien supplémentaires :
soit € E, on va montrer qu’il existe un unique couple (z1,z2) € Im(f) x Ker(f) tel que z = x1 + x2.

— Analyse : supposons qu'un tel couple existe. Comme z1 € Im(f), il existe y € E tel que f(y) = 1, et
donc z = f(y) + x2. En appliquant f de nouveau, on trouve par linéarité :

f@)=Ffofly)+fz2) =fofly)=fly) =1

Donc nécessairement, x1 = f(x) et zo =z — f(x).
— Synthése : soit z € E. On pose x1 = f(x) et z9 = z — f(x). Il est immédiat que z1 € Im(f), par ailleurs :

f(x2) = f(x = f(z)) = f(z) = fo flx) = f(z) - f(z) = O,

donc z2 € Ker(f). Comme de plus z = f(x) + (z — f(x)) = z1 + 2, cette décomposition convient bien.
Donc Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires dans E. Soit z € E, donc 3(x1,z2) € Im(f) x Ker(f) tels que
x =x1 + x9. Alors f(z2) = 0p et Jy € E tel que f(y) = x1, on a donc puisque fo f = f:

f(@) = fle1) + f(x2) = fo f(y) +0r = f(y) = 1.

Donc f est bien le projecteur de E sur Im(f) parallelement a Ker(f).
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Exercice 9. Soit f 'application linéaire définie de R? dans R? par : V(x,y) € R?, f((z,y)) = (4= — 6y, 22 — 3y).
Montrer que f est un projecteur, en précisant ses caractéristiques.
Solution : Soit (z,y) € R%. On a :

fof((z,y)) = f((4x — 6y, 2z —3y)) = (162 — 24y — 122 + 18y, 8z — 12y — 62 + Jy) = (4o — 6y, 2z —3y) = f((x,y)).

Donc fo f= f, et f est un projecteur. On va maintenant chercher son noyau et son image :
— Soit (z,y) € R?,

(.%',y) € Ker(f) — f((&“,y)) = (O’0>
< (4x — 6y,2x — 3y) = (0,0)
<—2x—-3y=0

332

< (x,y) € Vect((3,2)),

— (l’,y) =

Ce qui nous donne par double inclusion Ker(f) = Vect((3,2)).
— ((1,0),(0,1)) est une base de R%. Donc :

Im(f) = Vect (f((1,0)), f((0,1))) = Vect((4,2), (=6, =3)) = Vect((4,2)),

puisque (—6,—3) = —2(4,2).
Donc f est le projecteur sur Vect((4,2)) parallélement a Vect((3,2)).
Rmgq : pour 'image, comme il s’agit d’un projecteur, on pouvait aussi chercher Ker(f —id).

Proposition 3.11 (Caractérisation des symétries)

Soit f un endomorphisme de E. La fonction f est une symétrie si et seulement si f o f = idg.

Démonstration.

— Supposons que f est une symétrie (par rapport a Fj parallélement a Fy, avec E = F} @ Fy). Soit x € E,
I(z1,z2) € F1 X Fy tels que x = x1 + x2. Alors f(z) = x1 — x9, et comme x; € F} et —x9 € F5 cela donne :

fof(x)=flz1—x2) =21 — (—22) = 21 + 72 = .

Cela étant vrai pour tout € E, on a bien fo f =idg.

— Réciproquement, supposons que f o f = idg. Montrons que f est la symétrie par rapport a Ker(f —idg)
parallélement a Ker(f +idg). Pour cela, il faut commencer par montrer que ces deux espaces vectoriels sont
bien supplémentaires. On procéde comme dans le cas de la caractérisation des projecteurs, cette fois-ci avec
la. décomposition : . )

v =50+ f@) + 5~ f(@).

eKer(f—idg) eKer(f+idg)

Soit x € E, donc I(x1,x9) € Ker(f —idg) x Ker(f +idg) tels que x = z1 + x2. Alors :
f(@) = f(@1) + f(22) = 21 — @2

Donc f est bien la symétrie par rapport & Ker(f — idg) parallélement a Ker(f + idg).
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3.3 Automorphismes
Définition 3.12 (Automorphisme, groupe linéaire de E)

Soit E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E. On dit que f est un automorphisme de E
lorsqu’elle est bijective de F dans F.
On appelle groupe linéaire de F et on note GL(E) 'ensemble des automorphismes de E.

Remarque. Pour étre un automorphisme, il faut donc étre a la fois un endomorphisme et un isomorphisme.
Exemple. Les symétries sont des automorphismes, les homothéties de rapport non nul aussi.
Proposition 3.13 (Propriétés des automorphismes)

Soit E un espace vectoriel. Alors :
— Y(u,v) € GL(E)?, uov € GL(E).
— Yu € GL(E), uoidg = u = idg ou.
— Yu € GL(E),u ! € GL(E).

Démonstration. Découle directement des propriétés des isomorphismes, des endomorphismes et des compositions.

O]

idg sik=0
uo...ou sik>0
—

k fois

uwlto...outsik<0
—_———
—k fois

Remarque. Soit v € GL(E) et k € Z. On peut définir u* par : uf =

11
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