Exercices PCSI . .
B.Bouchet Produits scalaires

Exercice 1 (%). Pour tous = = (x1, 72, 73) et y = (y1,%2,y3) dans R3, on pose ¢(z,y) = x1y1 + 272Y2 + 373Y3.
1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R3.

2. Calculer la norme de (1,2, 3) pour ce produit scalaire.

Exercice 2 (). Soit u et v deux fonctions continues et positives sur [0, 1] telles que Vz € [0, 1], u(z)v(x) > 1.

Montrer que (fol u(t)dt) (fol v(t)dt) > 1.

Exercice 3 (%). Soient (z1,...,2,) € (RL)" tels que 1 + -+ 4+ z, = L.

n
1
Montrer que E — > n? et déterminer les éventuels cas d’égalité.
Ty
k=1

Exercice 4 (%). Soit f une fonction réelle, continue, et strictement positive sur un segment [a, b].
On pose ¢(f) = (f: f) (f: %) Montrer que £(f) = (b — a)? et déterminer les éventuels cas d’égalité.

Exercice 5 (%%). Soit f : [0,1] — Ry une fonction continue. Pour tout n € N, on pose I,, = fol t" f(t)dt.
Montrer que pour tout (n,p) € N?, I2, < I,

Exercice 6 (%). On considére E = R? muni du produit scalaire usuel, et les vecteurs e; = (2,1) et ea = (2,2).
Justifier que (e1, es) est une base de E, et 'orthonormaliser.

Exercice 7 (%). Pour tous polynomes P, Q € Ro[X], on pose (P,Q) = Z P(k)Q(k)
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1. Montrer que {,) définit un produit scalaire sur Ro[X].
2. Orthonormaliser la famille (1, X, X?).
Exercice 8 (%%). Soit (E,(,)) un espace euclidien de dimension p € N* et soit (eq,...,e,) une famille de

vecteurs unitaires tels que :
P

verv ||.'EH2:Z<.’E,€;€>2‘

k=1

Montrer que (e1,...,ep) est une base orthonormée de E.

Exercice 9 (%). Dans les cas suivants, déterminer une base de F'*, sa dimension, et la dimension de F.
1. E=R2% F = Vect ((3,-1)).
2. E=R3 F = Vect((1,0,1),(-1,-1,1)).
3. E=R3 F= {(1'1,172,1'3) € R332y + 4ay — 23 = O}.
4. E=R3 F = {(w1,22,73) € R*|321 + 4ao — x5 = 0 et 221 — x5 = 0}.

Exercice 10 (%%). Soit F' = {(z,y,2) € R}[2z — 2 = 0 et y + z = 0}. Déterminer une base orthonormée de
R3 adaptée & la somme directe F @ F*.

Exercice 11 (%%). Soit (E, (,)) un espace euclidien et F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
1. Montrer que (F + G)* = F-nG*.
2. En déduire que (FNG)*+ = F+ +G*.
3. Montrer que E = F @ G si et seulement si £ = F+ & G*.

Exercice 12 (%). Soit F = R? muni du produit scalaire usuel. Déterminer le projeté orthogonal du vecteur
u=(1,2,—1) sur le plan d’équation z +y + z = 0.

Exercice 13 (%). Soit £ = R3, muni du produit scalaire usuel. Déterminer la distance de v = (1,2,3) au
sous-espace vectoriel F' = {(z,y,2) € R3|z + 2y — 2z = 0}.

Exercice 14 (% ). Soit E un espace de dimension 3 et B = (Z, f, E) une base orthonormée de E.
Déterminer la matrice dans la base B du projecteur orthogonal sur la droite vectorielle dirigée par i — 3k.



Exercice 15 (k%% ). Montrer que ’ensemble A = {fow (e* — acos(z) — bsin(z))® dz|(a, b) € R2} admet un

minimum que 'on calculera.

Exercice 16 (Type DS). Soit ¢ Papplication définie de (R2[X])? dans R par : p(P,Q) = f_ll P(z)Q(z)dx.

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur Ry[X]. Dans la suite, on notera (P, Q) a la place de ¢(P, Q).

2. Calculer, pour k € {0,1,2,3,4}, 'intégrale f_ll Fdx

3. (a) Soit P(X) =a+bX +cX? € Ry[X] et Qo(X) =2X — 1. Calculer (P, Q) en fonction de a, b, c.
(b) Soit F' = Vect(Qop). En déduire une base de F'*, dont on notera Q1(X) et Q2(X) les vecteurs.

4. On note respectivement gz et gp. les projecteurs orthogonaux sur F et sur F-.
(a) Soit P(X) = a+bX + cX? € Ry[X]. Déterminer le polynéme gz (P(X)) en fonction des réels a, b, c.
(b) En déduire la matrice représentative de gr dans la base canonique de Ry[X], puis celle de gp. .
(c) Déterminer la distance entre le polynome 1 — X + 2X? et le sous-espace F.
(d) Quelles sont les matrices représentatives de gr et gp. dans la base Q = (Qo, Q1,Q2)?

5. Déterminer explicitement une base orthonormée (g, 71, m2) de Ro[X] adaptée & F @ F*.

6. Soit P € Ro[X] tel que f P2(t)dt = 1. On note (g, a1, az) ses coordonnées dans la base (mg, 71, 72).
(a) Sans calculer les a;, déterminer la valeur de of + o2 + 3.
(b) Soit ((a,b,c), (a/,¥/,c')) € (R*)2. Montrer que |aa’ + bb' + cc'| < VaZ + b2 + c2\/(a/)2 + (V)2 + (/)2
(c) Déduire des questions précédentes que pour tout x € R, |P(z)| < \/mo(z)2 + m1 (x ) + ma(x)2.




