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Consignes générales :
— Faites des SCHÉMAS ! ! ! !
— Commencer les réponses par une PHRASE.
— AUCUNE phrase ne peut commencer par donc, parce que, oui, non, du coup...
— Interdisez-vous d’utiliser « on .... » et « on a ».
— ENCADRER la grandeur et son expression LITTÉRALE FINALE.
— " DISTINGUER la pseudo-période et la période propre ; la pseudo-pulsation et la

pulsation propre.

Exercice n°0 Qui est-ce ?

Solution: C’est Hubert Reeves, astrophysicien français, vulgarisateur hors pair. Il est décédé le 13 octobre
2023.

Exercice n°1 Questions de cours : Régime sinusoïdal forcé (MAX 30 min)
Pour les questions suivantes, en QCM, indiquez la ou les lettres des bonnes réponses sur votre
copie.
R1. (bonus) Quels sont les mots correctement orthographiés ?

A. résonner B. résoner C. raisoner D. résonnance E. résonance F. raisonance
R2. Un signal physique est donné par x(t) = X0 cos(ωt). Le signal complexe associé est :

A. x = X0 B. x = X0e
jωt C. x = X0e

jωt+π
2 D. x = X0 cos(jωt)

R3. Un signal physique est donné x(t) = Xm cos(ωt+ ϕ). Le signal complexe associé est :
A. x = Xme

jϕ B. x = Xme
jωt+ϕ C. x = Xme

j(ωt+ϕ) D. x = Xm cos(j(ωt+ ϕ))
R4. L’amplitude complexe Xm associée au signal complexe x précédent est telle que :

A. x = Xme
jωt B. Xm = Xme

ϕ C. x = Xme
jϕ D. Xm = Xme

jϕ

R5. Soit un signal x(t) de signal complexe associé x. Quel est le signal complexe associé à dx
dt ?

A. jωx B. x

jω
C. jωtx D. x

jωt

R6. Soit le nombre complexe 2 + 3i, et sa phase ϕ.
A. tan(ϕ) = 2

3 B. tan(ϕ) = 3
2 C. ϕ = arctan(2/3) D. ϕ = arctan(3/2)
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R7. Soit le nombre complexe −2 + 3i, et sa phase ϕ.
A. ϕ = π − arctan(3/2) B. ϕ = arctan(3/2) + π C. ϕ = π + arctan(2/3) D. ϕ = π − arctan(2/3)

R8. Le module de 1 + jωτ est
A. 1 + ω2τ 2 B. 1− ω2τ 2 C.

√
1 + ω2τ 2 D.

√
1− ω2τ 2

R9. Soit le nombre complexe 1
1 + jωτ

, où τ > 0, on note ϕ son argument :

A. tan(ϕ) = ωτ B. tan(ϕ) = 1
ωτ

C. tan(ϕ) = −ωτ D. tan(ϕ) = − 1
ωτ

Un oscillateur amorti excité de manière sinusoïdale , avec x0(t) = X0 cos(ωt), obéit à l’équation différentielle :

ẍ+ ω0

Q
ẋ+ ω2

0x = ω2
0x0(t)

R10. Pourquoi, en régime établi sinusoïdal forcé, cherche-t-on x(t) sous la forme x(t) = Xm cos(ωt+ ϕ) ?

Solution: La solution générale de l’équation différentielle est la somme de la solution homogène xH(t)
et de la solution particulière. Au bout de quelques τ (durée caractéristique du régime transitoire), la
solution homogène vaut zéro, et la solution de l’équation différentielle vaut la solution particulière. Cette
dernière est recherchée sous la forme du second membre, c’est-à-dire d’une fonction sinusoïdale de même
pulsation ω que le second membre. L’amplitude et la phase à l’origine des temps sont différentes.

R11. Établir l’expression de x en fonction de X0, t, ω, ω0 et Q.

Solution: En complexe :

ẍ+ ω0

Q
ẋ+ ω2

0x = ω2
0x0

−ω2x+ ω0

Q
jωx+ ω2

0x = ω2
0x0

x = ω2x0

ω2
0 − ω2 + j

ω0ω

Q

x = ω2X0e
jωt

ω2
0 − ω2 + j

ω0ω

Q

Soit x = ω2X0e
jωt

ω2
0 − ω2 + j

ω0ω

Q

R12. En déduire l’expression de l’amplitude complexe Xm de x.

Solution: avec x = Xme
jωt, on en déduit Xm = ω2X0

ω2
0 − ω2 + j

ω0ω

Q

R13. En déduire l’expression de l’amplitude Xm de x(t).

Solution: L’amplitude Xm est le module de Xm : Xm = X0√
(ω2

0 − ω2)2 + ω2ω2
0

Q2
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R14. Comment obtenir ϕ à partir de Xm ? Le calcul n’est pas demandé.

Solution: ϕ = arg(Xm)

Exercice n°2 Détection d’accélération d’un airbag (40 min)
L’airbag est un dispositif permettant de déployer un coussin gonflant lors d’un choc afin de protéger les passagers
d’un véhicule.
Le déclenchement du système se fait à l’aide d’un détecteur de décélération basé sur le mouvement d’une masse
mobile aimantée (source de freinage et déclencheur du contacteur) attachée à un ressort, venant déclencher un
contact électrique lorsque la décélération devient forte.

En voiture!

Ce problème propose d’étudier plusieurs phénomènes physiques mis en oeuvre dans un véhicule au-
tomobile. La première partie étudie la détection de chocs frontaux pour déclencher l’ouverture des
airbags. La deuxième partie analyse le fonctionnement des détecteurs de pluie qui permettent l’acti-
vation automatique des essuie-glaces. La troisième partie est consacrée à la commande à distance de
l’ouverture ou de la fermeture des portes. Enfin la quatrième partie analyse le fonctionnement de la
climatisation.

Chaque partie du problème est indépendante.

I. Détection des chocs frontaux et protection des passagers : l’airbag
À bord d’un véhicule, l’airbag est aujourd’hui un des éléments essentiels permettant d’assurer la
protection des passagers lors d’un accident.
Le détecteur de chocs qui déclenche l’ouverture de l’airbag est par exemple constitué d’une masse
mobile aimantée M retenue par un ressort.
Au cours d’un choc, plus la décélération est importante, plus la masse se déplace. Si le déplacement
est suffisamment important, la masse aimantée met en contact électrique deux lames métalliques, ce
qui permet ainsi de déclencher l’ouverture de l’airbag.

Ampoule de verre sous vide
contenant deux lames métal-
liques qui se collent lorsqu’elles
sont soumises au champ magné-
tique de la masse mobile M.

Ressort
Masse mobile
aimantée M

−→v v

Figure 1 – Schéma d’un détecteur de choc et photo du détecteur sur son circuit électrique

On note le référentiel terrestre Rt (T, −→uX , −→uY , −→uZ) supposé galiléen. T est un point de la route et
(−→uX , −→uY , −→uZ) une base fixe par rapport à la route.
I.1. Rappeler la définition d’un référentiel galiléen.
I.2. Sous quelles hypothèses de temps et d’espace le référentiel terrestre peut-il être considéré comme
galiléen ?

����������������
����������������
����������������

����������������
����������������
����������������

x

X

z
Z

−→v v

M
O

T

ℓ champ de pesanteur terrestre
−→g = −g−→uz

Figure 2 – Modélisation du dispositif de détection des chocs installé dans le véhicule

On associe au véhicule étudié un référentiel mobile Rv (O, −→ux, −→uy, −→uz).

page 1/8

Le système est modélisé par une masse m retenue par un ressort de raideur k et de longueur à vide `0 et freinée
par une force −→F = −α−→v . On s’intéresse ici au mouvement de la masse lors d’une décélération a0 (en m · s−2).
On peut montrer que l’équation d’évolution de la position de la masse s’écrit comme :

d2x

dt2 + 2ζω0
dx
dt + ω2

0x = ω2
0xe

avec ω0 =
√
k

m
, ζ = α

2
√
km

et xe = `0 −
ma0

k
R15. Préciser la signification physique de xe.

Solution: xe est la position d’équilibre de la masse mobile, une fois le régime transitoire terminé c’est
la position que va occuper la masse mobile.

On se place dans notre étude dans le cas où le coefficient d’amortissement est très faible ζ < 1 car on souhaite
que le déclenchement de l’airbag soit le plus rapide possible.
R16. Établir la solution de l’équation différentielle si on considère les conditions initiales suivantes : x(0) = `0

et dx
dt = v(0) = 0

Solution:
1. Solution homogène de l’équation homogène ?

Polynôme caractéristique : r2 + 2ζω0r + ω2
0 = 0

Discriminent : ∆ = 4ζ2ω2
0 − 4ω2

0 = 4ω2
0(ζ2 − 1)

Si ζ � 1, alors ∆ < 0
Racines : r = −ω0ζ ± jω0

√
1− ζ2

Solution homogène : x(t) = e−ω0ζt
(
A cos(ω0

√
1− ζ2t) +B sin(ω0

√
1− ζ2)

)
2. Solution particulière : xp = xe

3. Solution générale x(t) = e−ω0ζt
(
A cos(ω0

√
1− ζ2t) +B sin(ω0

√
1− ζ2t)

)
+ xe

On identifie avec la forme fournie : τ = 1
ω0ζ

et Ω = ω0

√
1− ζ2
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4. x(0) = `0 = A+ xe, donc A = `0 − `0 + ma0

k
= ma0

k

ẋ(0) = −A
τ

+BΩ = 0, soit B = A

Ωτ = ma0

kΩτ

Soit x(t) = ma0

k
e−

t
τ

(
cos(Ωt) + 1

Ωτ sin(Ωt)
)

+ xe

R17. Montrer que la vitesse de la masse peut se mettre sous la forme

v(t) = −A
(

1 + τ 2Ω2

τ 2Ω

)
exp

(
− t
τ

)
sin(Ωt)

On exprimera les constantes A, Ω et τ en fonction des données de l’énoncé. Comment appelle-t-on Ω ? Que
caractérise τ ?

Solution:

v(t) = dx
dt

= ma0

k
e−

t
τ

(
−1
τ

(
cos(Ωt) + 1

Ωτ sin(Ωt)
)
− Ω sin(Ωt) + 1

τ
cos(Ωt)

)
= ma0

k
e−

t
τ

( 1
Ωτ − Ω

)
sin(Ωt)

= ma0

k
× −Ω2τ 2 − 1

Ωτ 2 e−
t
τ sin(Ωt)

Soit, v(t) = −ma0

k

(
1 + τ 2Ω2

τ 2Ω

)
e−

t
τ sin(Ωt)

R18. Représenter graphiquement l’évolution temporelle de x(t) et de v(t) sur une dizaine de périodes.

Solution:

0
t

x

xe

`0
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0
t

dx
dt

Vue l’expression de v, dans les premiers instants après t = 0, v < 0.

R19. Déterminer l’instant td où x(t) est minimal.

Solution: x est extrémal quand ẋ s’annule
ẋ = 0⇔ sin(Ωt) = 0⇔ Ωt = nπ ⇔ t = nπ

Ω
D’après les deux courbes tracées précédemment, l’instant auquel x est minimal correspond à la première

annulation de ẋ (hors t = 0) l’instant td = π

Ω = T

2

R20. On note d = x (td) la valeur de la distance minimale de la masse à la base du ressort. Donner l’expression
de d en fonction de a0, `0,m, k, τ et Ω.

Solution: D’après l’expression de x :

d = x(td)
= ma0

k
e−

π
Ωτ × (−1 + 0) + xe

Soit d = −ma0

k
e−

π
Ωτ + `0 −

ma0

k

R21. Le contact électrique (donc le déclenchement de l’airbag) se produit si d < `0

2 . Déterminer la décélération
minimale a0,min nécessaire au déclenchement de l’airbag en fonction de `0, k,m et ζ.

Solution: Le contact électrique (donc le déclenchement de l’airbag) se produit si

d <
`0

2
−ma0

k
e−

π
Ωτ + `0 −

ma0

k
<

`0

2
ma0

k

(
e−

π
Ωτ + 1

)
>

`0

2
a0 >

k`0

2m
(
1 + e−

π
Ωτ
)

a0 >
k`0

2m
(

1 + e
− πζ√

1−ζ2
)
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La décélération doit être au moins de a0,min = k`0

2m
(

1 + e
− πζ√

1−ζ2
)

On donne les caractéristiques du capteurm = 10 g , `0 = 2, 0 cm, ζ = 0, 5 , k = 55 N · m−1 et g = 9, 81 m · s−2.
R22. Vérifier que le capteur est capable de détecter des décélérations de 5g.

Solution: A.N. a0,min = 47, 3 m · s−2, or 5g = 49 m · s−2 Par conséquent 5g > a0,min, donc les décélé-
rations de 5g peuvent être détectées par le capteur.

Exercice n°3 Étude d’un circuit RLC (40 min)

Considérons le circuit représenté ci-contre, où le conden-
sateur est initialement déchargé.
L’interrupteur est fermé à l’instant t = 0.

E

i R

iR

L uL

C u
iC

R23. Par une étude du circuit en régime permanent, déterminer la valeur de u en régime permanent.

Solution: En régime permanent

E

i R

iR

L uL = 0

C u

iC = 0

soit iC(∞) = 0, uL(∞) = 0. La loi des mailles donne u(∞) = E

R24. Établir l’équation différentielle et la mettre sous la forme canonique suivante :

d2u

dt2 + ω0

Q

du
dt + ω2

0u = ω2
0u(∞)

Identifier les expressions de Q, ω0 et u(∞). Les nommer et donner leurs unités.

Solution:

Page 6
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Loi des mailles : uL + u = E

Loi des nœuds : i = iR + iC

Loi d’Ohm : u = RiR

Loi du condensateur : iC = C
du
dt

Loi de la bobine : uL = L
di
dt

E − u = L
d
dt (iR + iC)

E − u = L
d
dt

(
u

R
+ C

du
dt

)

E − u = L

R

du
dt + LC

d2u

dt2

LC
d2u

dt2 + L

R

du
dt + u = E

d2u

dt2 + 1
RC

du
dt + u

LC
= E

LC

On identifie la pulsation propre ω0 = 1√
LC

et le facteur de qualité Q tel que ω0

Q
= 1
RC

, soit Q = RCω0,

soit Q = R

√
C

L

R25. Déterminer les deux conditions initiales nécessaires à la résolution.

Solution:
Pour t < 0, le condensateur est déchargé, donc u(0−) = 0. Par continuité aux bornes du condensateur,
u(0+) = u(0−) = 0

Pour t < 0, l’interrupteur est ouvert, donc i(0−) = 0. Par continuité à travers l’intensité, i(0+) = i(0−) = 0

La loi d’Ohm donne iR(0+) = u(0+)
R

= 0
Enfin, la loi des nœuds donne iC(0+) = i(0+)− iR(0+) = 0

La loi du condensateur donne du
dt (0+) = 0

R26. Donner la solution générale de l’équation différentielle précédente, dans le cadre de l’évolution temporelle
fournie ci-dessous. On ne cherchera pas à déterminer les constantes d’intégration. Exprimer la pseudo-
période, notée T , en fonction de ω0 et Q.

Solution: L’évolution temporelle fournie est pseudo-périodique, donc ∆ < 0.

Les racines du polynôme caractéristique sont complexes : X = − ω0

2Q ± jω0

√
1− 1

4Q2

Solution générale : u(t) = e−
ω0
2Q t

(
A cos

(
ω0

√
1− 1

4Q2 t

)
+B sin

(
ω0

√
1− 1

4Q2 t

))
+ u(∞)

La pseudo-pulsation s’écrit Ω = ω0

√
1− 1

4Q2 , et la pseudo-période T = 2π

ω0

√
1− 1

4Q2
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Le décrément logarithmique est défini par δ = ln
(

u(t)− u(∞)
u(t+ T )− u(∞)

)
R27. En exploitant le graphe fourni, déterminer les valeurs de ω0 et Q.

0 1 2 3 4 65
t (×10−5 s)

0

1

2

3

u
(V

)

Solution:
Expression du décrément logarithmique :

u(t+ T )− u(∞) = −u(∞)e−
ω0
2Q (t+T )

(
cos(Ω(t+ T )) +

ω0
2Q

Ω sin(Ω(t+ T ))
)

u(t+ T )− u(∞) = e−
ω0
2QT

[
−u(∞)e−

ω0
2Q t

(
cos(Ωt) +

ω0
2Q

Ω sin(Ωt)
)]

u(t+ T )− u(∞) = e−
ω0
2QT ×

(
u(t)− u(∞)

)
δ = ln

(
1

e−
ω0
2QT

)

δ = ω0

2QT

δ = ω0

2Q ×
2π

ω0

√
1− 1

4Q2

Soit δ = 2π√
4Q2 − 1

Sur le graphe, on peut lire la pseudo-période : T = 8.10−6 s
et le décrément logarithmique : δ = ln 3, 5− 2

2, 75− 2 = ln 1, 5
0, 75 = ln(2)

D’après l’expression du décrément, on en déduit l’expression de Q : Q =
√
π2

δ2 + 1
4 = 4, 6

D’après la pseudo-période, on peut en déduire la pulsation propre : ω0 = 2π
T

√
1− 1

4Q2 = 7, 9.105 rad · s−1

Attention à bien distinguer : la pulsation propre (la période propre) qui caracté-
rise les oscillations en l’absence d’amortissement, ici de résistance, et la pseudo-
pulsation (la pseudo-période) qui caractérise les oscillations pseudo-périodiques

Page 8
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qui s’amortissent au cours du temps.
La pseudo-période est reliée à la pseudo-pulsation par : T = 2π

Ω
La période propre est reliée à la pulsation propre par : T0 = 2π

ω0

Exercice n°4 Diapason (10 min)

Pour estimer le facteur de qualité du dia-
pason, on réalise un enregistrement à l’aide
d’un microphone en utilisant un diapason
équipé d’une caisse de résonance en bois per-
mettant d’augmenter l’intensité de l’émission
sonore. On obtient les deux enregistrements
présentés ci-dessous.

PROBLÈME 1
Étude d’un diapason

Ce problème porte sur l’étude d’un oscillateur mécanique faiblement amorti très utilisé en musique :
le diapason.

Figure 1 – Gauche : diapason de musicien. Droite : diapason (avec son marteau) muni d’une
caisse de résonance pour améliorer l’émission sonore, utilisé dans l’enseignement

Partie I - Étude de la réponse percussionnelle

Les branches du diapason sont décrites comme un oscillateur masse-ressort oscillant selon un
axe horizontal, amorti par frottement fluide linéaire en la vitesse.

z

(k,ℓ0)

ℓ(t)
Figure 2 – Modélisation des branches du diapason par un oscillateur masse-ressort horizontal.
La coordonnée z repère la position de la masselotte sur l’horizontale

On note m la masse de la masselotte, k la constante de raideur du ressort linéaire équivalent,
�0 sa longueur à vide et �(t) sa longueur à l’instant t (voir figure 2). De plus, on suppose que la
masselotte est soumise à une force

−→
f = −λ−→v .

Q1. Quel phénomène physique la force
−→
f modélise-t-elle? Justifier par un argument

énergétique le signe de la constante λ.

À l’instant t = 0, on percute l’une des branches du diapason, ce qui provoque la mise en
mouvement de chaque branche. On suppose le choc instantané, c’est-à-dire que les branches
pseudo-oscillent librement pour t > 0. Une note est alors émise.

2/11

Q2. On note z(t) = �(t)− �0 la position de la masselotte. Établir l’équation différentielle dont z(t)
est solution pour t > 0.

Q3. Exprimer la fréquence propre et le facteur de qualité Q de ce système en fonction de k, m
et λ.

Q4. Sachant que l’on obtient des pseudo-oscillations, établir l’expression littérale de z(t) en
fonction de k, m et λ et de constantes d’intégration que l’on ne cherchera pas à déterminer.

La masse de certains diapasons, utilisés par les musiciens, de fréquence propre voisine de
500 Hz vaut 30 g. Pour un diapason sans caisse de résonance, l’émission sonore est détectable
à l’oreille pendant environ une trentaine de secondes.

Q5. Réaliser une estimation de la constante de raideur du ressort équivalent. De même,
réaliser une estimation de la constante de raideur de ressorts utilisés en travaux pratiques.
Commenter.

Q6. Proposer une estimation du facteur de qualité du diapason. Comparer cette valeur à celle
d’un oscillateur masse-ressort de travaux pratiques.

Q7. Pour un oscillateur masse-ressort de travaux pratiques, dont la période propre vaut une
seconde, indiquer s’il est correct d’affirmer que la durée entre deux maxima successifs
de la position de la masselotte vaut effectivement 1,0 s. On s’appuiera sur une discussion
numérique à partir d’un développement limité à l’ordre 1 de la pseudo-période en 1/Q2.

Q8. De même, est-il correct d’affirmer que les branches d’un diapason de fréquence propre f0

oscillent à la fréquence f0 après percussion?

Pour préciser l’estimation précédente du facteur de qualité du diapason, on réalise un enregistre-
ment à l’aide d’un microphone en utilisant un diapason équipé d’une caisse de résonance en bois
permettant d’augmenter l’intensité de l’émission sonore (voir schéma du montage, figure 3). On
obtient les deux enregistrements présentés sur le document 1.

vers système
d'acquisition

Figure 3 – Schéma du dispositif expérimental étudié dans la question 9

Q9. Exploiter le document 1 pour estimer au mieux la fréquence propre et le facteur de
qualité du diapason A (on reproduira sommairement la (ou les) figure(s) utilisées pour
faire apparaître la méthode graphique employée pour ces déterminations). Comparer la
valeur du facteur de qualité mesuré en présence de la caisse de résonance à celui du
diapason en son absence. Commenter.

3/11

Document 1 - Étude de la réponse percussionnelle
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Tension aux bornes d’un microphone enregistrant le son émis par la caisse de résonance du
diapason A en réponse à une percussion avec le marteau (lors de deux mesures).
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R28. Estimer au mieux la fréquence propre et le facteur de qualité du diapason.

Solution: Le système est très peu amorti, le système oscille très longtemps, ainsi la pseudo-période se
confond avec la période propre.
Sur le 2e graphe, on peut lire la période propre : T0 = 0, 016

8 s = 0, 002 s, donc la fréquence propre vaut
f0 = 500 Hz
Le 1er graphe, nous permet d’évaluer la constante de temps caractéristique d’amortissement τ , qui est
l’instant auquel u(τ) = 0, 37× u(0) = 0, 37× 0, 33 V = 0, 12 V. On lit τ = 0, 9 s

Or τ = 2Q
ω0

, soit Q = τω0

2 = τπf0 ≈ 1400 ! !
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