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Tycho BRAHE (1546-1601) a réalisé un grand nombre d’obser-
vations astronomiques d’une précision bien supérieure a celle de
I’époque (avant l'invention de la lunette astronomique par GALI-
LEE), et récolte notamment les positions des planétes.

Il confie & Johannes KEPLER (1571-1630) le soin d’étudier Mars,
qui est la planete, connue a cette époque, dont la trajectoire a la
plus grande excentricité, et il en déduit les deux premieres lois qui
portent maintenant son nom. La troisieéme loi sera découverte plus
tard, car pas du tout évidente a découvrir a partir d'une série de
données.

Ces trois lois de Kepler seront fondamentales dans 1’établissement
de la loi de la gravitation universelle par Isaac NEWTON (1642-
1727), il démontrera notamment que les trajectoires planétaires el-
liptiques impliquent une loi d’attraction en 1/72.

Pré-requis
e Terminale : Theme Mouvement et interactions
o Déterminer les caractéristiques des vecteurs vitesse et accélération du centre de masse d'un systeme en
mouvement circulaire dans un champ de gravitation newtonien
o Etablir et exploiter la troisiéme loi de Kepler dans le cas du mouvement circulaire.
e PCSI : Theme Mouvement et interactions
o Chapitre n°12. Description et paramétrage du mouvement d’un point : mouvements circulaires.
o Chapitre n°13. Lois de Newton : PFD, force gravitationnelle.
o Chapitre n°14. Approche énergétique du mouvement du point matériel : énergies potentielles, énergie mé-
canique.

o Chapitre n°16. Théoreme du moment cinétique pour le point matériel.

Objectifs du chapitre

La description du mouvement des astres qui composent le Systeme solaire est un succes majeur de la mé-
canique newtonienne. En premieére approche, I’étude est réalisée sur un systéeme de deux corps (l'astre, et son
satellite), en négligeant les interactions avec les autres corps célestes. Si l'astre est beaucoup plus massif que
son satellite, on pourra raisonnablement considérer que le premier demeurera fixe dans le référentiel galiléen
d’étude, pendant que le second se déplacera autour de lui. L’étude du mouvement d’un point matériel soumis
a une force constamment dirigée vers un point fixe constitue un probleme a force centrale. Nous verrons éga-
lement que la portée de ce chapitre sera bien plus large, et pourra également s’appliquer au mouvement d’une
particule chargée autour d’une autre plus massive. Nous parlerons de I’expérience historique de Rutherford, qui
a permis de prouver que les atomes sont constitués d’un noyau, lourd, chargé positivement, entouré d’un nuage
électronique.

Objectifs du chapitre :

— Définir « force centrale » et « champ newtonien ».

— Appliquer les lois de la dynamique pour déterminer les caractéristiques du mouvement d’un point soumis
a une force centrale conservative.

— Par une approche énergétique, déterminer la nature du mouvement.
— Enoncer les trois lois de Kepler.

— Etudier les mouvements circulaires plus particulierement.



Physique — Chapitre n°17 PCSI

Programme officiel

Page 2 / 35 Année 2023-202/

Plan du cours I1.3.b) Interaction newtonienne répulsive 16

II1.4 Résolution numérique . . . . . . . .. .. 18

I Force centrales 4 .

11 Définition . . . . . . 4 IIT Mouvements des planetes et des satellites 21

[.2  Conservation du moment cinétique 5 HIT Lois de Kepler.. T 21

1.3 Conséquences de la conservat® du mo- IT1.2 Mouvements circulaires . . . . . . . . .. 22

ment cinétique . . . . .. .. 6 [11.2.a) Mouvements uniformes . . . . . . 22

[.3.a) Mouvement plan . . . ... ... 6 III.2.b)Eériode """"""" 23

1.3b) Loidesaires............ 7 II1.2.c) Energie mécanique . . . . .. .. 23

III.3 Mouvements elliptiques . . . . . . . . .. 25

II Forces centrales conservatives 9 III.3.a) Description . . . ... ... ... 25

I1.1 Déﬁllitiorl ................. 9 HI,S,b)Période ,,,,,,,,,,,,,, 25

1.2 Energie mécanique et énergie potentielle II1.3.c) Energie mécanique . . . . . . .. 25
effective . . . ... oL 10

I1.2.a) Construction de I’énergie poten- IV Satellites terrestres 28

tielle effective . . . . . . ... .. 10 IV.1 Quelle orbite pour quelle mission? . . . . 28

I1.2.b) Décrire le mouvement radial . . . 11 IV.2 Satellites géostationnaires . . . .. . . . 29

I1.3 Mouvements dans un champ de force IV.3 Vitesses cosmiques . . . . . . ...... 39
Newtonien . . . . . ... ... ... ... 12

I1.3.a) Interaction newtonienne attractive 12|V Annexe : Données numériques 33

Notions et contenus ‘

Capacités exigibles

2.6. Mouvements dans un champ de force centrale conservatif

Point matériel soumis & un champ
de force centrale.

Etablir la conservation du moment cinétique a partir du théoréme du moment
cinétique.

Etablir les conséquences de la conservation du moment cinétique : mouvement
plan, loi des aires.

Point matériel soumis 4 un champ de force centrale conservatif

Conservation de 1’énergie méca-
nique. Energie potentielle effective.
Etat lié et état de diffusion.

Exprimer I'énergie mécanique d’un systéme conservatif ponctuel a partir de
I’équation du mouvement.

Exprimer la conservation de 1’énergie mécanique et construire une énergie po-
tentielle effective.

Décrire qualitativement le mouvement radial a ’aide de 1’énergie potentielle
effective.

Relier le caractére borné du mouvement radial a la valeur de I’énergie méca-
nique.

Capacité numérique : a 'aide d’un langage de programmation, obtenir des
trajectoires d’un point matériel soumis a un champ de force centrale conser-
vatif.

Cas particulier du champ newto
Lois de Kepler.

nien
Enoncer les lois de Kepler pour les planétes et les transposer au cas des satel-
lites terrestres.

Cas particulier du mouvement cir-
culaire : satellite, planete.

Etablir que le mouvement est uniforme et déterminer sa période.

Etablir la troisiéme loi de Kepler dans le cas particulier de la trajectoire circu-
laire. Exploiter sans démonstration sa généralisation au cas d’une trajectoire
elliptique.

Energie mécanique dans le cas du
mouvement circulaire et dans le cas
du mouvement elliptique.

Exprimer I’énergie mécanique pour le mouvement circulaire.
Exprimer I’énergie mécanique pour le mouvement elliptique en fonction du
demi-grand axe.

Satellites terrestres
Satellites géostationnaire, de locali-
sation et de navigation, météorolo-

gique.

Différencier les orbites des satellites terrestres en fonction de leurs missions.
Déterminer 'altitude d’un satellite géostationnaire et justifier sa localisation
dans le plan équatorial.




Physique — Chapitre n°17 PCSI
Page 3 / 35 Année 2023-2024

Vitesses cosmiques : vitesse en or- | Exprimer ces vitesses et citer leur ordre de grandeur en dynamique terrestre.
bite basse et vitesse de libération.

Ai-je bien appris mon cours?
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Etablir la conservation du moment cinétique a partir du théoréeme du moment cinétique d’un
point matériel soumis a un champ de force centrale.

Etablir les conséquences de la conservation du moment cinétique : mouvement plan, loi des aires.

Exprimer la conservation de I’énergie mécanique et construire une énergie potentielle effective
d’un point matériel soumis a un champ de force centrale conservative.

Représenter 'allure de 1’énergie potentielle effective dans le cas étudié, et décrire le mouvement
radial. Préciser sa nature bornée / non bornée selon la valeur de I’énergie mécanique.

Enoncer les lois de Kepler pour les planétes et les transposer au cas des satellites terrestres.

Etablir que le mouvement circulaire d’un point matériel soumis a un champ de force centrale est
nécessairement uniforme.

Etablir la période du mouvement circulaire d’un satellite ou d’une planéte.
Etablir la 3¢ loi de Kepler pour un mouvement circulaire.
Etablir Pénergie mécanique sur un mouvement circulaire d’un satellite ou d’une planéte.

Etablir I’énergie mécanique sur un mouvement elliptique d’un satellite ou d’une planete, en uti-
lisant les conservations de I’énergie mécanique et du moment cinétique.

Donner les différentes orbites des satellites terrestres selon leurs missions.

Déterminer 'altitude d'un satellite géostationnaire et justifier sa localisation dans le plan équa-
torial.

Etablir les expressions des deux vitesses cosmiques (vitesse en orbite basse et vitesse de libération.

Donner les ordres de grandeur des deux vitesses cosmiques en dynamique terrestre.
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0 Cadre de I'étude

Nous allons nous intéresser a 'interaction entre deux corps O et M, de masses respectives mo et m.

Nous allons faire deux hypotheses :

1. L’ensemble de ces deux corps { (O, mo); (M, m)} constitue un systeme isolé. C’est-a-dire que 'on négligera
I'influence des autres corps. ) ’

2. Nous nous placerons dans le cas ou mp est beaucoup plus massif que m.
Dans ce cas, il sera possible de considérer que O est fixe dans un référentiel galiléen :

e Si on étudie le mouvement des planétes autour du Soleil, la masse du Soleil est tres supérieure a
la masse des planétes.
On pourra se placer dans le référentiel héliocentrique dont 1'origine est le centre de masse du Soleil
et les 3 axes pointent vers trois étoiles fixes (suffisamment lointaines pour étre supposées fixes).
Ce référentiel peut étre considéré galiléen a ’échelle du mouvement des planetes sur des échelles de
temps allant jusqu’a plusieurs millions d’années.

e Si on étudie le mouvement des satellites de la Terre, la masse de la Terre est trés supérieure a la
masse des satellites (Lune, ou satellites artificiels).
On pourra se placer dans le référentiel géocentrique dont l'origine le centre de masse de la Terre et
les 3 axes pointent vers les trois mémes étoiles fixes que celles du référentiel héliocentrique.
Ce référentiel peut étre considéré galiléen a ’échelle du mouvement des satellites sur des échelles de
temps allant jusqu’a plusieurs jours.

e Sion étudie le mouvement d’une particule chargée (électron, proton) déviée par une autre particule
chargée nettement plus massive (noyau lourd par ex.), on pourra se placer dans le référentiel du
laboratoire dans lequel le noyau lourd pourra étre supposé immobile.

Ce référentiel peut étre considéré galiléen a ’échelle d’une expérience de quelques metres (km) et de
quelques minutes.

| Force centrales
.1 Définition

[ Définition : Force centrale
Une force s’appliquant au point matériel M est dite
centrale, lorsque sa droite d’action passe constamment par

un point fixe O du référentiel Z. Le point fixe O est appelé u
centre de force. i M
Une force centrale peut alors s’écrire ‘M 7 7 7 M~ u,
? = fr<r7 97 gp)u—;
oni ol AT
avec u, = HO s = (c’est le 1" vecteur de la base 5 Ur
M r

sphérique).

Exemple 1. Forces centrales :
— Force de rappel élastique exercée par un ressort fixé en un point fixe du référentiel d’étude ;

— Forces gravitationnelle et électrostatique (de Coulomb).
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WA retenir : Forces Newtoniennes

Force de gravitation entre deux
masses ponctuelles {(O, mo); (M, m)}

Force électrostatique entre deux charges ponc-
tuelles {(Oa QO>a (M7 Q)}

Force exercée par O(mg) sur M(m) :
—

mom OM

OM? OM

avec G = 6,67.107" m? - kg7! - 57?2 la
constante universelle de gravitation

—_—
FO%M =-G

Force exercée par O(qp) sur M(q) :

—
1 qoq OM
deg OM2 OM

—_—
FO%M:

avec gg = 8,89.10712 F - m~! la permittivité absolue du
vide

La force de gravitation est toujours at-
tractive.

Si les deux charges sont de signes opposés, ¢ x go < 0,
la force électrostatique est attractive.

? —

Uy

(@)

O(CIO)

Les forces Newtoniennes s’exercant sur M
(c’est-a-dire dans lequel O est fixe).

Si les deux charges sont de méme signe, ¢ x go > 0,
la force électrostatique est répulsive.

M(q)

O(CZO)

sont des forces centrales dans le référentiel lié & O

Dans toute la suite, on étudie le mouvement d’un point M (m) dans le référentiel Z 1ié au point O et considéré
galiléen a ’échelle de I'expérience. Ce point M est soumis a une unique force centrale de centre de force O. On
notera r la distance OM.

|.2  Conservation du moment cinétique

Capacité exigible : Etablir la conservation du moment cinétique a partir du théoreme du moment ciné-

tique.

4 Conservation du moment cinétique
En utilisant le théoreme du moment cinétique par rapport au centre de force O, montrer que le moment
cinétique du point matériel M par rapport au centre de force O se conserve.
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Solution:

systeme : M (m)

Référentiel : # considéré galiléen a 1’échelle de I'étude du mouvement dans lequel O est un point
fixe

Bilan des forces : une force centrale ? de centre force O

D’apres le théoréeme du moment cinétique par rapport au centre de force O :

ALolM) _

dt
_)
dLo(M) s
—72 = OMA\
K !
dLo(M) N
dt N

Le vecteur moment cinétique du point matériel M (m) par rapport au centre de force O est un vecteur
constant.

|.3 Conséquences de la conservation du moment cinétique

Capacité exigible : Etablir les conséquences de la conservation du moment cinétique : mouvement plan,

loi des aires.

1.3.a) Mouvement plan

& Planéité du mouvement
R1. En utilisant la conservation du moment cinétique et la propriété du produit vectoriel, justifier que les

vecteurs OM et v(M /%j sont toujours contenus dans le méme plan que 'on précisera.

H

Solution: Le moment cinétique du point matériel M (m) par rapport a O est défini par : Lo(M) =
-
OM Am7 (M)
Par propriété du produit vectoriel, Lo(M) est orthogonal & OM et a 7(M ).

- R
On en déduit que les vecteurs OM et o (M) sont orthogonaux au vecteur Lo (M) qui est constant
(en direction, sens et norme). Ainsi les deux vecteurs OM et o/ (M) sont & tous moments contenus

_>
dans un plan perpendiculaire a la droite définie par la direction du moment cinétique Lo(M).

R2. En déduire que le mouvement est plan.

Solution: On en déduit, qu’'a t(E;u instant, le mouvement du point matériel M(m) a lieu dans le
plan perpendiculaire au vecteur Lo (M) constant, et contenant le centre de force O.
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| [, =constante

plan défini par les conditions initiales

FIGURE 2 — Le vecteur position et le vecteur vitesse

FIGURE 1 — La position et la vitesse initiales du sont par définition du produit vectoriel
systeme définissent un plan. La seule force a perpendiculaires au moment cinétique, qui est
s’exercer étant dans ce plan, le satellite n’en sort constant pour un systeme a force centrale. Le
pas. mouvement est donc limité au plan perpendiculaire

a L?g contenant O.
[.3.b) Loi des aires

# Loi des aires
R1. En utilisant la nature plane du mouvement (justifiée précédemment) et le fait que le centre de force
O joue un roéle particulier, choisir le systeme de coordonnées adapté a 1’étude du probleme ici. Le
représenter sur un schéma. On prendra I'axe (Oz) dans la direction du vecteur moment cinétique.

Solution:

Le mouvement du point matériel est plan, dans le plan perpendiculaire au moment cinétique et
contenant le centre de force O.

Le centre de force joue un role particulier, de méme que la direction du moment cinétique. Le
systéme de coordonnées adapté est le systéme de coordonnées cylindriques, avec 'axe (Oz) dans la
direction du moment cinétique, et on repere le point M avec ses coordonnées polaires dans le plan
du mouvement.

R2. Exprimer le vecteur moment cinétique par rapport a O dans la base choisie précédemment.

Solution:
Lo(M) = OM AmT (M)
= rul A m(f"@TT> + 7"9179))

= mr2917z>

R3. En déduire que la quantité r26 est une constante. En donner son unité.

Solution: La masse m est une constante, de méme que le vecteur ul.

2

La conservation du moment cinétique impose la conservation du produit r* X @, constante qui

s’exprime en m? - s71.

On appelle cette constante, la constante des aires, que I'on note % .
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AAttention
Le produit 72 x 6 est constant, MAIS ce n’est pas le cas de r2 et 6. r2 et § varient au cours du temps (a
priori).

Interprétation géométrique de la constante des aires.
Au premier ordre, on peut assimiler I'aire balayée entre deux

instants infiniment proches t et t 4+ dt a 'aire du triangle de

surface : ) Y
-
do = g X1 X rdd OM (t + dt)
L’aire balayée par unité de temps s’écrit :
de. 1 ,d0 &
—_— = T = —
dt 2 dt 2
% étant constante, on peut en déduire que I'aire balayée en S40> )
% < A
une durée At donnée s’écrit Ao/ = §At : o o) -
« Le rayon vecteur balaye des aires égales en des temps
égaux. » (2°oi de Kepler)
M(r,0) -
" \‘ A\ At FIGURE 3 — La surface balayée par le rayon
’ vecteur pendant une durée At a toujours la

, méme valeur A&

WA retenir : Caractéristiques du mouvement a force centrale
Soit un point matériel M de masse m soumis a une unique force centrale de centre O, point fixe du
référentiel galiléen d’étude.

B Le moment cinétique du point M par rapport au centre de force O se conserve au cours
du mouvement.

B La conservation du moment cinétique a deux conséquences :

e Le mouvement du point M est plan : il a lieu dans le plan contenant le centre de force O et
perpendiculaire au moment cinétique par rapport a O. Le plan du mouvement est imposé par les

conditions initiales OM (t=0) et U(t=0).

—
e Le mouvement se fait selon la loi des aires : le rayon vecteur OM balaye des aires égales en des
temps égaux.

N

‘9" Méthodes : Etude d’un mouvement a force centrale
B Comment justifier que le moment cinétique se conserve ?

e Appliquer le TMC au systeme par rapport a O, le centre de force.

— -
e (Calculer le moment de la force centrale : ///o(?) =0OM A ? et justifier qu’il est nul en utilisant la
nature centrale de la force.

H
e En déduire que Lo(M/Z) se conserve.

B Comment justifier que le mouvement est plan ?

- — p
e Ecrire la définition du moment cinétique d’un point matériel : Lo(M /%) = OM A mu(M/%).
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e Utiliser la propriété du produit vectoriel : EZ(M/%) 1 OM et Eg(M/%) 1 U(M/%)

e —
e Conclure que OM et v(M/ %) sont contenus, a tout instant, dans le plan perpendiculaire & Lo (M /%),
et donc que le mouvement est plan.

B Comment justifier la loi des aires?

e Exprimer OM et v(M/ %’5 en utilisant les coordonnées polaires dans le plan du mouvement.

e En déduire I'expression de I?(M /).

H .
e Conclure que la conservation de Lo(M/Z) impose a r?6 d’étre constant.

[l Forces centrales conservatives

[1.1 Définition

On étudie plus spécifiquement les forces centrales qui sont en plus conservatives.
Pour ces forces, on peut identifier une énergie potentielle &, telle que :

7 = —gﬂ}i(@@p)

La force étant centrale, 7 = f-(r,0, z)u_>T
La démarche ci-dessous, réalisée en coordonnées cylindriques (mieux adaptée a notre étude), peut I'étre en
coordonnées sphériques.

Ainsi :
06, 1 (06, 06,

o= — (&) wo (L) w2 @
fr(r’97z)ur B <87«>02ur T<ae>rzue <az>r9uz

soit, en projection : f.(r,0,2) = — (%)

,
0,z
1 (06,
0= ( 00 )

On en déduit que I'énergie potentielle associée a une force centrale conservative ne dépend pas de 6 ni de z,
mais uniquement de la distance r entre le centre de force O et le point matériel M(m). Compte tenu du fait

s
que ? = — grad (&,), on en déduit que la force elle-méme ne dépend pas de 6 ni de z, mais uniquement de la
distance 7.

[ Définition : Force centrale conservative
Les forces centrales conservatives sont telles que :

7 =z

et dérivent d’'une énergie potentielle

VYA retenir : Energies potentielles Newtoniennes
Les forces Newtoniennes (en 1/r?) sont des forces centrales et conservatives.
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Force de gravitation entre deux masses | Force électrostatique entre deux charges
ponctuelles {(O,mo); (M, m)} ponctuelles {(O, q0); (M, q)}
Force exercée par O(mg) sur M (m) : Force exercée par O(qp) sur M(q) :
—— mom — 1
FO—>M:_G ) Ur} FO—>M: @?
r 4dmeg 12
Energie potentielle gravitationnelle Energie potentielle électrostatique
Gmom ) _ Y04
@@p,grav(r) == - gp’elec(r) N dmegr

1.2 Energie mécanique et énergie potentielle effective

I1.2.a) Construction de I'énergie potentielle effective

Capacité exigible : Exprimer la conservation de 1’énergie mécanique et construire une énergie potentielle

effective.

‘pMéthode : Comment exprimer I’énergie potentielle effective ?
Exprimer le vecteur vitesse en polaire, en déduire 1'énergie cinétique.

Exprimer 6 en fonction de la constante des aires € et le remplacer dans expression de &,.

Exprimer I’énergie mécanique &, en utilisant I’expression précédente de &..

Identifier &, o#(r) comme étant la partie de &, dépendant de .

# Exprimer I’énergie potentielle effective
R1. Que peut-on dire de I’énergie mécanique ?

Solution: Le systéme est soumis a une unique force conservative, donc I’énergie mécaniques se
conserve. La valeur de I’énergie mécanique est imposée par les conditions initiales (OM (0) et 7(25 =

0)).

R2. Déterminer 'expression de 1’énergie cinétique dans le systeme de coordonnées adapté a 1’étude.

En utilisant la constante des aires, éliminer 6.
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Solution: Energie cinétique :
. . ¢
On rappelle que € = r?0 donc § = -
,
1 = 9
g = FmlT)

2
7"177? + 7“9179)

= ;m<1'”2 + (7’9)2)
1 1 .

= imfr‘2 + imr262

L e L o (€ ?
= —mr°+-mrt | —
2 2 r

1
= —-m
2

LI
2 2 72

1
R3. Exprimer 1'énergie mécanique et I'écrire sous la forme &, = —mr? + &, 4(r), avec &, .(r) I'énergie

potentielle effective a exprimer en fonction de &,(r), m, r et € et qui ne dépend que de r (notamment
pas de 6, ni de ).

Solution: Energie mécanique :

Em = &+ Ey(r)
1 ¢

) 1
= §mr2 +tomeg Ey(r)

= p,eﬂ(r)

1
= imfz + &y et(T)

'A retenir

L’énergie mécanique d'un systeme soumis a une force centrale conservative peut s’écrire sous la forme

1

avec &, .¢(r) 'énergie potentielle effective qui ne dépend que de la distance r entre le centre de force
et M, et des constantes du probléeme (m, %, ...).

11.2.b) Décrire le mouvement radial

Capacité exigible : Décrire qualitativement le mouvement radial a 1’aide de I’énergie potentielle effective.
Relier le caractére borné du mouvement radial a la valeur de ’énergie mécanique.

‘g"Méthode : Comment décrire qualitativement le mouvement radial a ’aide de
I’énergie potentielle effective 7

B Etudier énergie potentielle effective en fonction de r et tracer son graphe.

B Représenter sur le méme graphe la droite horizontale représentant 1’énergie mécanique (selon sa valeur,
et notamment son signe).
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B Les valeurs permises de r sont telles que &, o(1) < &,.

B Conclure sur la nature du mouvement.

[ Définitions : trajectoire bornée ou non; état lié/état de diffusion
B Lorsque r est encadré entre deux valeurs extrémes, la trajectoire est bornée. Le systeme se trouve dans
un état lié.
B Lorsque r n’a pas de borne maximale, la trajectoire n’est pas bornée. Le systeme se trouve dans un
état de diffusion.

gp, eff

états liés états non liés

/;;N
./ ’

AAttention
L’étude de &, (7)) ne permet d’étudier que le mouvement radial, c’est-a-dire d’étudier les positions radiales
accessibles au systeme étudié. Cette étude ne permet pas d’étudier ’évolution de 6 au cours du temps, ni de
connaitre 1’évolution de r en fonction de 6. Ces études nécessitent la résolution de I’équation différentielle
du mouvement hors programme.

1.3 Mouvements dans un champ de force Newtonien

Capacité exigible : Décrire qualitativement le mouvement radial a 1’aide de I’énergie potentielle effective.
Relier le caractére borné du mouvement a la valeur de ’énergie mécanique.

Il.3.a) Interaction newtonienne attractive

#'Trajectoires dans le cas d’une interaction newtonienne attractive
On s’intéresse a I’étude du mouvement d’un point matériel M de masse m (ou du centre d’une planete/d’un
satellite) en interaction gravitationnelle avec un astre de centre O et de masse mo. On se place dans le
référentiel galiléen dans lequel O est fixe.

R1. Etablir I'expression de 'énergie potentielle effective.
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—
—_— Gmom OM
Solution: Force gravitationnelle exercée par O sur M : | Fp_p = — 20 u_:,, avec u_>r = —
r r
£ . . , . ;. Gmom
Energie potentielle dont la force précédente dérive : | &) gray = —
’
1 Gmom
Ainsi I'énergie mécanique s'écrit : | &), = &, + & gray = imv2 — ©
r

La force gravitationnelle étant une force centrale, le moment cinétique de M par rapport a O se
conserve, donc le mouvement de M est plan, et on peut utiliser les coordonnées polaires. De plus, le
mouvement se fait selon la loi des aires : la grandeur 720 est constante, c’est la constante des aires
notée €.

Vecteur vitesse U (M) = #u, + r0ug

Norme du vecteur vitesse au carré : v2 = ||/ (M)||? = 7% + 262
2
D’apres la loi des aires : § = —, donc v? =72 + —
r r

1 ¢* G
Ainsi | &, = —mr? + me__ Zmimo
2 2r2 r

=6p,ett(T)

R2. Mener I'étude de la fonction &, e : 7 — &, () (limites, variations, extremum).

Solution: Limites :
mé* Gmmo mE?
— Enr—0 - ~
nr T o2 r 272
1

1
Au voisinage de 0 : 22 < z, donc — > -
x x

Ainsi lim &, o (r) = +00

2
meé Gmmo Gmmo
— En r — 400, 5~ ~—

2r r T

1 1
Au voisinage de 400 : 22 > x, donc —5 <=
x x

Ainsi lim &y eii(r) = 0 (par valeur négative)
r—

On peut alors commencer par tracer ce qu’il se passe au voisinage de 0 : c¢’est en gros une fonction
inverse, et ce qu’il se passe au voisinage de +o0o : c¢’est également 1'opposé d’une fonction inverse.

1 /
Extremum Rq : < > = (x_”)/ = —nz !
:Lan

dé) e 1 Gmmo
P €=
dr mn r3 * r2
dé&, .
Cherchons ry tel que %ﬂ(ro) =0«
r
1 G
—m‘f2f3 m;”O = O
7o Td
1 Gmo
65273 - 2
To To
€? = Gmoro
S ©
0 Gmo

R3. Tracer lallure de &, (7).
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Solution:
 Epeft(T)
état libre
U e trajectoire hyperbolique
{ état libre
ém =0 trajectoire parabolique
état lié
Y o S5 bbbt trajectoire elliptique

R4. Compte tenu de l'expression de &, trouvée précédemment, quelle inégalité existe-t-il entre &, et
&y ei(r) 7 Comment peut-on déterminer les distances r pouvant séparer M du centre de force O ?

Solution:
. 1
Energie mécanique : &, = §mr2 +&, 1, qui est constante car M (m) n’est soumise qu’a une seule
——
>0

action mécanique qui est conservative.
Le point M peut se trouver a des distances r du centre de force O ou I’énergie potentielle effective
est inférieure a 1’énergie mécanique. Graphiquement, les distances r du centre de force O ou peut se
trouver M sont celles pour lesquelles la courbe représentation de &, .x(7) est en-dessous de la courbe
représentation de I’énergie mécanique.

R5. Décrire les mouvements possibles selon la valeur de I'énergie mécanique et préciser s’il s’agit d’« état
lié » ou d’« état de diffusion », dans les différents cas : &,, > 0; &, = 0; &, <0 et &,, = & e min-

 Ep et (T)

état libre

trajectoire hyperbolique

éam = Om4 > 0

état libre R
fT’ajPP’rnirﬂ }mﬂf‘abolique
état 1ié

e S U e T trajectoire elliptique

(gam:é()m;;:o

— Si &, = &1 = & efimin, la seule distance radiale qui vérifie &, > &, eq est 7.
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Le systeme doit donc se trouver a chaque instant a la distance ry du centre de force. Par conséquent
le mouvement est circulaire de rayon ry.

Si &, = &2 < 0 : la distance entre le systeme et le centre de force doit étre comprise entre rp et
TA.

Le point M peut s’approcher a une distance minimale de rp et peut s’éloigner au plus loin a la
distance r4 du centre de force : c’est un état lié.

‘M décrit une trajectoire elliptique dont le centre de force est un des foyers de 'ellipse | : c’est la
1*¢ Toi de Kepler!

ky %
L | ?‘ tr LU_>P
up
b
r
0
A , P,
. o J
“_
N rA Tp
vA

Aux points P (périhélie pour les planétes autour du soleil, périgée pour les satellites de la terre) et
A (aphélie pour les planetes autour du soleil, apogée pour les satellites de la terre), &, = &, (),
donc 7 = 0. En ces points, le vecteur vitesse est orthoradial, porté uniquement par up.

Si &, =6Ens=0:71r¢€rs,+oo.
Le point M peut s’approcher jusqu’a la distance r3 du centre de force et peut se retrouver a une

distance tres grande du centre de force. M peut donc s’échapper de I'attraction exercée par la
Terre : ¢’est un état de diffusion.

‘M décrit une trajectoire parabolique ‘

Si &, = &g > 01 € [ry,+00[, le point M peut se retrouver a une distance tres grande du centre
de force. M peut donc s’échapper de 'attraction exercée par la Terre : ¢c’est un état de diffusion.

‘M décrit une trajectoire hyperbolique‘ : la branche attractive de I’hyperbole (celle qui tourne
autour du centre de force).

A M
: "5\\‘“‘\ périgée apogée g & \ T it périgée
r S 1
O— MIN.E ',:’11\ I'max , ’’’’’’’
centre de force /

centre de force

FIGURE 5 — Si son énergie mécanique est négative,

FIGURE 4 — Si son énergie mécanique est positive, le
systeme soumis a une force newtonienne attractive
décrit une branche d’hyperbole dont le centre de
force occupe le foyer le plus proche.

le systéme soumis a une force newtonienne

attractive décrit une ellipse dont le centre de force

occupe 'un des foyers.

Des conclusions similaires peuvent étre établies si on étudie le mouvement d’une particule chargée soumise
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a une interaction électrostatique attractive (gogq < 0).

11.3.b) Interaction newtonienne répulsive

#'Trajectoires dans le cas d’une interaction newtonienne répulsive
On s’intéresse a I’étude du mouvement d’une particule chargée M de masse m et de charge ¢ en interaction
coulombienne avec une particule chargée placée en O, de masse mo > m et de charge ¢o. On se place dans
le référentiel dans lequel O est fixe. On étudie le cas de 'interaction répulsive (ggo > 0).

R1. Etablir I'expression de 'énergie potentielle effective.

Solution: En reprenant le méme calcul que précédemment, en remplacant —Gmmgo par

TEQ .
o — lm,r,Q + m%Q q40
"2 2r2  Admeor
—_—————
=Ep,eft(T)

R2. Mener I'étude de la fonction &), e : 7 — &,e(r) (limites, variations, extremum) lorsque ggo > 0.

Solution: On s’intéresse ici a une interaction répulsive, c’est-a-dire dans le cas ou qpq > 0.

2
>0 et 440

5 > 0.
r TEYT

L’énergie potentielle effective est ici la somme de deux termes positifs :

Limites : }11_{% Epei(1) = +00 et Tli}g_noo Epei(r) =0

R3. Tracer l'allure de &, (7).

Solution:

A gp,eff

&n -

T'min r

R4. Quelle est la nature de la trajectoire possible pour la particule chargée M ? Peut-elle avoir une trajectoire
bornée ?

Solution:

Les distances au point O auxquelles peuvent se trouver M sont celles pour lesquelles la courbe de
&pen st en-dessous de la courbe de &,.

M peut se situer a des distances r € [Ryin, +00[ : M peut s’éloigner a l'infini.

, celle qui ne tourne pas autour du centre de force.

M décrit la branche répulsive de I’hyperbole
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FIGURE 6 — Une particule chargée en interaction

coulombienne répulsive décrit la branche répulsive

de I'hyperbole, celle qui n’entoure pas le centre de
force.
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1.4 Résolution numérique

Capacité exigible : A I’aide d’un langage de programmation, obtenir des trajectoires d’un point matériel

soumis a un champ de force centrale conservatif.

On étudie le mouvement d’un objet de masse m, initialement situé a une altitude h au-dessus du sol terrestre,

en mouvement circulaire.

R1.

R2.

R3.

R4.

V)

L’objectif est de déterminer la trajectoire ultérieure selon la vitesse qu’on lui impose.

On commence par importer les modules nécessaires, et par définir les constantes du programme.

Compléter les expressions des grandeurs utiles.

## Modules nécessaires

from math import =*

import scipy.integrate as sci # résolution numérique

import numpy as np # manipulations des tableaux

import matplotlib.pyplot as plt # tracé des graphiques

## Constantes du probléme

G=6.67429e-11 # usi , constante universelle de la gravitation

MT=5.97e24 # masse de la Terre en kg

RT=6370e3 # rayon de la Terre en m

m=1000 # masse du satellite en kg

# orbite initiale du satellite

h=400e3 # altitude en m

r0= # (& compléter) rayon de la
trajectoire en m

vcirc= # (& compléter) vitesse sur la
trajectoire circulaire a 1l’altitude h (cf §III.2)

s T= # (& compléter) période sur la

trajectoire circulaire initiale

On souhaite déterminer le mouvement ultérieur pour différentes valeurs de la vitesse modifiée vg : vg = kvgire,

avec k € {0.25,0.4,0.8,v/2,2,3}

# liste des valeurs de vitesse initiale pour lesquelles on va résoudre 1’
équation différentielle
L_vO0= #(a compléter)

Définir les fonctions Em(r,r0,v0) et Epeff (r,r0,v0) qui renvoient les valeurs de I’énergie mécanique et
de I’énergie potentielle effective en r, pour les conditions initiales r_0 et vO

def Em(r,r0,v0):
return

def Epeff(r,r0,v0):
Lo=
return

Compléter les lignes ci-dessous pour réaliser le tracé des énergies mécanique et potentielle effective.

r= # (& compléter) : tableau des valeurs
de r pour le tracé entre 0.001RT et 4r0, pour 1000 points
for vO in L _vO:
plt.plot(r,Epeff(r,r0,v0)) # Tracé de Epeff
plt.plot ([0,4*r0],[Em(x0,v0) ,Em(r0,v0)]) # Tracé de Em, constante
égale a Em(r0,v0)

s plt.ylabel (’Energies (J)’)

-~

plt.xlabel(’r (m)’)
plt.show ()
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On cherche a représenter la trajectoire r(6) selon les valeurs de vy. Pour cela, on utilise les deux lois de conser-
vation :

: L
— conservation du moment cinétique qui donne : 6(t) = 20(75)
mr
— conservation de I’énergie mécanique :
dé,
— =0
dt
d /1 .
& <2m7’2 + (Oﬁp,eff(r)) = 0
dépe
mir + p(’if<r) = 0
déy e d
miF + paf(r) x o =0
mi 4 el
dr
d?r 1 dé&, en(r)
gzt = - (r(t))
. Lo
. . : <o o) = mr2(t)
On obtient le systéme suivant a résoudre : 2r 1 dé, ()
Z() = ——opef g
dT2() m dr (T())

R5. Exprimer la dérivée de I’énergie potentielle effective par rapport a r, et écrire la fonction en python.

. ## Résolution

> def dEpeff (r,r0,v0):
3 Lo=

1 return

L’équation différentielle sera résolue numériquement en utilisant la fonction solve_ivp qui permet de résoudre

dX
des équations différentielles de la forme — = f(¢, X).

dt
Il faut commencer par mettre le systeme précédent sous la forme d'un systeme d’équations du premier ordre en
r
posant X = | 7
0

dX dX
R6. Exprimer TR Puis écrire la fonction f_equa(t,X) qui définit 1’équation différentielle : T ft, X),

c’est-a~dire qui renvoie la liste —.

dt
 def f_equa(t,X):
3 définition du systéme d’équations différentielles du ler ordre
| pouvant étre résolue par solve_ivp
: dX/dt=f_equa(t,X)
6 avec X=(r,dr/dt,theta)
7 f equa(t,X)=(dr/dt,d"2r/dt~2,dtheta/dt)
9 £X0=
10 fX1=
11 £X2=
12 return [fX0,fX1,6fX2]

R7. La résolution numérique se fait en utilisant la fonction solve_ivp du module scipy.integrate qui attend
les arguments suivants :
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un 2-uplet de I'intervalle de résolution ;

1 # instants de résolution

la fonction f définissant 1’équation différentielle :

la liste des instants de résolution t_eval=.

2 t0=0 # instant initial auquel on modifie
s t£=3*T # on s’intéresse & la trajectoire

mouvement circulaire
+ liste_t=np.linspace( ,
entre t0 et tf
vO in L _vO:
6 # résolution
7 resol=sci.solve_ivp( s

5 for

plt
plt
plt
plt

) #(a
# rayon
r=
# theta
theta=
# polaire
X
y
#
plt.plot(
.xlabel (’x
.ylabel (’y
.title (7
.show ()

r * np.cos(theta)
r * np.sin(theta)
tracé de la trajectoire

compléter)
ligne de rang O de

ligne de rang 2 de

=> cartésien

X,¥)
(m) ?)
(m) ?)

Energies pour différentes valeurs de vitesses initiales

resol.y
#(a
resol.y
#(a

#(a compléter)

dt

:f(t7X);

la liste des conditions initiales (liste d’autant d’éléments qu'en a X);

la vitesse
jusqu’a 3 fois la période sur le

#(a compléter) 100000 instants

) 5l , ,

(r=x[01)
compléter)
(theta=X[2])
compléter)

#(a compléter)

’) #(& compléter)

Différentes trajectoires selon la vitesse initiale

y(m)

— Epere
— Eperre
— Eperre

o
5, eff €t Em POUT Vo

t Em pour vo=1917.m/s
tEm
tEm

10849m/s

—— Eperr €t Em pour vo="
Ep,eff €t Em pOUT Vo=

15343m/s

23015m/s

1.00
r{m)

150 175

FIGURE 7

2.00
1e7

0.6 0.4 0.8

1e7

FIGURE &
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[l Mouvements des planétes et des satellites
[11.1 Lois de Kepler

Dans les années 1610-1620, donc bien avant les Principia de Newton (1687), Kepler énonce ses célebres lois,
qui portent maintenant son nom, a partir des observations et mesures de la position des planctes faites par

Tycho Brahé, dont il était I'assistant.
Capacité exigible : Enoncer les lois de Kepler pour les planétes et les transposer au cas des satellites

terrestres.

WA retenir : Lois de Kepler

1%r¢ loi de Kepler (1609) Les planctes du systéme solaire décrivent une orbite elliptique dont le soleil
est I'un des foyers.
bla = 0,9

bla =0,7
bla = 0,5

b
b b :

a a a

2%me Joi de Kepler (1609) Les aires balayées par la ligne Soleil-planéte pendant des intervalles de temps
égaux sont égales.

Aphélie Périhélie

Ainsi, les planetes vont plus vite au niveau du périhélie (point de la trajectoire le plus proche du
Soleil) qu’au niveau de I’aphélie (point de la trajectoire le plus éloigné du Soleil).

3¢me Joi de Kepler (1619) Le carré de la période de révolution d’une planéte autour du Soleil est pro-
portionnel au cube du demi-grand axe de 'ellipse qu’elle décrit :
T? 42
— = constante =

a? GMS

Ce sont des lois basées uniquement sur ’observation : Kepler n’a pas établi de théorie a partir de ces
observations. Il écrivit : « C’est comme si une force émane du Soleil ». Il étudia alors la piste d’une force
magnétique, sans succes. .. Sur ces bases, a partir de la 3*™¢ loi de Kepler, Newton développa sa théorie sur la
gravitation. Ce n’est que bien plus tard, en 1687, que Newton formule la loi de la gravitation ainsi que les trois
principes célebres que nous avons vues dans le chapitre 13.

Ces lois se transposent sans difficultés au cas des satellites terrestres :

1. Les satellites de la Terre décrivent une orbite elliptique dont la Terre est I'un des foyers.

2. Les aires balayées par la ligne Terre-satellite pendant des intervalles de temps égaux sont égales.

3. Le carré de la période de révolution d’un satellite autour de la Terre est proportionnel au cube du demi-
T? 472

rand axe de 'ellipse qu’elle décrit, soit : — = constante =
g pse q 3 GM;
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[11.2 Mouvements circulaires

‘pMéthode : Etude d’'un mouvement circulaire
B Comment justifier que le mouvement circulaire est nécessairement uniforme ?

e Exprimer le vecteur vitesse sur un mouvement circulaire en utilisant les coordonnées polaires.
e Eliminer 6 dans 'expression de 7 en introduisant la constante des aires €.
e Conclure sur évolution de || 7||.

B Comment déterminer ’expression de la vitesse du systéeme ?

e Lcrire le vecteur accélération sur un mouvement circulaire uniforme en utilisation les coordonnées
polaires.

e Appliquer le PFD en utilisant les coordonnées polaires et projeter I’équation du mouvement sur le
vecteur unitaire u_Z

e Conclure sur I'expression de v.

B Comment déterminer ’expression de la période de révolution du systeme ?
2o ; : N 02, r . .
e La période de révolution du systeme s’écrit T'= —— puisque le mouvement est uniforme.
v

e Réutiliser 'expression précédente de la vitesse v et conclure sur 'expression de T'.
B Comment déterminer ’expression de I’énergie mécanique du systéme ?

e Exprimer &, = &. + &,(r) et remplacer v par I'expression obtenue précédemment.

e Conclure sur 'expression de &, en fonction de 7.

I11.2.a) Mouvements uniformes

Capacités exigibles : Montrer que le mouvement circulaire d’un point soumis a4 une force centrale est
uniforme.

#Mouvement circulaire uniforme
En partant de la loi des aires, justifier qu'un mouvement circulaire dans un champ de force centrale est
nécessairement uniforme.

Solution: Le systeme est soumis a une unique force centrale, donc le moment cinétique par rapport au
centre de force se conserve, alors le mouvement est plan et se fait selon la loi des aires.
Vecteur vitesse sur le mouvement circulaire : ¥ = r@u—g

Norme du vecteur vitesse sur le mouvement circulaire : || 7] = (6]
Or le mouvement se fait selon la loi des aires, donc 720 est constant. On pose € = r20.
alors

17l = rlél

a

7= vl
(2

v = @

Donc || 7| est constante.

Le mouvement circulaire d’'un systéme soumis a une unique force centrale est nécessai-
rement uniforme.
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Période

Capacités exigibles : Savoir calculer sa période. Etablir la troisiéme loi de Kepler dans le cas particulier

de la trajectoire circulaire.

#Période et 3° loi de Kepler

On étudie le cas d'un satellite autour d’une planete, ou d’une planéte autour d’une étoile. On se place dans
le référentiel lié au centre de force, supposé galiléen a I’échelle du mouvement.

R1. A laide du principe fondamental de la dynamique, établir Pexpression de la norme du vecteur vitesse

sur le mouvement circulaire.

Solution:

Systeme : M(m) (satellite, planete...) /
Référentiel : #Z (géocentrique, héliocentrique) 1ié au centre de ,
force, considéré galiléen a 1’échelle de 'expérience. .

—  —Gmom \
Force : Fo_,p = 7207> |
r \
Notons R le rayon de la trajectoire circulaire. '
-
Principe fondamental de la dynamique & M(m) dans Z galiléen : md (M/Z) = Fo_.n
2
v
La loi des aires impose au mouvement circulaire d’étre uniforme, alors 7(]\/[ | R) = —Eu—z
2
o v _,  Gmmo_
Ainsi —mﬁur = Uy
Gmo

Alors : |v =

R

R2. Sachant que le mouvement est uniforme, établir I'expression de la période du mouvement (durée mise

par M pour faire un tour autour du centre de force). Retrouver la 3®m¢ loi de Kepler.

2R R
Solution: Le mouvement étant uniforme, la période de révolution s’écrit T = =2mR e
(% mo
3
Soit | T =27
Gmo
RB
En élevant au carré : T? = (27)?
Gmo

T? 47
Alors : | — = : on retrouve la 3° loi de Kepler.

R‘3 Gmo P

Quelque soit 'objet en mouvement circulaire autour du centre de force O de masse mp, le rapport
de la période de révolution de M autour de O au carré divisé par le rayon de la trajectoire circulaire

au cube est une constante.

Energie mécanique

Capacités exigibles : Exprimer I’énergie mécanique pour le mouvement circulaire.

#Energie mécanique sur un mouvement circulaire
§ Etablir Pexpression de I’énergie mécanique de M en mouvement circulaire autour du centre de force O.
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Solution: Energie mécanique sur la trajectoire circulaire de rayon R :

éam = @@c—i_(g)p,grav
1 5 Gmme

= —mv° —
2 R
= En utilisant 'expression de v établie précédemment
o 1 " Gmo Gmmo
m = —m J—
2 R R
Gmmo
Em = —
2R

WA retenir : Energie mécanique sur une trajectoire circulaire
L’énergie mécanique d’un corps de masse m en interaction gravitationnelle avec un corps de masse mg et
en mouvement circulaire de rayon R s’écrit :

Gmmo
2R

E = —

Exercice de cours A ISS
On peut lire dans la presse que I'ISS décrit 15,5 orbites par jour.

Solution: Systeéme : ISS , assimilée a un point matériel Référentiel : référentiel géocentrique, supposé
galiléen a I’échelle du mouvement de I'ISS Bilan des forces : force gravitationnelle exercée par la Terre sur

1SS f = GmMT%

R1. Déterminer la période du mouvement de I’ISS.

24 h
Solution: Période : T' = 5= 1,54 h = 5574 s

R2. Déterminer 'altitude de I'ISS.

Solution: D'aprds la troisitme loi de Kepler : L. — T
olution: D’apreés la troisieme loi de Kepler : — =
P PR T Gy
TQ 1/3
Ainsi R = GM
insi (47?2 T)

T2 1/3

Soit 'altitude vaut : |h = R — Ry = (MGMT> — Rr =424 km
T

R3. Déterminer la vitesse de I'ISS.

2R | GM-
Solution: Le mouvement est uniforme, donc on peut en déduire |v = T 7 —|—Th = 7658 m - s !
T

R4. Déterminer 1’énergie mécanique de I'ISS de masse m = 490 t.
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. GmMT
Solution: Energie mécanique : (&, = ————— = —1,44.10" J
& a 2(Rr + h)

[11.3  Mouvements elliptiques
I11.3.a) Description

Une ellipse est une courbe plane qui peut étre décrite par plusieurs

équations (équivalentes) :
2,2
—l—yf:l,avecale

Equation cartésienne dans le plan (O'zy) : PR

demi-grand axe et b le demi petit axe.

- : (o , | x(t) = acos(wt)
Equation paramétrique dans le plan (O'zy) : { y(t) = bsin(wt)

Equation polaire r(0) = — P avec p le parametre de 'ellipse \

1+ ecos(f)

& . —
et e = — DPexcentricité. VA
a

Une ellipse possede deux foyers F' et F”, tels que ¢ = va? — b?.

[ Définitions
Le point de la trajectoire le plus éloigné du centre de force O est appelé 'aphélie si O est le soleil,
I’'apogée si O est la Terre, ...
Le point de la trajectoire le plus proche du centre de force O est appelé le périhélie si O est le soleil, le
périgée si O est la Terre, ...

Rq : pour les autres planetes ou astres, d’autres noms ont été donnés :

I11.3.b) Période du mouvement elliptique

Capacité exigible : Exploiter sans démonstration la généralisation de la 3°™° loi de Kepler au cas d’une

trajectoire elliptique.
La démonstration de la 3°™ loi de Kepler dans le cas d’un mouvement elliptique est hors programme, et nous
admettons donc la généralisation de ce qui a été montré pour un mouvement circulaire, en remplacant le rayon
du cercle par le demi-grand axe de ’ellipse.

WA retenir : 3¢ loi de Kepler pour le mouvement elliptique

Pour tout corps en mouvement elliptique autour du centre de force O de masse mgp, le rapport de la
2

période T' sur le demi-grand axe a du mouvement elliptique de M, —, est une constante qui ne dépend
a

que de la masse du centre de force :

I11.3.c) Energie mécanique sur le mouvement elliptique

Capacités exigibles : Exprimer 1’énergie mécanique pour le mouvement elliptique en fonction du demi-

grand axe.

# Exprimer I’énergie mécanique sur un mouvement elliptique
Objectif : établir 'expression de 'énergie mécanique dans le cas d’'un mouvement elliptique en fonction,
notamment, du demi-grand axe a.

Le demi-grand axe est relié au rayon au périhélie rp et au rayon a l'aphélie r4 par : r4 + rp = 2a.
Nous allons exprimer 74 et rp en fonction de &;,, en utilisant les deux lois de conservation dans un
mouvement a force centrale : conservation de ’énergie mécanique et du moment cinétique.
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R1. Conservation de 1’énergie mécanique
Exprimer 1’énergie mécanique a ’apogée et au périgée.

52 . , . I 1 2 GmOm
L’énergie mécanique s’écrit &, = 5" —

AeterllP:

& = —mv —
54

, qui se conserve ici, &,, a donc la méme valeur en

Gmom 1 Gmom
O et Ep = —mvs — o,
TA 2 Tp

R2. Conservation du moment cinétique.
Quelle est la particularité du vecteur vitesse a 'apogée et au périgée par rapport aux autres positions ?
Exprimer le moment cinétique a I'apogée et au périgée en fonction de r4, va (resp. p et vp).

En A et en P le rayon r est extrémal, donc 74 = 0 = 7p, la vitesse est donc orthoradiale en A et

P:o(M/%) L OM en A et P.
Le moment cinétique de M par rapport au centre de force est constant et s’écrit :

— en A: LO(M/%; = 5?\7[ ANmv(M/R) = MrAvALL

— en P: Lo(M/%) = OM Amu(M/ %) = mrpopus

Ainsi la constante des aires s’écrit, en A et P : € = r v et € = rpup.
)

R3. En utilisant les réponses précédentes, exprimer I’énergie mécanique a ’apogée et au périgée en fonction
de r4 (resp. rp) et de constantes du problémes (masses, € et G).

L’énergie mécanique s’écrit, :

—enA(ra=0):68,=-m— —

2
—enP(i’p:O):gmzlmi—Gmom

R4. En déduire que 74 et rp sont les deux racines d'une équation du deuxieme degré, que 'on déterminera.

&, et € sont deux constantes du probleme, imposées par les conditions initiales.
1 ¢* Gmom

ra et rp sont donc les deux solutions de I’équation &, = imT — qu’il faut maintenant
r r
résoudre.
Ramenons nous a une équation du deuxiéme degré (que nous savons donc résoudre!) :
2 2
me me
Enr? = — Gmomr & | E,r% + Gmomr — =0

R5. En déduire les expressions de r4 et rp en fonction de &;,, des masses et de 7.

Les deux racines réelles (rp et r4) sont, en notant que r4 > rp :

Gmom \/(Gmom)2 + chg2£’m Gmom \/(Gmom)Q + 2m‘€25m
T T s, 2 rp=oe — T 2,
<0 <0

R6. En déduire 'expression du demi-grand axe a en fonction de G, mgo, m et &,,.
En déduire I'expression de 1’énergie mécanique.
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5 5 Gmom
S rp+TAa 28 —Gmom Gmom
déduit d = = m &, = —
On en déduit donc a 5 5 26 = 5

VYA retenir : Energie mécanique sur la trajectoire elliptique
L’énergie mécanique d’un corps de masse m en interaction gravitationnelle avec un corps de masse mg et

en mouvement elliptique de demi-grand axe a s’écrit :

Gmmo
2a

Em =

Exercice de cours B ISS
La trajectoire de I'ISS est en réalité elliptique, son altitude variant entre 330 km et 420 km.

R1. Déterminer le demi-grand axe de la trajectoire de I'ISS.

Solution:
Systeme : ISS, satellite S de la Terre de masse m

Rétérentiel : référentiel géocentrique considéré galiléen a
I’échelle du mouvement du satellite

Bilan des actions mécaniques : Force d’attraction gravita-
tionnelle exercée par la Terre sur le satellite

MTm_)
2 U
r

—
Fris = -G

avec r = Hﬁ”

L’énoncé donne l'altitude du périgée : hp =330 km
et 'altitude de l'apogée hy =420 km.

A Tlaide du schéma de Dellipse, on détermine la rela-

tion:2a:RT—|—hp+RT+hA e - //,///
ha+h

Ainsi|a = Ry + A‘gp — 6, 75.10° km

R2. Déterminer la période de I'ISS.

T2 4 4ma’
Solution: D’apres la 3¢ loi de Kepler : P G]\Zf soit, | 1" = Gj\jT =5,5.100s=1,52h
R3. Déterminer I’énergie mécanique de I'ISS.
B GMTm

Solution: Energiec mécanique de I'ISS en orbite elliptique : | &, =

2a

AN.: &, = —1,5.1013 ]

R4. Exprimer la norme v de la vitesse de I'ISS en un point quelconque de la trajectoire elliptique en fonction
de m, My, G, r et a. Comment évolue-t-elle avec le rayon r?
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Solution: L’ISS est soumis a une unique force conservative, donc I’énergie mécanique se conserve.

1 GmM
Par définition de 1’énergie mécanique : &, = imvz - T
,
Que 'on peut égaliser avec 1'expression de 1’énergie mécanique sur un mouvement elliptique :
1 9 GmMT GmMT
—mu® — =—
2 r 2a

1 1 1
11 reste & isoler v : 51)2 = GMry < — >

r  2a
1 1
Soit v = \/QGMT ( - )
r  2a

Quand le rayon r augmente, la vitesse v diminue. Autrement dit, la vitesse de I'ISS est d’autant plus
faible qu’il se trouve éloignée de la Terre. C’est une conséquence de la loi des aires : le rayon vecteur
balaye des aires égales en des temps égaux. Quand I'ISS est loin de la Terre, la distance parcourue est
plus faible que lorsque I'ISS est proche de la Terre, donc la vitesse est plus faible.

R5. Déterminer les vitesses minimale et maximale de I'ISS.

1 1
Solution: La vitesse de I'ISS est minimale quand il passe par 'apogée : vpin = v4 = \/2GMT < — 2> =
7634 m - 57!

1 1

La vitesse de I'ISS est maximale quand il passe par le périgée : vy = vp = \/QGMT ( — 2) =
rp a

7737m - st

[V Satellites terrestres

IV.1 Quelle orbite pour quelle mission ?

Capacité exigible : Différencier les orbites des satellites terrestres en fonction de leurs missions.

Les orbites des satellites terrestres peuvent avoir de nombreuses formes et orientations : certaines sont
circulaires ou au contraire en forme d’ellipse tres allongée. Elles peuvent se situer a basse altitude juste au-
dessus de 'atmosphere terrestre (250 km) ou dépasser 30 000 km. L’orbite d'un satellite artificiel est choisie
pour répondre au mieux aux besoins de la mission. La plupart des satellites utilisent un des quatre types d’orbite
suivants :

e l'orbite géostationnaire est une orbite circulaire située dans le plan de I’équateur a une altitude de 35 786
km du sol.
A cette altitude la période de révolution du satellite correspond exactement & la période de rotation de la
Terre, soit 23 heures, 56 minutes et 4 secondes.
Vu de la Terre, un satellite géostationnaire semble immobile dans le ciel : c¢’est I'orbite parfaite pour les
satellites de télécommunications et pour certains satellites d’observation (météo) qui doivent couvrir
une zone fixe.

e l'orbite polaire est une orbite circulaire basse (par convention entre 300 et 1 000 km d’altitude) dont
Iinclinaison, proche de 90°par rapport au plan de I’équateur, la fait passer au-dessus ou pres des poles.
Un satellite situé sur une orbite polaire passe régulierement au-dessus de tous les points de la surface grace a
la rotation de la Terre.
Les orbites polaires sont généralement des orbites héliosynchrones : ce type d’orbite conserve un angle constant
avec la direction Terre-Soleil c’est-a-dire que le plan d’orbite tourne de 360° par an.
Les orbites héliosynchrones permettent de passer toujours a la méme heure solaire locale au-dessus d’un lieu
donné : I'éclairage identique des prises de photo du lieu permet de faire ressortir les changements. Cette
caractéristique en fait une orbite idéale pour des satellites d’observation de la Terre.

e l'orbite basse se situe juste au-dessus de 'atmospheére terrestre a une altitude ou la trainée ne freine pas
trop la vitesse du satellite (par convention 'orbite basse se situe a une altitude inférieure a 2 000 km).
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Elle est utilisée par les satellites scientifiques qui explorent 1’espace lointain. Le télescope Hubble, par
exemple se situe sur une orbite de 610 km. On trouve également sur ce type d’orbite les satellites de
radioamateur et les constellations de téléphonie mobile ou de télédétection terrestre.

e l'orbite moyenne culmine généralement a une altitude de 20 000 km avec une période de 12 heures. L’orbite
située en dehors de 'atmospheére terrestre est tres stable. Les signaux envoyés par le satellite peuvent étre
reqgus sur une grande partie de la surface du globe terrestre. C’est 'altitude retenue pour les satellites de
navigation comme le systeme GPS.

Un peu plus bas, a 8 063 km, est prévue la constellation de satellites O3b pour la distribution d’Internet ;

e 'orbite haute a un apogée qui se situe a une altitude supérieure a l'orbite géostationnaire. La Russie utilise
ce type d’orbite pour certains de ses satellites de télécommunications. L’orbite de Molnia permet une
couverture 24 h sur 24 du territoire de la Russie avec une constellation de trois satellites. Cette orbite est
utilisée car la Russie ne peut lancer de satellites géostationnaires depuis ses bases spatiales toutes situées a
des latitudes trop élevées et les satellites géostationnaires ne peuvent pas couvrir la fraction du territoire russe
située a une latitude supérieure a 81°;

Orbite géo-
stationnaire

—20 heures

T

Période orbitale

— 15 heures

— 10 he

— 5 heures
—de Van

zi‘e’rieurltz| u bbl e

Ceinture

¥ .- Allen i
Iridium "'

10000 mi ISS 10000
15000 mph —F 25000 km/h

20000 km/h

0000 mph—

FIGURE 9 — Schéma a ’échelle montrant la Terre, les principales orbites (orbites basse, moyenne et
géostationnaire) utilisées par les satellites, les vitesses et les périodes orbitales a différentes altitudes ainsi que
la position de quelques satellites ou constellations de satellites remarquables : GPS, GLONASS, Galileo and
Compass, Station spatiale internationale, télescope Hubble et la constellation Iridium (Par cmglee - Travail
personnel, CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=16891766)

V.2 Satellites géostationnaires

Capacité exigible : Déterminer 1’altitude d’un satellite géostationnaire et justifier sa localisation dans le

plan équatorial.


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=16891766
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Déﬁnition : Satellite géostationnaire
Un satellite géostationnaire est un satellite qui reste constamment au-dessus d'un méme point de la
surface terrestre. Un satellite géostationnaire est donc immobile par rapport a un observateur immobile
de la Terre.

# Caractéristiques du mouvement des satellites géostationnaires
Plan du mouvement.

R1. Justifier que le plan du mouvement d'un satellite géostationnaire est nécessairement celui du plan

équatorial.
Solution: -
/// \\\ 77"
Systeme : Satellite assimilé & un point matériel S de / o 9 m)
/
masse m E e
s . , . ., 2 - !
Référentiel : géocentrique Z 1ié au centre de la Terre, ; h / _wr ;
considéré galiléen a 1’échelle de 'expérience. ' Y . !
—GmMT_> ! h
Force : Fr_,g = Tur \\ K

Deux contraintes pour le plan du mouvement du satellite :

— En conséquence de la conservation du moment cinétique, le mouvement du satellite géostation-
naire est plan et le plan de la trajectoire du satellite contient le centre de force, c’est-a-dire le
centre de la Terre.

— De plus, pour étre géostationnaire, il doit rester a chaque instant a la verticale du méme point
P de la Terre. Par conséquent le plan du mouvement du satellite géostationnaire doit étre
confondu avec le plan du mouvement du point P de la surface de la Terre.

Le mouvement d'un point P de la surface de la Terre dans le référentiel géocentrique est un
mouvement circulaire dont le centre est sur ’axe de rotation de la Terre (pole Sud-pole Nord).
Le plan du mouvement du point P est perpendiculaire & 1’axe (p6le Sud-pole Nord).

Ainsi le plan du mouvement du satellite géostationnaire doit contenir le centre de la Terre et doit
étre perpendiculaire & 1'axe (p6le Sud-pole Nord). Ce plan est unique : c’est le plan de ’équateur.

Le plan de la trajectoire d’un satellite géostationnaire est le plan de I’équateur.

N Trajectoire du satellite

Trace au sol

R2. Quelle est la période d’un satellite géostationnaire ?
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Solution: Un satellite géostationnaire reste a chaque instant a la verticale du méme point de la
surface de la Terre. Par conséquent, la période du mouvement du satellite géostationnaire doit étre
de 24h (plus précisément 23h56minds : durée d’un jour sidéral, c’est-a-dire d’une révolution de la
Terre sur elle-méme).

Altitude du satellite

R3. En utilisant la 3*™¢ loi de Kepler, déterminer Daltitude & laquelle doit nécessairement se trouver le
satellite géostationnaire.

T2 472
Solution: La 3° loi de Kepler permet de déterminer le rayon R, de l'orbite : — = T
R} GMr
, GM;T2\?
Soit Rg = (471'2>

472

AN. : Avec T = 23 x 60 x 60 + 56 x 60 + 4 s = 86164 s et Ry = 6370.10° m
h=3,6.10" m = 36.10% km

GMrT\"?
T) R

Or R, = Ry + h, donc h:Rg—RT:<

L J

Nous avons dit que la Terre faisait un tour sur elle-méme en 24 h, ce n’est pas exact.

La durée de 24 h correspond en fait a un jour solaire, qui est la durée entre deux passages du soleil
au zénith.

La période des satellites géostationnaires doit étre égale a la durée que que met la Terre a faire un
tour sur elle-méme, c’est ce qu’on appelle le jour sidéral, qui est plus petit qu'un jour solaire :
Tsidéral =23h56min4s.

En effet, du fait que la Terre effectue une révolution complete autour du soleil en 365,25 jours, en un
jour solaire, la Terre fait un peu plus d’un tour complet sur elle-méme : elle effectue un tour complet

ieme de tour.

Tso aire — L sidéra,
: e e T

Tsolaire

Plus de 300 satellites sont sur l'orbite géostationnaire. Ces satellites relevent de différents types, on peut citer
par exemple : les satellites de télécommunications de type diffusion (télévision, radio) ou de diffusion militaire,
les satellites météorologiques, les satellites servant de relais pour les activités spatiales ...

L’orbite géostationnaire est relativement encombrée et la position des satellites géostationnaires est gérée par
I’Union internationale des télécommunications. Lorsqu’un satellite géostationnaire n’est plus actif il doit étre
placé sur une orbite de rebut, ou « orbite poubelle », située a une altitude au minimum supérieure de 230 km,
pour qu'un autre satellite puisse éventuellement occuper sa place.
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V.3 Vitesses cosmiques
Capacité exigible : Exprimer les vitesses cosmiques (vitesse en orbite basse et vitesse de libération) et
connaitre leur ordre de grandeur en dynamique terrestre.

Déﬁnition : Vitesse en orbite basse
La premiére vitesse cosmique notée v., est la vitesse en orbite basse, c¢’est-a-dire la vitesse d’'un
objet satellis¢ en mouvement circulaire autour d’'un astre a une altitude tres petite devant le rayon de

l'astre.

4 Etablir la vitesse sur Porbite basse
R1. Etablir I'expression de la premiére vitesse cosmique.

Solution: On s’intéresse a un point M (m) en orbite basse autour d’un astre de masse mg et de
rayon Ro.
Le rayon de la trajectoire circulaire basse vaut : R = Rp + h = Ro (altitude h tres petite devant
Ro).

. . . , . Gmo
En utilisant 'expression de la vitesse établie dans le § [11.2.h) : |v, = o

R2. Faire I'application numérique pour la Terre.

Solution: La premiere vitesse cosmique d’un objet en orbite basse autour de la Terre de rayon Rp
GMr
Rr

et de masse Mp s’exprime selon |v.; =

AN.:|vg =7,9km - s7?

[ Définition : Vitesse de libération
La deuxiéme vitesse cosmique ou vitesse de libération est la vitesse minimale a communiquer a un
objet situé initialement a la surface de la planete pour qu’il puisse échapper a 'attraction de la planéte,
autrement dit pour qu’il puisse partir de la planete et s’en éloigner a ’infini.

4 Etablir la vitesse de libération
R1. Quelle est la valeur minimale de I’énergie mécanique pour que le systeme quitte ’attraction de I'astre ?

Quelle est alors la trajectoire de I'objet ?

Solution: Pour qu'un objet, situé sur ’astre, puisse se libérer de I'attraction de I’astre, il doit avoir
une énergie mécanique positive ou nulle (cf § 11.3).

La vitesse minimale que doit posséder 1'objet situé sur l'astre correspond au cas ou son énergie
mécanique est nulle.

R2. En déduire I'expression de la vitesse de libération.
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Solution: Energie mécanique minimale de 1'objet sur l'astre, de rayon Ro, pouvant se libérer de
) : ) 2 GmmO
l'attraction de l'astre : &, = —muv; — =0
2 Ro
1 Gmmo Gmo
Soit —muv? = ————=, soit |vy = /2 =V 2v,
9 ¢ RO 44 RO \/— 1
R3. Faire I'application numérique pour la Terre.
. . , ) e . G My
Solution: Pour un objet posé sur Terre, la vitesse de libération s’exprime selon : | v, = /2 e V20,4
T
AN.:|y,=11km - s7*

VYA retenir : OdG des vitesses cosmiques pour la Terre
1% vitesse cosmique (vitesse en orbite basse) : v, = 7,9 km - s7!
2¢me vitesse cosmique (vitesse de libération) : v = 11 km - s7!

L J

Pour qu'un véhicule spatial se place sur une orbite terrestre, il est nécessaire de lui communiquer une
vitesse minimale. Cette vitesse de satellisation minimale est d’environ 7,9 km/s pour un satellite sur une
orbite circulaire a 200 kilometres d’altitude (il s’agit d’une vitesse horizontale, un objet lancé verticalement
a cette vitesse ou a une vitesse supérieure retomberait sur Terre).

Si la vitesse horizontale est inférieure a 7,9 km/s 'engin décrit une parabole plus ou moins longue selon
la vitesse avant de revenir sur Terre. Si la vitesse est supérieure & la vitesse de libération (11,2 km/s soit
40 320 km/h) sa trajectoire décrit une hyperbole et il quitte l'orbite terrestre pour se placer une orbite
héliocentrique (autour du Soleil).

V  Annexe : Données numériques
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