Correction du DNS 5

EXERCICE 1
Il y a plusieurs maniéres de résoudre ce systeme. On peut poser z = x + iy avec z,y réels. Le systeme devient :
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On peut poser z = pe'? avec p > 0 et § € R. Le systeme devient :
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On retrouve les deux solutions : e "4 et €' ™4

Enfin, puisque 0 n’est pas solution, on peut multiplier la premiere ligne par z :
Z2=7Z o i22 =2Z o iz2 =1 o 22 = —i
zz=1 zz=1 zz2=1 zz2=1
. ’ . 71/£ — —
et les racines carrées de —i = e~ “2 sont e

EXERCICE 2

Posons Z = z*. L’équation devient
(E') : Z* = 2(ivV3 - 1)Z — 8(1 +iV/3) = 0.

C’est une équation du second degré dont le discriminant est 4(iv/3 — 1) + 32(1 + iv/3) = 24 + 24i1/3. En appliquant
la méthode vue en cours, on trouve que les racines carrées de 24 + 24iy/3 sont 6 + 2iv/3 et —6 — 2iy/3 (on peut
2(iv/3 — 1) 4+ 6 + 2iv/3

(lf );‘ +Zf=2+2i\/§€t

aussi remarquer que 24 4 24iy/3 = 48¢'"/3). Les solutions de (E’) sont donc
2(iv3—1) — 6 — 2iv/3
5 =

Résolvons 1’équation z* = 2 + 2iv/3. On a 2 4 2iv/3 = 4¢™/3 donc on voit que v/2e"™/12 est solution. En multipliant
par les racines quatriémes de I'unité on obtient toutes les solutions : v/2e'™/12, \/2e7™/12 /2¢i137/12 ot \/2¢1197/12

—4.

Résolvons 1’équation z* = —4. On a —4 = 4e'™ donc on voit que v/2e"™/# est solution. En multipliant par les racines

quatriemes de I'unité on obtient toutes les solutions : \/ie”/‘ﬂ \/iei?’“/‘l, /268574 ot \/2e1TT/4,

L’équation a donc huit solutions :

V2612 \[2e1TT/12 \[20i137/12 |\ [0i19m/12 |\ [0in /A \[90i8T/4 | [9,05T/4 o \/9iTT/4,

EXERCICE 3

1) a) C’est une somme géométrique :

1—w?
l4+wtw?+wd+wt= d =0
1—w
car w® = 2™ = 1.
b) On a
a+B=w+w?+u?+uwt=-1
et

af=w+wt+ W+ =+t wtw?=-1
car w8 =w et W7 = w2
On en déduit que « et 8 sont les solutions de 1’équation 22+ z — 1 = 0 (cf proposition 22 du cours sur les complexes).
“1+v5  —1-V5

¢) Les solutions de 'équation 2% + 2z — 1 = 0 sont 5 e 5

De pIUS o = ei2ﬂ'/5 + eiSTr/S —_ ei27r/5 + 67i27r/5 — 2 cos 2?7( et 6 —_ ei47r/5 + 6i67r/5 _ 247r/o + 671477/0 — 92 cos 4?7‘—



“1+v5 . —1-6

On en déduit que o = 3 et = — (car @ > 0 et § < 0) puis que
27r_—1+\/5 ¢ 47T_—1—\/5
cos — = 1 et cos— = YR

—-14+V5

5
2) D’apres le théoreme de Pythagore on a QB = QM = QN = g Par conséquent le point M a pour affixe 5

—1-+/5
—

De plus l'affixe de A; est €27/5 donc l'affixe de H, qui est le projeté orthogonal de A; sur I'axe des abscisses, est

2% = _1%\/5 De méme, 'affixe de K est cos 4% = _1%\/5

Par conséquent H est le milieu de [OM] et K est le milieu de [ON].

et le point N a pour affixe

COS

3) Appelons O le centre du pentagone et Ay le sommet connu.
On commence par tracer le cercle C de centre O qui passe par Ag.

Soit C' le deuxiéme point d’intersection de la droite (OAg) et du cercle et soit B un des points d’intersection de la
perpendiculaire & (OAg) qui passe par O.

Soit © le milieu de [OC]. Soient M et N les points d’intersection du cercle de centre € et de rayon [Q2B] et de la droite
(OAy).

Les points d’intersection des droites perpendiculaires & (OAg) qui passent respectivement par M et par N avec le
cercle C sont les quatre autres sommets du pentagone.



