Corrigé DS3

Exercice 1 : Décharge d’'un condensateur dans un autre condensateur

1. On obtient le schéma simplifié en enlevant la branche ouverte.
On applique la loi des mailles :

. dug
E:uR+u0:Rt+u0:RC0E+uo

ET(

du0+ u E
dr  RCy RCy |

On identifie la constante de temps| 79 = RCy = 10 s |

2. Solution pariculiere : ug, = E.

On obtient finalement :

Solution générale de I'équation homogeéne : ugy, (¢) = Ae~ 7o,

On en déduit que uy(t) = E+ Ae™ ! I70 Avec la condition initiale 1y (0*) = 0 (condensateurs initialement

déchargés) on montre que A= —E d’olt| up(t) =E [1 - e_t/”’) . On trace ci-dessous son allure :

To

3. Lénergie recue par le condensateur Cyp au cours de ce régime transitoire vaut :

1 1
Ey=E&(0c0)—&(07) = 5Co U3 (c0) ~ 5Co u (0%

1
Sachant que ug(oco) = E et ug(0*) = 0 on conclut que| Eg = ECOEZ X

4. Les lois d’évolution pour les deux condensateurs s’écrivent (attention

aux conventions!) : wh—— ¢
R dug du OT 0
i=Ch— =-C1—
07dr Udr
De cette relation on déduit que :
o 4 _ 4 s ciun =0
—_— —_—=— u uy) =
Up g ~qg ‘covottim U

La quantité Cyug(#) + Cy u1 (t) se conserve au cours du temps.

_ G

Alinstant initial = 0% ona ug(0%) = E (le condensateur Cy est chargé) et 17 (07) = 0 (le condensateur
C; est toujours déchargé). On adonc:

Coug(t)+Cruy(t) =CoE Vt

5. On applique la loi des mailles ug + up = u; avec:

. dug
UR = Ri= RCOW

et, d’apres le résultat de la question précédente :

= Co(E —up)
1 o
En réinjectant ces expressions dans la loi des mailles on trouve que :
dug C C du U E 7
Up+RCy—-D = Vg 0y =20, %0 =2 10

dt C1 - Cy . dt  RCy B RC; RC;

dug ( 1 1 ) E
> — |+t U= —F
dt RCy RCy RC,

duo Co+C E
— Uy = ——
dt  RCyCy RCy

6. En régime permanent de tension ug(co) constante le terme dug/d¢ est nul donc :

Co+C E Co
ugp(0o) = — < | ug(oo) =
RCyCqy RCy Co+Cy
On en déduit immédiatement u (co) :
Co(E - C
up (OO) = w — | (OO) = 0 E
C Co+C

Remarque : on pouvait établir ce dernier résultat d'une autre maniere. En régime permanent les con-
densateurs se comportent comme des interrupteurs ouverts donc ug(co) = Ri(oo) = 0. D’apres la loi
des mailles u7 (co) = ug(00).

7. Lénergie fournie par le condensateur Cyp vaut :

1 1 1 Co \?
E6:5c0u3(0+)_5c0u3(oo)<: E(’):ECO(I—( 0 ))Ez

L'énergie recue par le condensateur C; vaut :

1., 1 5, 1 Co )2 2
E1==-C -=C 0 Ey==-Ci|=——)| E
1=3 1u7 (00) 2 1u07) <= | EF1 Phed Foraren

L'énergie fournie par le condensateur Cy est entierement captée par le résistor et le condensateur Cj :

2

1 Co \? C
E(’):ER+E1<:>ER:E6—E1:— Co(l— 0 ))—Cl( 0 E?
2 Co+C Co+Cq
1 CoC
On peut montrer que cette expression se simplifieen | Ep = — 01 p2
2Cy+Cy




8. Quand plusieurs condensateurs sont placés en dérivation leurs capacités s’ajoutent (voir ex 1 du
TD 6).

Cl=NCy = Ej = > N cor?
= = - X —
L= T2 aene
E N
On en déduit que r:—lz—:0,09.
Ey (1+N)?

Exercice 2 : La gréle

1. On applique le principe fondamental de la dynamique au grélon dans le référentiel terrestre supposé
galiléen. En I'absence de frottement celui-ci n’est soumis qu’a son poids :

mi=P=m§ < d=3
On projette sur iiy : car I'axe (Oz) est descendant.

2. Onintegre deux fois cette équation différentielle. Avec les conditions initiales Z(0) = 0 (vitesse initiale

2

1
nulle) et z(0) = 0 (I'origine marque la position initiale du grélon) on trouve z(¢t) = gt et| z(¢) = Egt

3. A partir des résultats de la question précédente on trouve que :

2
% ~ [

4. La vitesse aprés un km de chute est de 'ordre de :

v[m-s_l] =V2x10x103 =v2x10? = ‘ v~5-10°km-h7!

La vitesse du grélon est de I'ordre de 500 km - h~! aprés une chute d’'un km. C’est beaucoup plus
que ce qui est observé. Pour analyser la chute d'un grélon il n’est pas raisonnable de négliger les
frottements.

5. On applique le principe fondamental de la dynamique au grélon dans le référentiel terrestre supposé
galiléen. Celui-ci est soumis a son poids et a la force de frottement de 'air :

m =P+ f=mg-av’i,
On projette sur i :
dv 2 dv a
mazmg—av = EJFEU =
6. La solution de vitesse constante vérifie :
%Ulzing < | Vlim = %

7. On exprime le résultat précédent sous la forme d'un équation aux dimensions :

1 -2
_[mgz _ [mg] wmrr
[Vlim]—[T] = [d]—m—m—,z—

Le coefficient a s’exprime en .

8. La simulation numérique prdit une vitesse limite v}, = 40m- s”! =~ 140km-h~!. Lestimation est
plus cohérente qu’avec le modele sans frottements.

On cherche la position pour laquelle le grélon atteint la vitesse v = 0,75vj;, = 30m-s~!. D’aprés la

figure 2 cela se produit a la date ¢ = 4s. A cet instant-la on lir sur 'autre graphique| z(4s) = 75m |.

Exercice 3 : Mouvements de systemes {masses + ressorts}

et

1. ‘ Eg=—kg(lg—C0)iix |et| Fq=ka(lq—Co)iix |

2.|lg=x| et |[fg=L-x|

3. On applique le PFD a la masse dans le référentiel terrestre supposé galiléen, que 1'on projette di-
rectement sur iy :

3
=
|

—kg(fg—(0)+kd([d—[0)
—kg(x—£0)+kd (L-—x—"¢gp)
— (kg + ka)x + kglo + kq(L—£g)

On aboutit a 'équation différentielle suivante :

. kgtkyg kglo + kq(L— )
i+ x=

m m
ko + k
wo:,/gTd

Par identification :

2 kglo + kq(L— o) kglo + kq(L— )
WoXe=———"—""— < [Xe=—F—F——
m kg + kg
La raideur équivalente vaut | K = kg+ kq | Labscisse xe correspond a la position d’équilibre de la

masse.

4. Cette équation est celle d'un oscillateur harmonique. La solution générale s’écrit sous la forme :

x(t) = Acos(wot) + Bsin(wqt) + Xe

Vo
wo ’

avec X(0)=A+Xxe=Xe < A=0etx(0)=Bwg=v9g < B=

vo .
x(t) = —sin(wq1)
wo

27 m Vo
5.|Tp=—=2m\/ = | et | X;p=—1| AN: X;;;, =50cm et Ty = 0,63s.
wo K wo

6. Les PFD appliqués a M; et M donnent :

—kx1 + k(xo—x1) = miy mi] = —2kx1 + kxo 1)

—k(x2 —x1)+ k(L—x2) = mio mip = kx1 —2kxo + kL (2)



7. On obtient les deux équations différentielles en effectuant (2) + (1) et (2) — (1).
8. On cherche a résoudre les deux équations ci-dessus, sous la forme :
. L
S(1) = Acos(wqt) + Becos(wgt) + L et D(t) = Ccos(wit)+ Dsin(wqt) + 3
. k 3k U . L
oll wg = {/ — et wj =1/ —. Les conditions initiales imposent S(0) = L, S(0) = 0, D(0) = 3 —2a et
m m

D(0) = 0. On en déduit que A= B =D =0 et que C = —2a. Par conséquent :

{S(t) =x1()+x()=L

D(t) = x2(t) — x1(t) = —2acos(w ) + g

S(t) + D(t) 2L S(t)—D(1) L

=———=—acos(w1 )+ — | et |x1()= ——— =acos(wit)+—

2 3 2 3

Les masses ont des mouvements d’oscillations harmoniques a la pulsation wj. On constate que x1 (t)

est maximale quand x () est minimale et inversement. Les deux mouvements s’effectuent en opposi-
tion de phase.

X (1)

. L R
9. Le raisonnement est le méme mais désormais les CI sont S(0) = L+2a, S(0) =0, D(0) = 3 et D(0) =0.
On en déduit que B=C =D =0et A=2a. Par conséquent :

{S(t) =x1(8) + x2(8) =2acos(wot) + L

L
D) = x2(8) —x1(8) = 3

2L L
X2 (t) = acos(wot) + 3 et | x1(f) =acos(wot) + 3

Cette fois-ci, les oscillations harmoniques ont pour pulsation wg. Les deux masses oscillent en phase.



