TD10 : Energétique - corrigé

* Exercice 1 : Chute verticale avec frottements

1. On reprere le mouvement avec un axe (Oz) ascendant. Dans ces conditions, I'énerge potentielle de
pesanteur s'écrit £, = mgz et, au cours de 'ascension, la force de frottement, opposée au déplace-
ment, s'écrit F = — fii,. On applique le TEC 4 la masse, en ascension entre le point A et le point B, dans
le référentiel terrestre supposé galiléen :

AEc.=W(P) + W(F)
ou:
* AEc=Ec(B) - Ec(A) = —3muj,
e W(P)= —AEp = mg(zy —zg) = —mgh estle travail du poids,

o W(E) = ff F‘~dzﬁz =—f(zg—za) = —fh estle travail de la force de frottement.

2
1.2 he 0 _
2(mg+f)

—zmvy=-mgh-fh < 4,1m

2. On applique a nouveau le TEC a la masse, en chute entre le point B et le point A, dans le référentiel
terrestre supposé galiléen. Au cours de la chute, la force de frottement, toujours opposée au déplace-
ment, s'écrit F = fiiz.

* AE;=Ec(A) - E;(B) = smv'?,
e W(B) = —AEp =mg(zp —za) =mgh,

© WF) = [} F-daii; = f(za—28) = —fh.

1

2(mg—-fh mg—f _
2 _ _ _ _ 1
smve=mgh—fh < | v, = = g+fv0—7,7m-s

* Exercice 2 : Champ gravitationnel terrestre

1. On cherche une énergie potentielle Ep(z) qui vérifie :

- B GmM dE
Fg = —gradEp <~ T __F

(RT+2)2 dz
On integre cette équation différentielle :

GmM
Ep(2) = ——2=L 4 Cste

Rr+2z

Enfin, puisque l'origine de I'énergie potentielle est prise a I'infini, la constante d’intégration est nulle :

GmMT
Rr+z

Ep(2)=-

2. a) On applique le TEC alamasse, entre le sol (z = 0, vitesse vg) etle sommet de la trajectoire (z = zmax,
vitesse nulle) : AE; = W(E), ol :

. AEC:—%mvg,
* W(F)=-AEp = Ep(z=0) - Ep(2 = Zmax) = GmM g - 7]
A
_1.02 1 _ 1 — —[—__70
mug GmMT(RTJeraX RTJ<=> Tmax = RT + Zmax (RT 2GM)

2. b) Le résultat de la question précédente n’est défini que pour Rt + zmax > 0, C’est-a-dire :

2GMr
Rt

Vo<V =

En conclusion, I'objet s’arréte (et donc retombe ensuite sur le sol) uniquement si vy < vo. La vitesse
V2, appelée deuxieme vitesse cosmique, est la vitesse limite a partir de laquelle un objet lancé depuis
la surface du sol (en négligeant tout frottement), ne retombe pas sur le sol mais s’éloigne a l'infini,
s’échappant ainsi du champ gravitationnel terrestre.

* Exercice 3 : Solide sur un plan incliné

\x

1. La réaction du support a une composante normale et une composante tangentielle : R = N+ T.
Pour obtenir des informations sur ces composantes, on applique le PFD a la masse dans le référentiel
terrestre supposé galiléen :

ma=BP+N+T
On projette le PFD dans la base cartésienne :
mi=mgsinax+T (1)
{0 =-mgcosa+N (2)

Léquation (2) permet de déterminer la réaction normale : N = mgcos . On détermine T en utilisant
la deuxiéme loi de Coulomb (la masse glisse sur le plan incliné) :

ITI=FIN| < T=fmgcose

La réaction du support s’écrit donc : | R = mg cos &(f iy + iiy) |




TD10 : Energétique - corrigé

2. On applique le TEC a la masse, entre le point O (x =0, v = V) et le sommet de la trajectoire (noté P,

Y .
x=-g, vitesse nulle) :

AE; = W(P) + W(R)
avec :
* AEc=Ec(P)—Ec(0)=-3mVZ,

* W(P) = ~(Ep(P) - Ep(0)) = ~mgHp,

e WR)= fgﬁ-dxﬁx = fgﬁ-dxﬁx +fg T-dxiiy = - fmgcos ocsﬁ”& = —fmgHpcotanx.
———
=0
2
1 2 Vo
_szO = —mgHm —fmgHmCOtan(X — Hm = m
mVO2
3. D’apres la question précédente : | AE; = — 3

1 mVO2

La variation d’énergie potentielle de pesanteur s'écrit: | AEp = mgHp, =

1+ fcotana 2

—fcotanax ™M V02

La variation d’énergie mécanique s'écrit : | AE = AE; + AEp = m "

x Exercice 4 : Barriere de potentiel

1. On étudie les variations de Ep (x) :
E;,(x) = mw? (%3 —Zx) =2mw? (22—; - 1)x

Lénergie potentielle est minimale en x = +-% et maximale en x = 0. On trace I'allure de son graphe :

V2
Ep
_a a
V2 0 V2 X
i i [

Les positions x = i\% sont de positions d’équilibre stables. La position x = 0 est une position
d’équilibre instable.

On détermine la dérivée seconde de I'énergie potentielle dans 1'une des position d’équilibre stable

d’E 5

: sz(x = i\%) = 4mw*. On en déduit 'expression de la pulsation des petites oscillations har-

moniques autour de ces positions d’équilibre :

2. Par définition de I'énergie potentielle :
I dE 4x3
F=-gradEy < F(x)= - - _mw? (— —2x
X a
On simplifie cette expression sous la forme suivante :

Fly = dme’ ( _i)( +i)
X) = az X|X \/E X \/z

Rq: Onreconnait a cette expression les trois positions d’équilibre (celles pour lesquelles F(x) = 0).

3. On choisit arbitrairement la position d’équilibre x5 = iz' On exprime la force en fonction de ¢ :

2
F(e) = _4m;u (a+ %)(s+\/§a)s

On développe au premier ordre autourde ¢ =0:

amw? a

x — xV2ax ¢ = —4mw?e

a? V2

On applique ensuite le PFD au mobile, supposé soumis uniquement a la force F :

F(e) =~ -

mi=F
Sachant que ¥ = €, on aboutit a:
me = —ama?e —
On reconnait I'équation différentielle d'un OH de pulsation propre :

Le résultat est cohérent avec celuide la question 1.

4. Placée initialement dans l'une des positions d’équilibre stable, la masse doit avoir une énergie mé-
canique suffisante pour ne pas étre piégée dans un puits de potentiel. Pour cela, il faut que :

1
E>0 = Emvg+Ep(x=xs)>0

En exprimant I'énergie potentielle, on obtient :

1 2_1 2.2
7 MVy— gmwa >0 < |vyg>
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** Exercice 5 : Point glissant sans frottement sur un cercle

1. On applique le TEC entre le point de départ A (sommet du
cercle, 0 = 0, vitesse nulle) et le point M (0, v). La réaction du
support est normale car il n'y a pas de frottement.

AE; = W(P) + W(N)

On rappelle qu'en coordonnées polaires, pour un mouve-
ment circulaire, 7 = ROilg = v? = R%6%. Lénergie poten-
tielle de pesanteur s’écrit ici (en prenant comme origine des
potentiels la position 0 = 0) : E;(0) = mgR(cos0 —1).

* AEc=Ec(M)-Ec(A) = mR%*6?,
* W(P)=—(Ep(A) - Ep(A)) = mgR(1 - cos0),

e W(N)=0 car N est orthogonale au mouvement.

%mRzé2 =mgR(1-cosb) < mRO? = 2mg(1—cos0)

2. On applique le PFD a la masse dans le référentiel terrestre supposé galiléen, projeté dans la base
polaire :

—mR0%=N-mgcos0 suriiy
mRO = mgsin0 sur iig

La projection sur ii; permet de déterminer la réaction du support : N = mgcos® — mR6?2. En utilisant
le résultat de la question précédente, on peut exprimer N uniquement en fonction de la variable 0 :

N=mg(3cos0—-2)

3. La masse quitte le cercle a partir du moment ot la réaction du support s’annule, c’est-a-dire pour

2
I'angle O tel que : | cos6 = 3t

* Exercice 6 : Equilibre sur un cercle

. En prenant comme origine des potentiels la position 0 = 0, I'énergie potentielle de pesanteur s’écrit
Ep,pes = mgRsin 0. Lénergie potentielle élastique vaut : Ep o = %kAMZ. On détermine AM en utilisant
le théoréme de Pythagore :

AM? = AH? + HM? = (R + Rcos0)2 + (Rsin0)% = 2R%(1 + cos0)

Lénergie potentielle totale de la masse s’écrit :

Ep = mgRsin® + kR%(1 + cos0)

WV

1 . dE, . - R
2. On étudie les variations de Ep (0) : d—e" = mgRcos0 — kR?sin@. Les positions d’équilibre correspon-

dent aux positions qui vérifient :

dE, _
CER

0= tanezg
kR

Cette équation a deux solutions sur 'intervalle [-7t, 71]. Elles sont représentées sur le schéma ci-dessus.

3. La position d’équilibre 1 est elle que cos0; > 0 et sinB; > 0. La position d’équilibre 2 est elle que
cos0y < 0etsinBy < 0. Pour déterminer la stabilité de ces positions d’équilibre, on détermine la dérivée
seconde de |'énergie potentielle :

d’E) _
dez

—mgRsin® — kR? cos ®

2
&E,
2

d’E
Compte tenu des signes de cos@ et sinf évoqués plus haut, (WZ”) <0Oet (W) > 0. La position
01 2
d’équilibre 1 est instable et la position d’équilibre 2 est stable.

Comme vu en cours, la pulsation propre des petites oscilations autour de la position d’équilibre stable
0, vérifie :

w2 = 1 (dzEp) _
2

8 i k
O—W W 0 ——Fsmeg—mcoseg

Pour déterminer cos 02 et sinB2, on utilise :
mgRcosBy = kR?sin0,
cos? 0, +sin0, =1
Apres calculs, on montre que :

c0s0s = — ____ kR
\/ (mg)?+(kR)?

et sinfy=-—

mg
\/ (mg)?+(kR)?
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En injectant ces expressions dans celle de wg, on obtient :

1 g e (8 ()

w? mg . -
Jmgwrz ™\ [imgz+kry?

_ 8. N
O mg2+kry?

3=

En passant a la racine, on trouve :

** Exercice 7 : Mouvement rectiligne d’un véhicule a moteur

1. On applique le TPC au véhicule dans le référentiel terrestre supposé galiléen. Le véhicule est soumis
a son poids, a la réaction du sol (normale N et tangentielle T) et a la force de frottement de I'air.

e — p(B)+ P(N) + P (1) + P (F)

avec:
. % = % (%mvz) = mv% = mvz% cardt = d—ux,
e P(P)=P(N)=0 car ces deux forces sont orthogonales au mouvement,
o 9(T) = 2 = Cste d’apres 'énoncs,

o PE)=-Bmvi-v=—-Pmvd.

n’ll/2

Z—pma =Y

2dv _ gp _ 3
mv- s =P -pmv’ —

2. On integre cette équation différentielle entre le point de départ (x = 0, v = 0) et un point quelconque
(x, v):

1
ﬁln(?]’— Bmuv3

fOV #”;lﬂdv’:foxdx’ — [—%ln(t@_ﬁmvﬂ)]g: )zx(v)

3. On inverse la relation obtenue a la question précédente pour déterminer la vitesse v(x) :

%:eﬂﬂ = v(x) = [%(1_6_3&”%

P\3
Quand x — oo, la vitesse tend vers une valeur limite | vy = (B_) .
m

@ 3 _
4. Le coefficient 3 vaut| 3 = 7=1,0-10 Sm1|
muv

D’apres I'expression de v(x) obtenue a la question précédente, la vitesse vaut v, /2 lorsque :

1 7
1—e‘36x:% i x:——ln(—):43m
36 \8

** Exercice 8 : Looping

La méthode employée est similaire 2 celle des exercices 5 et 8. On détermine une relation entre 82 et 0
en utilisant la conservation de I'énergie mécanique, puisqu’on néglige les frottements.

. . H
EM)=EQA) < %ma292+mga(l—cos9):mgH — ma92:2mg(cose—l+;

Pour déterminer la réaction N du support, on applique le PFD a la masse dans le référentiel terrestre
supposé galiléen, projeté sur i, :

—mab?=mgcos®—N < N =mgcosd+mad? = mg(3c0s9—2+ %]

La masse effectue un tour complet sans quitter la gouttiére a condition que N ne s’annule jamais, c’est-
a-dire que :

5a
M 353 = H > Hinin = —-

* % Exercice 9 : Pendule butant contre un clou

1. En l'absence de frottement, I'énergie mécanique du pendule se con-
serve. Comme en A et B, I'énergie cinétique est identique (elle est nulle)
et I'énergie mécanique aussi, alors il en va de méme pour I'énergie po-
tentielle de pesanteur. Par conséquent, A et B sont a la méme altitude.
Mathématiquement, cela se traduit par la relation :

% + 500892400890 — |COS@=3COSGQ—2

L’application numérique donne .

2. On va déterminer I'expression de la tension T du fil, en fonction de la seule variable 6. Pour cela,
on emploie la méme méthode que pour le calcul de la réaction normale dans I'exercice 5. Dans un
premier temps, on établit une relation entre 2 et 8 a 'aide d’un bilan énergétique, en 'occurence en
utilisant la conservation de I'énergie mécanique.

Soit M un point quelconque sur la trajectoire du pendule. En prenant pour origine la position 6 = 0,

I'énergie potentielle de pesanteur du pendule dans le domaine 8 < 0 (longueur du fil égale a é) s’écrit :
Ep= mg%(l —cos0). Au point de départ, Ep = mg¢.

2. .
EM)=EA) < %m(%) 92+mg§(1—cose):mg£ — mlGZ:Gmg(2+c039)

On applique le PFD au pendule, dans le domaine 0 < 0, dans le référentiel terrestre supposé galiléen,
projeté sur iy :

—m%éz =mgcos0—-T < T=mgcosO+ m%éz =mg(4+3cosb)

On constate que la tension du fil T(6) ne s’annule jamais, quelle que soit la valeur de 6. Par conséquent,
le fil ne se détend jamais et s’enroule autour du clou.



