TD14 : Oscillateur amorti en régime transitoire : corrigé

Exercice 1 : Circuit RLC série en régime transitoire

d’u, Rdu. u.
+—==0|

1. Voir démo du cours: | —— + — —
dr2 L dr ILC

2. Léquation différentielle s’écrit sous la forme :

dzuc+2duc+ 2 0
28 2=
d2 tdr T2 ¢

Le discriminant vaut A = — iz < 0. On est en régime pseudopériodique. On calcule les racines com-
plexes conjuguées du polynome caractéristique :

1]
Nnz2=--—+=
T 7T

La solution générale de I'équation différentielle s’écrit sous la forme :

t _
us(t)=|Acos|—|+ Bsin(;) e Ut
On détermine les conditions initiales par continuité :
uc0") =uc(07)=E
du, i(0%Y) i
Qe gy - L0 10D
de C C
Avec ces conditions initiales, on obtient A= B =E, d’ ol :
t t _
u.(t) =E cos(—) +sin(—) e HT
T T

On trace I'allure du graphe de cette fonction. Pour s’en faire une idée, on connait la valeur initiale et
la tangente a l'origine (horizontale). On peut également montrer par identification que le facteur de
qualité vaut Q = v/2/2, il est donc légérement supérieur a % Le circuit effectue a peine une oscillation
avant de retourner a l'équilibre.

uc(t)

E

On calcule enfin I'intensité :

l([) :CE z—?sm -

duc 2E t
C : ( )e—t/’t

3. Léquation différentielle s’écrit sous la forme :

dzu(; N 2 duc N 1
de2 T dr T2

u;=0

Le discriminant vaut A = 0. On est en régime critique. On calcule la racine double du polynome
caractéristique :
1
rn2=--
T
La solution générale de I'équation différentielle s’écrit sous la forme :
u() = [At+Ble T

Avec ces conditions initiales (identiques pour les questions 2, 3 et 4), on obtient B=E et A= %, d’ou:

u()=E e it

t
1+ -
T

On trace 'allure du graphe de cette fonction. On est en régime critique donc le retour a I'équilibre
s’effectue sans oscillation.

uc(1)

E

On calcule enfin I'intensité :

. duc E -
HN=C— =——t
{o dt R ¢

4. Léquation différentielle s’écrit sous la forme :

d2uC+5duc+4u_0
d2 "t dr <2 ¢

Le discriminant vaut A = % > 0. On est en régime apériodique. On calcule les racines réelles du

2
polyndme caractéristique :
5 3 4 1
Nne=-—-—*-—=9"-,"=
La solution générale de I’équation différentielle s’écrit sous la forme :
uc(t) = Aef4t/’r +Befz‘/’r

Les conditions initiales indiquent que A = —% etB= %, d'oui:

E
uc(t) = 3 ge T _eatlT
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On trace l'allure du graphe de cette fonction. On est en régime apériodique donc le retour a I’équilibre
s’effectue sans oscillation. Ici, on peut montrer que Q = 0,4 est trés légerement inférieur a 0, 5.

uc(1)

E

On calcule enfin I'intensité :

duc _4E (e—4t/T _e—t/"[')

(D =C =
=0 73k

Remarque : On ne peut pas comparer les temps de retour a 'équilibre dans chacun de ces trois cas.
Notamment, il n'y a pas de raison que ce temps soit le plus faible en régime critique car wq est différent
pour chacune de ces équations. On rappelle que le temps de retour a 1'équilibre est minimal en régime
critique quand on compare les trois régimes a wy fixé.

5. Désormais, il faut tenir compte de la présence du générateur. Léquation différentielle devient :

d2uC Rdu; uc E
-t —==—
di2 L dt IC IC

La solution générale de cette équation s’écrit comme aux questions précédentes, en rajoutant la solu-
tion particuliére évidente E. Les conditions intiales sont désormais :

Uc(0") = uc(07)=0

Dans le cas du régime pseudopériodique, la solution générale s’écrit :

t . t —tlT
uc(t)=E+ |Acos|—|+Bsin|[—||e
T T
Les conditions initiales amnénenta A= B=—E, d'ou:
t t _
uC(t)zE(l— Cos(—)+sin(—) e ”T)
T T

La tension part de zéro avec une tangente a I'origine horizontale. Elle tend vers 'asymptote E avec a
peine une oscillation.

uc(t)
E
0 t
Dans le cas du régime critique, la solution générale s’écrit :
uc(t) = E+[At+Ble '™
Les conditions initiales amnénenta B=—-E et A= —%, d'out:
U~
u(t)=E[1-|1+—|e
T
La tension tend vers 'asymptote E sans osciller.
uc(t)
E ___________________________________
0 t
Dans le cas du régime apériodique, la solution générale s’écrit :
Uuc(t) = E+ Ae ™4/ 4 Be=!/T
Les conditions initiales amneénenta A = % etB= —%, d'ou::
1 4
uc(t) = E[1+ _e—4t/T _ _e—4t/"[’
3 3
La tension tend vers 'asymptote E, a nouveau sans osciller.
uc(t)
E _________________________
0 t

Enfin, on peut montrer qu’a chaque fois, 'expression de l'intensité est I'opposée de celle obtenue en
régime libre.
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* Exercice 2 : Circuit RLC parallele

1. On applique la loi des nceuds : Iy = i + ig + ic. On cherche ensuite a exprimer iy et ic en fonction
dei:

LU _Ldi . du_ d?i

Ip=—=—— ir=C— = P

R"R"Rar ¢ “ar dr?

On réinjecte dans la loi des nceuds pour obtenir I'équation différentielle attendue :

. _i+Ldi+LCd2i — d2i+ Ldi i _Io
07 T Rdr T ae di2 RCdt IC IC

/C
Par identification, on écrit wg = \/% et| Q=RCwg=R 1t

2. L'application numérique donne , on est en| régime pseudo-périodique |

3. Une solution particuliére évidente est ip = Ip. On écrit la solution générale de cette équation dif-
férentielle :

i(t) =[Acos(wt) + Bsin(wt)] e My Iy avec w= \/w(z) —A2
Les deux conditions initiales sont (par continuité) :
i(0Y)=i(07)=0
di uo*) U
lO+)= ( )= ( )=0

dr L L

Apres calculs, on obtient alors A= —Ip et B= —%Io, doli:

D e
=1 cos(wt) + wsm(wt) e

Pour tracer I'allure du graphe, on tient compte du fait que i (0") = 0 et % (0%) = 0 (tangente horizontale
al'origine), que i(t) tend vers 'asymptote i(oco) = Iy et enfin que i(¢#) effectue des oscillations rapide-
ment amorties puisque Q est légérement supérieur a 1/2.

i(1)

* Exercice 3 : Evolution simultanée du courant dans une bobine et un con-
densateur

1. A t=07, on se trouve en régime stationnaire, le condensa-
teur se comporte comme un interrupteur ouvert et la bobine

comme un fil. Par conséquent,| i1(07) =0 |

Il vient que u; = 0 (loi d’Ohm), | u(0™) = E | (loi des mailles), ET()

R

E
u2(07) = E (loi des mailles), | i2(07) = — | (loi dOhm) et T
u

E
i(07)= 7 (loi des nceuds).

E
Par continuité, | u(0*) = u(07) = E |et| i2(0") = 1207 = = |

o E
A t =07, l'interrupteur est ouvert donc m Enfin, | i; (07) = —= | (loi des nceuds).
interrupteu uver 1(0M) 7 (loi uds)

2. Une fois K ouvert, le circuit est un RLC série en régime libre, avec une résistance équivalente égale a
2R (on rassemble les deux résistances en série). L'équation différentielle est la suivante :

d2u+2Rdu+ u —0 e d2u+2du+ u
dez2 L dr IC de2  tdr =2
woet 1
3. On détermine le facteur de qualité du circuit : wqg = % et |Q= TO =5

On se trouve en . Le facteur d’amortissement vaut A = % et la solution générale de

I'équation différentielle s’écrit : u(t) = (At + Ble /T,

0oty __E _ _E -
1T_—R—C_—;.OnmontrealorsqueB—Eet

Les conditions initiales sont u(0™) = E et %(W) =

A=0,dou:

* Exercice 4 : Régime critique

1. Voir cours pour la démo (le circuit est un RLC série en régime libre) :

d?u Rdu u
—t——+t—=
dr?2 Ldt ILC

2. On est en régime critique donc :

Q—1 L—l<:>R—2 L—IOOQ
"R\VC 2 Ve
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On écrit la solution générale de cette équation différentielle :

u(t) = (At +B)e M

On détermine les conditions initiales par continuité :

On obtient alors A=AUy et B= Uy d’ou| u(t) = Up(1 +Af)e

u(r)

Uy

u(0%) = u(07) = Uy

i0*) i)
c Cc

0

—-At

3. On calcule l'intensité (définie en convention récepteur) : | i(f) = C

i(1)

dt

CU()?\2 te M|

4. On effectue un bilan d’énergie du circuit entre =07 et t =00

Ec+Ep+Wjy=0 avec

On en déduit que :

E

Ep=%L[i%(c0)-i%(0M)] =0

wy

1 o
5CU; =0,18m)

c= %C[uz(oo)— u?(0M)] = —%CU&

* Exercice 5 : Régime pseudo-périodique

1. Le circuit étudié est un RLC série en régime libre, comme vu en cours. Les parameétres canoniques
du circuit sont les suivants :
R 1 1 |/L

A=—; w
2L

=ve Cr\c

La pseudopulsation s’écrit : w = \/w(z) -AZ = \/% - 41%, et la pseudopériode T = 25” Connaissant L
et C, lavaleur de T permet d’obtenir celle de R :

2m 1 4m?
T=————— <— |R=21\| — - —=78Q
1 _R? IC T?

IC ™ 412

2. La solution générale de I’équation différentielle s’écrit :

u(f) = [Acos(w) + Bsin(wp)] e M

i(07)
C

0+
Par continuité, u(0") = u(0~) = Uy et %(OJ') = % = = 0. Avec ces deux conditions initiales et
apres calculs, on montre que la solution de I’équation s’écrit sous la forme :

u(t) = Uy ( L ) At
= Up[cos(wt) + wsm(wt) e

* Exercice 6 : Ftude expérimentale

1. Sur le graphe, on mesure 37 = 1,9ms < | T =0,63ms |

10
On mesure également u(0) =10Vet u(37) =1,5Vdonc| 6 = —ln(l—) =0,63 |

N 5 _
A partir de ces deux valeurs, on trouve que | A = e 1,0-103s71 |

| 472 _ w
On écrit ensuite : | wg = ?+)\2:1,0~104rad-s 1| Enfin, Q:Z—;\]:S,O.

2. Le circuit est un RLC série donc wg = \/;Lic etQ= %y / % On en déduit que :

_QR _
VIC = (so W L= wo =50mH (1) x (2)
L
VE=QR @ _ _ .
C QRwy 0,20uF | (1)=+(2)

3. On effectue le bilan énergétique du circuit, entre t =0ett=T':

Ec+E+Er=0
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ou Ec, Ej et Eg sont respectivement I'énergie recue par le condensateur, la bobine et la résistance, au
cours de la premiere oscillation. On écrit pour le condensateur et la bobine :

1
Ec= 5C[uz(T)— u?(0M)]

1 Lc?
Ep = EL[iZ(T)—iZ(OJr)] ==

(du(T))z (du(0+))2
dr dt
Ent=0ett=T, on setrouve au niveau d'un maximum de u(f) donc %(T) = %(O*) =0 < E;=0.
Finalement, on mesure u(7T) = 5,3V et ’on obtient :

1
Ep=-Ec=3C[u*(0") -’ (D] =7,21)

*x Exercice 7 : Décharge d’un condensateur dans un autre condensateur

— . i
7 Yis 3

C—— R Tu

UT —c
!
1. D’apreés la loi des mailles : v =u+u < % = % + %—L;. On cherche a exprimer % et
fonction de u.

!
%—”ten

* i3 =% (loi d’Ohm),
® 0= C% (loi d’évolution d'un condensateur),

® i1=ip+ig= C% + % (loi des nceuds),

du’ du d2u

* u'=Riy=u+RC{} (loi dOhm) = |~ =+ =

dv i1 du u

e | —=———=——— —|(loid’évolution d'un condensateur).
dt RC

dt =~ C

On injecte ces expression dans la loi des mailles, ce qui donne :

du u du du d2u du 3du u
= R | —+t-——+—5=0
de2 tdr =2

i RC dr “ar ““ae

On détermine le facteur de qualité du circuit: wg = % et|Q=——=

On se trouve en| régime apériodique |

2. Par continuité| w0 =u(07)=0 |et v(0")=v(07) = V. Deplus:

F 0+ P (0 —7a (0T i 0t +
%(m): tz(CO ) _ (0 )Cts(O ) — 11(8 ) car i3(0™) = u(g ) —p

D’apres la loi des mailles : v(0%) = u(0%) + Ri; (0%) < i1(0") = %ﬁ = %. Finalement, on trouve

du Vo Vo
=0 ==—=—1
qaue dt( ) RC 7

En t = oo, les condensateurs se comportent comme des interrupteurs ouverts. Tous les courants sont

nuls et| u(oo) = Rigz(co) =0 |.

2,3 10.

3. On détermine les racines du polyndme caractéristique r + =1+ =
L vVc
5 1= T
A = —2 —g
T _-3-v6
2= TTm

La solution générale de I’équation différentielle s’écrit :
u(t) = Ae"' + Be™?!

D’apreés les conditions initiales obtenues a la question précédente, on trouve que :

1%
= |u=-2 (e_”Tl —e_”TzJ
5

** Exercice 8 : Etude d’'une suspension

1. Dans la deuxieme phase du mouvement, 'altitude de C est constante : zc = H. On applique le PFD

al’habitacle, a 1'équilibre mécanique (ddi[G = ddizc = 0) :

o . M
P+F=0 < -Mg-k(zeq—H-49)=0 < zeq=H+[0—Tg
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2. On applique maintenant le PFD a I'habitacle en mouvement (dstC reste nul car l'altitude zc est
constante) :

P+F=Ma < —~Mg—k(zg - H-0q) - azg = Mig <> | bG+—2 X =X g
= g G 0 G = G G MG M G—M 0

3. Z estl’altitude mesurée par rapport a I'équilibre. Dans ce cas, I'équation vérifiée par Z est homogene
(a vérifier par le calcul) :

.. k
Z+—7Z+—7=0
M M

4. Le régime transitoire est le plus court lorsque I'on se trouve en régime critique. Par conséquent, il
faut faire en sorte que Q = % Ici:

k M vVkM
wo = o et Q= ;UO:—: x=2VkM

5. La masse totale du véhicule passe de M a M + m. Le facteur de qualité devient :

Q_‘/k(MH")_l 1+m>l
T ovim 2V M2

Désormais, on se trouve en| régime pseudopériodique | Les parametres canoniques s’écrivent :

k vVkM 1 m
wp = , A= et Q=—-1/1+—
M+m M+m 2 M

La pseudopulsation vaut : w = \/w(z) -2 = Mfm - (Mlil\;[n)z = ’_i’;”n et la pseudopériode :

T= 2n (M +m)
Vkm
6. Pour avoir une pseudopériode égale a une seconde, on choisit la raideur k telle que :
47% (M + m)?
= MM 105N m ]
Tm

On en déduit que :

1 m 5 5(M+m
x=2VkM=3,0-10*kg-s7! |, |Q==1/1+ —=0,57| et | T= _OMEM) G s
2 M VkM

>|




