TD20 : Forces centrales - corrigé

* Exercice 1 : Terre et comete de Haley

1. D’apres la troisieme loi de Kepler :

|

42

1
GMT?\3
=1,000ua

La position de I'aphélie vérifie: rp +r4 =2a < | ra=2a-rp=1,017ua|

L'énergie mécanique de la Terre, dans le référentiel héliocentrique, vaut (on néglige la rotation de la
Terre sur elle-méme) : E = —

Alaphélie, E = 3 My

Au périhélie, E =

L'excentricité de l'ellipse vaut| e = 0,017 |. Lexcentricité est proche de 0 ce qui signifie que la trajectoire

GM;Mt

2a

de la Terre autour du soleil est| quasi-circulaire |.

2. D’apres la troisieme loi de Kepler :

. Cette énergie se conserve au cours du mouvement.
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AVlaphélie,

Au périhélie,

Lexcentricité de l'ellipse vaut . La trajectoire de la comete de Haley est une ellipse trés al-
longée.

* Exercice 2

: Orbite de transfert

1. (voir cours)

Vo =

GM

=7,7krn~sf1 .
o

2. (voir cours)

GMT2 \3 GM
re‘oz(—SId) =42-10%km |et| vgeo = =3,1km-s”' |
8 2 8
4n T'géo
3. Sur les deux orbites circulaires, I'énergie mécanique vaut :
E GmM ¢ | & GmM
=— e =
0 2ro geo 2rgéo

sur I'orbite de transfert vaut :

Lorbite de transfert est telle que son grand-axe vaut 2a = ro+rgso. Par conséquent, I'énergie mécanique

t=

2a

GmM

GmM

ro+ Tgéo

4. La vitesse vp est la vitesse au point P du satellite lorsqu’il est engagé sur l'orbite de transfert. On
peut donc écrire :

Er=-

etla variation de vitesse vaut| Avp = 2,5km- s |
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— %myz _ GmM

P o Annd
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ro+ T'géo

1
): 10,2km-s_l

5. La vitesse v 4 est la vitesse au point A du satellite lorsqu’il est engagé sur l'orbite de transfert. On
peut donc écrire :

GmM

E;=-
4 To+rggo

et la variation de vitesse vaut| Avy4 =1,5km- s |
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=1,6km-s!

6. Le voyage sur l'orbite de transfert dure exactement une demi-période. D’apres la troisiéme loi de
Kepler :
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* Exercice 3 : Ressort en rotation

1. La force exercée par le ressort élastique est centrale (elle est toujours colinéaire a OM) donc son
moment par rapport a O est nul.

D’autre part, le palet est soumis a son poids et a la réaction normale du support. Ces deux forces
(colinéaires a ;) sont opposées puisque le mouvement reste horizontal. Les moments de ces deux
forces se compensent également (% ( ) +.Mo ( ) OM A (? + ﬁ) =0).

D’apres le TMC appliqué a M, par rapport a O, dans le référentiel terrestre supposé galiléen :

4 5 )+ T )+ T [¥) =T = [15=G
~
0 =0

2.a) Voir cours pour la démo :

2 2

C
Epeit(r) = m—+Ep(r) LA k(r—!o)

Lo .
ouC= u = 120 est la constante des aires. On trace ci-dessous l'allure de cette fonction :

Ep (1)

2.b) Lénergie potentielle effective a 'allure d'un puits de potentiel infini. Quelque soit I'énergie de la
masse, celle-ci ne pourra ni s’éloigner a I'infini, ni atteindre le centre de force.
D’apres la loi des aires :

[2

w
C=Ct=lw=rv = v="1-

On a montré que la masse ne peut pas s'éloigner a 'infini donc la vitesse de la masse ne s’annule
jamais.

3. Si un mouvement circulaire est possible, il sera de rayon ¢; et de vitesse angulaire 0 = w. D’apres le
PFD appliqué 4 la masse dans le référentiel terrestre, projeté sur u; :

—mlyw? = —k(ly - by) = Zl(k—mwz):kgo

k¢ est toujours positif, par conséquent cette relation n’est possible qu’a la condition que :

[ k
k-mw?>0 = |w<y/ —
m

** Exercice 4 : Deep impact

1
1. Lorsque 'astéroide est a I'infini, son énergie potentielle est nulle donc | E = 3 mv(z) >0 |. Lastéroide

est dans un état diffus et sa trajectoire est| hyperbolique |

2. Le moment cinétique de 'astéroide vaut :

Lp=mré0u; =mrvgi,

Lorsque le satellite s'éloigne a trés grande distance, on a en premiére approximation v = vguy donc

vg =V -Ug = Uglly - Uy = vy sinB. On a également rsinf = b donc, al'infini: | Lp = mbuguy, |

Lorsque l'astéroide est a la distance minimale d’approche, la vitesse est orthoradiale (vg = v) donc :

e _ . . e
Lp = mryinvuz | Par conservation du moment cinétique :

bvg = rminV

3. Il y a également conservation de I'énergie mécanique :

2_1 mC* _ GmM
E= 2m1/0— 2mr + T T T
Quand on se place au point le plus proche de la trajectoire, r = rpj, et # = 0. De plus, la constante des
aires vaut C = byg. Cette équation devient :

mb?v?

%mvé 2r? : gﬁf
min

2

2r
En multipliant tous les termes par —21  on aboutit 4 I'équation du second degré ci-dessous :
vy

r2. +—2§2Mrmin—b2:0 =

2 2 _
in Tin T 2@ min — b =0

Le discriminant vaut A = 4a? + 4b?. La seule solution positive est : | rypin = —a+ VvV a? +b? |

4. L'astéroide rentre en contact avec la Terre si ryjn, < R. LAN donne| ryjn =72 103km |. Sachant que

le rayon terrestre vaut R = 6,4 - 103 km, le choc n’aura pas lieu. OUF! lf]

** Exercice 5 : Densité de Jupiter

On applique la troisieme loi de Kepler a Ganymede, en notant Ry le rayon de Jupiter, M sa masse, pj
sa densité et T} sa période de révolution :

T2 2 2 3
J A A _ 3nx(15)
—_—— = — &> p -
3 M : 2
(15R;)® ~ GM; G.(%HR;W) GT?
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On répete la méme opération pour la Lune :

T2 2 2 3
T 4w 4m 37 x(60)
(R — —_—— > =
(60Rr)> ~ GMr ~ G.(4aR3p7) pr GTZ

On en déduit une relation entre la densité de Jupiter d; et celle de la Terre dr :

QU

R e

* % Exercice 6 : Erreur de Satellisation

1. On applique le théoreme de la puissance cinétique au satellite, dans le référentiel géocentrique
supposé galiléen :

dE, = Fgré{V'? J— GmMrt

ar 7 ur-vug =0

Si le mouvement est circulaire alors la force gravitationnelle ne travaille pas, donc I'énergie cinétique
se conserve. Le mouvement est uniforme.

GM
Voir cours pour le calcul de la vitesse : | v = -
0

2. L'énergie mécanique et la constante des aires valent alors :

GmM ]
E=—"1""T| e |C= SG:rov: GMrtry
2rg
3.a) ‘\

A}
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\Ug v
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\
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.
v et v’ ont méme norme donc I'énergie cinétique est la méme dans les deux cas. Lénergie potentielle
aussi puisque le satellite est lancé depuis I'orbite de rayon rg. Par conséquent, I'énergie mécanique est

=
inchangée. En revanche, la constante des aires est modifiée car désormais vg = " v'||cosa = vcosa.

GmMT
2rg

E= et C=rov9=rovcosa=cosa\/GMTro|

3.b) Le satellite est dans un état 1ié puisque E < 0, mais sa trajectoire n’est pas circulaire puisque v’
n'est pas orthoradiale. La trajectoire ne peut donc qu’étre elliptique. Le demi grand-axe de I'orbite est
tel que:

_ GmMr _ GmMr
E=-=%g=- 210 ‘:}

3.c) On exprime |'énergie mécanique en un point quelconque de la trajectoire :

2
_GmMr — lmi,2+ mC= _ GmMry
2ro 2

E= 2r2 r

Alapogée et au périgée, i = 0. D’autre part, C = cosa/GMr7rg, ce qui donne :

_GWLMT

_ +GmMTro 2 GmMr
2ro r

5p2  CosTa—

2

. e 2rg TN . L, . .
En multipliant tous les termes par Gmy T on aboutit a '’équation du second degré ci-dessous :

2

r2—2r0r+r§cos a=0

Le discriminant vaut A = 4r§ - 4r§ cos’a = 4r§ (1- cos?

conduisent aux expressions de rq €t rp :

rp=ro(l-sina) | et |rg=ro(l+sina)

** Exercice 7 : Libération d’un vaisseau spatial

a) = 4r§ sin? a. Les deux racines du trinome

1. Sur son orbire circulaire initiale de rayon rg, la vitesse du satellite vaut vy = 4/ %4. Apres utilisation
de son carburant, la vitesse du satellite vaut vy = 5v¢ et son énergie mécanique :

_1 2 GmM_25 2 2_23 2
Ef—ém(Svo) _T—?ml’o_”wo—?m”o

L'énergie mécanique est strictement positive donc le satellite se trouve dans un état diffus. Il quitte le
champ d’attraction gravitationnel de la planete.

2. Aumoment du ralentissement, Iénergie mécanique du satellite vaut :

E=

m[m)z_ GmM _1GmM _GmM _ _7GmM
2 ro 8 o o - 8 o

D=

Lénergie mécanique est strictement négative donc le satellite se trouve dans un état lié. Sa trajectoire
ne peut plus étre circulaire car la vitesse % ne lui permet pas de se maintenir sur une orbite circulaire
de rayon rg. Par conséquent, la trajectoire est nécessairement elliptique. On va montrer que le point
de départ de cette orbite est 'apogée.

Sur sa nouvelle trajectoire elliptique, le demi grand-axe est tel que :

E:_GmM:_

I
24 —|a=—<Iy

o 7

7
8

Le grand-axe 2a de 'ellipse est inférieure au diametre 2ry de I'orbite intiale. Le schéma ci-dessous
illustre la situation et justifie que le point de départ est bien I'apogée de la nouvelle trajectoire.
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3. La constante de aires vaut C = r20 = r vg. Au périgée et al'apogée, la vitesse est orthoradiale, donc:

C:rAUAZT'pUp

4. D’apres 'énoncé, vy = %. D’apres la figure ci-dessus, on reconnait que r4 = rg. On a montré ala
question 2 que a = 4%. La position du périgée est donnée par :

rp+ra=2a < |rp=—-1r0=—

On détermine enfin vp en utilisant le résultat de la question précédente :

_Ta 7
Vp=—UVpA= 1o
rp 2

5. Une fois son carburant épuisé, la vitesse du satellite vaut % vo+4vy = 12—5 vg. Son énergie mécanique
vaut:

2
_1 15 _ GmM _ 225 2 _ 2 —
Ef—zm(—2 vo) 0 =g myg—7myy < | Ep = muvyg

Comparons I'énergie mécanique finale dans les cas a) et b) :

Eb 169
Ol -8 _169 _1g
Ea—gg— 2_7
f 2

La situation b) est favorable en termes énergétiques puisque I'énergie mécanique finale est supérieure.
On rappelle qu'une fois a grande distance de la planéte, I'énergie cinétique du satellite est égale a E¢
puisque E =0 al'infini. En utilisant astucieusement I'attraction gravitationnelle de la planéte, on peut
libérer le satellite de I'attraction de cette derniere et I’éjecter avec une énergie plus importante.

*x Exercice 8 : Trajectoire dans un champ gravitationnel

1. Voir cours.

L
2. Voir cours. | C= — |.
m

3. On dérive ce vecteur par rapport au temps : 7+ = &pq7 77 T 0Ur.

D’apres le PED appliqué au satellite dans le référentiel géocentrique supposé galiléen : d—‘t/ =- Gr—lzw ur.

Par ailleurs, L = mr26. Par conséquent :

— 24 _ L e, =
Lfi_i: mr-0 (—Gr—]zwur)+0ur:—9ur+0ur: 0

Le vecteur _é est une constante du mouvement |

4. On représente graphiquement la situation :

Dans un premier temps, notons que € - ug = ecosf. Ensuite, on peut exprimer ce méme produit
scalaire en remplagant ¢ par son expression :

—

- — L —) — _ L .
e-ug—(mV—ug)-ug—m~r6—l

En utilisant L = mC, § = r% et e - ug = ecosf, on aboutit a la relation :

CZ

ecos@—c—z—l — r—L avec p=——
= GMr P=GMm

" 1+ecosf

La trajectoire est circulaire si r est indépendant de 6, c’est-a-dire si . Dans ce cas :

—

c2  Rey? GM
GM = GM 14 R

R:p:

On retrouve le résultat démontré en cours.
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* % Exercice 9 : Le petit prince

La vitesse de libération d'un corps lancé depuis la surface d'un astre de masse M et de rayon R vaut

Viip = %’I (voir cours sur la 2° vitesse cosmique pour la démo). Cela correspond a une énergie

cinétique E. |, = %/I
On estime I'énergie cinétique mise en jeu dans un saut a pieds joints. Un tel saut permet en général

d’élever son centre de gravité d’environ 50 cm (plus d'un meétre pour le record du monde de saut en

hauteur). Cela correspond a une énergie cinétique E; = mghou g = Gé‘fT est le champ gravitationnel
T

ala surface de la Terre et h = 0,5m.

Appliqué au cas du petit prince, un tel saut permet de quitter le champ d’attraction gravitationnel de
la planéte a condition que :

GmMr GmM
- h> 5

Mrh M
RT

—
2
RZ. R

mgh =

Comme la planete a une densité identique a celle de la Terre :

3
M__ My — R
inR3 T AnRS M_MT(RT)

On en déduit que la condition sur le rayon de la planéte s’écrit :

J‘f?gTh > ];’—STTRZ = | R< \/RThzzkm|




