Chapitre 3

NOMBRES COMPLEXES

I Corps des nombres complexes
1 Forme algébrique d’un nombre complexe
Définition 1 Un nombre complexe est un objet mathématique de la forme
z=a+ib,

ot a et b sont des réels et i est un nombre particulier tel que 12 = —1.

Le réel a est la partie réelle de z, notée Rez. Le réel b est la partie imaginaire de z, notée Imz. L’écriture
z =a+ib est la forme algébrique de z.

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles et imaginaires sont égales.

On note C 'ensemble des nombres complexes.

Remarques :

1) On identifie le réel a avec le complexe a 4 i0. On peut ainsi considérer R comme un sous-ensemble de C.
2) Si Rez =0, on dit que 2z est un imaginaire pur. On notera iR I'ensemble des imaginaires purs.

3) Quand on introduit un nombre complexe sous forme algébrique a + b, il ne faut pas oublier de préciser que a et b
sont des réels.

4) En physique, i est noté j pour éviter la confusion avec U'intensité.

2 Opérations dans C

On munit C d’une addition et d’une multiplication qui étendent celles de R de la maniére suivante :
(a+ib)+ (c+id) = (a+c) +i(b+d),
et
(a +ib) x (c+id) = (ac — bd) + i(ad + be),
oua,b,c,d € R.
Exercice 1 Calculer :
(24+3i)+ (5+7i) ; (2430)— (54+7i) ; (2+3i) x (5+74) ; (24 3i)%

Proposition 1 Pour tous z,2',2" € C :

) z+ 2 =2+ z (commutativité de +).

it) (z+2")+ 2" =24 (2 +2") (associativité de +).

(i
(
(19) 24+ 0=0+ 2z =z (0 est élément neutre pour +).
() z x 2/ = 2" x z (commutativité de X ).

(v) (2 x 2") x 2" =2 x (2/ x 2") (associativité de X ).
(

vi) zx 1=1x2z=2 (1 est élément neutre pour x).

"y
(vig) { 2x (2 420 =z x 2tz x (distributivité de x par rapport a +).

(Z+2")Yxz=2xz4+2"x2

(viit) zx 2 =04 (2 =0 ou 2z’ =0) (X est intégre).



Démonstration : Toutes ces propriétés se démontrent immédiatement sauf la (viii) qui est laissée en exercice. O

Soit z = a +ib (ol a,b € R) un complexe.
Posons —z = —a — ib. Alors z + (—z) = (—2) + 2 = 0 : on dit que —z est I’opposé de z.

1 a b
Supposons z no 1. En remarquant que (a +ib)(a — ib) = a? +b? # 0, on voit que si on pose — = —1
upposons z non nul. En remarquant que (a+1b)(a —ib) = a #* n voit que si on pose — pra Za2+b2

1 1
alorson a z x — = — X z = 1 : on dit que — est ’inverse de z (on peut aussi le noter z71).
z oz z

On peut ainsi définir une soustraction et une division sur C par
21— 22 =21+ (—22)

et si zo est non nul
Z1 1
— =21 X —.
22 22

5+ 7
et+l

513 a3 sous forme algébrique.

Exercice 2 Mettre

Proposition 2

(i) (Somme géométrique) Pour tout g € C et pour tout n € N :

1iqn+1 )
— ) . i siq#£1
dF=1+q+@+. . +q¢" = —q
k=0 n+lsig=1

(ii) (Factorisation de a™ — b™) Soient a et b deux nombres complexes et soit n un entier naturel non nul. Alors :

n—1
a—=b" =(a—-0) Z a" 1R
k=0

(iti) (Formule du binéme) Soient a et b deux nombres complexes et soit n un entier naturel. Alors :
(a+b)" = z": ") ankoh
oo \F '

Démonstration : Les preuves sont analogues a celles vues dans le cas réel. [

3 Représentation géométrique des nombres complexes
On munit le plan d’un repere (O, ;,j)

On peut alors représenter un nombre complexe par un point ou un vecteur du plan, et réciproquement on peut repérer
un point ou un vecteur du plan par un nombre complexe.

On peut ainsi résoudre des problemes de géométrie a ’aide des complexes, ou interpréter géométriquement des résultats
sur les complexes.

Définition 2 Soit z = a+1ib (a,b € R) un complere. L’image de z est le point M de coordonnées (a,b). On dit alors
que z est ’affixe de M.
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Définition 3 Soit z = a +ib (a,b € R) un compleze. Le vecteur image de z est le vecteur ¥ de coordonnées (a,b).
On dit alors que z est Paffixe de v.
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Proposition 3 Soient v et v deuz vecteurs d’affizes respectives z et z', et soit a un réel. Le vecteur 0+ U a pour
affire z + 2’ et le vecteur av a pour affive az.

, T+ T (2+2)

(=11
~

IS
N

Démonstration :
Soient z = a + b et 2’ = a’ 4+ b/, ol a,b,a’,b’ € R. Les coordonnées de ¢ et ¢’ sont donc (a,b) et (a’,b’) respectivement. Par conséquent
les coordonnées de ¥ + ¥’ sont (a +a’,b+b’) et son affixe est a +a’ +i(b+ ') = (a+ib) + (0’ +ib') =2z +2'. O

—
Proposition 4 Soient M et M’ deuz points d’affizes respectives z et z’'. Le vecteur MM' a pour affize 2/ — z.

Démonstration :
Soient z = a + ib et 2/ = a’ + b/, ou a, b, a’ et b’ sont réels. Les coordonnées de M et M’ sont donc (a,b) et (a’,b’) respectivement. Par

oy
conséquent les coordonnées de MM’ sont (a’ — a,b’ — b) et son affixe est a’ —a + (b —b) = (a’ + ') — (a +1ib) =2' — 2. O

Proposition 5 Soient A et B deux points d’affizes respectives z4 et zp. Le milieu du segment [AB] a pour affize
zZA + 2B

2

Démonstration :
Solent 24 = x4 +iyas et 25 = xp+iyp, avec T4, ya, B et yp € R. Les coordonnées de A et B sont respectivement (z4,y4) et (zB,yB),

donc les coordonnées du milieu de [AB] sont (%, %) et son affixe est xA;xB + iyAgyB = $A+iyA';$B+in = zA;zB .0

Exercice 3 Placer dans le plan complexe les points A, B et C' d’affixes respectives z4 = 14+ 2i, zp = 4+ 1 et
zoc = b + 3i, puis déterminer 'affixe du point D tel que le quadrilatere ABC D soit un parallélogramme.

Exercice 4 Soit ABC un triangle. On appelle I et J les milieux respectifs des segments [AB] et [AC]. Montrer que
les droites (I.J) et (BC) sont paralleles et que BC' = 21.J.

4 Conjugaison
e DEFINITION
Définition 4 Soit z = a + ib ou a,b € R. Le conjugué de z est
Z =a —1ib.
On a donc RezZ=Rez et Imz = —Imz.

Dans un repere orthonormal, le point d’affixe Z est I'image du point d’affixe z par la symétrie orthogonale par rapport
a I’axe des abscisses.
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e PROPRIETES
Proposition 6 Pour tout z € C :
(i) Z = z.
2Imz ~ _=
(ii) ze Rz =2, ~L T
_ z24+z Imz| - T B
(iii) z+Z = 2Rez (et donc Rez = 5 ). z L%
z Rez 2Rez

(iv) z—Z =2ilmz (et donc Imz = %)

Démonstration :

Soit z = a + ib avec a,b € R.
(i)?:ﬁ:m:a—s—ib:z.
(i)z=zea—tb=a+ib=2b=0b=0& z€cR.
(iii) z+Z=a+ib+a —ib = 2a.

(iv) z—Z=a+1ib— (a —tb) = 2¢b. O

o CONJUGAISON ET OPERATIONS
Proposition 7 Pour tous z,2/ € C :
(i)z+2 =2+ 2.

(ii) zx 2/ =Z x 2.

SURN

ZI
(iii) Si z # 0, () =
z
(iv) Pour tout n € Z*, 2™ = Z".

Démonstration :

Soient z=a+ibet 2’ =a’ +ib’,ou a, b, a’ et b’ € R.

wl

(z+2 =a+ib+a +ib =a+a +i(b+b)=a+a —i(b+¥V)=a—ib+a —it) =Z+ 2.

(ii) z X 2’ = (a+ib)(a’ + V') = aa’ — bV’ +i(al/ + ba’) = aa’ — bV’ — i(abl + ba’), et z X 2/ =

donc z X 2/ =Z x 2.

s <. ’ I = N o
(iii) D’apres (i), (z—) XzZ=% xz=2/ donc (%) =Z.

z

(iv) Par récurrence immédiate pour n € N, et pour n € Z* il suffit d’écrire 2" = (—

(a —ib)(a/ — V') = aa’ — bV —i(ab’ + ba’),

II Forme trigonométrique d’un nombre complexe

1 Module d’un nombre complexe

e DEFINITION

Définition 5 Soit z = a+ib (a,b € R). Le module de z est le réel :

|z] = Va? + b2.



Autrement dit |2| = \/(Rez)2 + (Im 2)2. Exemple : |3 + 4i| = v/32 + 42 = /25 = 5.

Remarque : Si z est un réel, le module de x est égal & sa valeur absolue (car V2 = |z|). Il n’y a donc pas d’ambiguité
sur la notation |z|.

Interprétation géométrique : On munit le plan d’un repeére orthonormal (O, f, 5) Si M est le point du plan d’affixe z,

alors |z| = OM (théoreme de Pythagore). Si ¢/ est le vecteur d’affixe z, alors |z| = ||¥]|.
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On peut ainsi calculer des longueurs a 'aide des nombres complexes :

Proposition 8 Soient A et B deuz points du plan d’affixes respectives zy et zg. Alors :
AB = |z — z4|-

Démonstration : Le vecteur AB a pour affixe zg — z4. O

Exercice 5 Calculer AB et AC' avec les points A, B et C' de 'exercice 1.

e PROPRIETES

Proposition 9 Pour tout z € C :
(i) 2z = |2)?.
(ii) |z] =0 < 2z =0.
Démonstration :
Soit z =a + ib (a,b € R).
(i) 22 = (a +ib)(a — ib) = a® — i%b% = a? + b2 = |2|2.

a=0
b=0

(iii) |z| = |a — ib| = \/a2 + (=b)2 = VaZ + b2 = |z|. O

(ii)|z\:0¢>a2+b2:0¢>{ & z=0.

Remarque : La formule 2.Z = |z|? permet de mettre un quotient de nombres complexes sous forme algébrique : en
multipliant le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur, celui-ci devient réel.
a—1ib a — b a —b

1
E le : Soient a,b € R. Al = = = ; .
xemple @ sowent 6,5 M T (a +ib)(a —ib) a2 +b2 a2+ 2 e + b2

e MODULE ET OPERATIONS
Le module d’'un produit est égal au produit des modules, le module d’un quotient au quotient des modules :
Proposition 10 Pour tous z,2' € C :

(i) |z x 2| = |z] x |z

!/

'

2|

IER

(ii) Si z #0,

(#1i) Pour tout n € Z*, |2"| = |z|™.

z
z

Démonstration :
(i) |2 X 2|2 = 22'22' = 22'2.7 = 222'Z' = |2]? x |2'|2, donc |z x 2'| = |z| x |#/].
/ Z/

|z

ER

'l

Z/
(ii) D’apres (i), — Xz
z

X |z| =

= |7/| donc



1

z—n

1 1
= = o = AT O

(iii) Par récurrence immédiate pour n € N, et pour n € Z* il suffit d’écrire |2"| =

En revanche le module d’une somme n’est pas égal en général & la somme des modules. Par exemple, |1| =1, |i| =1
alors que |1 +i| = v/2 et non 2. On a cependant le résultat suivant, appelé inégalité triangulaire :

Proposition 11 Pour tous z,2' € C :
|2+ 2| < 2] +14/].

De plus, |z + 2'| = |z| + |7/| si et seulement si 2’ =0 ou s’il existe un réel a > 0 tel que z = az’.

242

Démonstration :

Cela revient & montrer que |z + 2’|2 < (]z| + |2/|)? (car ce sont des nombres positifs).
Ona:lz+22=(+2)z+2)=(G+2)zZ+7)=22422 + 22+ 27 = |22 + 22’ + 27 + |#'|? = |22 + 2Re(27') + |#/|2.
D’autre part : (|2 + |2])2 = |22 + 2|2||2’| + |2'|? = |2|2 + 2|2||Z'| + ||%.

Or pour tout complexe Z on a Re Z < |Z|, donc Re(2z') < |2Z/|, soit Re(2Z') < |2||Z'|, d’ott finalement |z + 2|2 < (|z] + |2/])2.

De plus, pour tout Z € C,on a (ReZ = |Z| & Z € Ry), donc |z + 2’| = |z] + |2/] si et seulement si il existe k € Ry tel que 2z’ = k. Si

2" # 0, cela équivaut (en multipliant par 2’) & z|2'|? = kz/, soit z = ﬁz’. O
Autre formule & connaitre :

Proposition 12 Pour tous z,2' € C, |z — 2| = |z| — |#].

Démonstration : D’aprés l'inégalité triangulaire, |z| = |(z — 2’) + 2’| < |z — 2’| 4+ |#/|, et le résultat s’ensuit. I

e CERCLES ET DISQUES

Définition 6 Soit A un point du plan et R un réel positif. Le cercle de centre A et de rayon R est [’ensemble
des points M tels que AM = R. Le disque fermé de centre A et de rayon R est l’ensemble des points M tels que
AM < R. Le disque ouvert de centre A et de rayon R est l’ensemble des points M tels que AM < R.

Proposition 13 Soient a € C et R € Ry. Soit A le point d’affize a.
(i) L’ensemble des points M d’affize z tels que |z — a| = R est le cercle de centre A et de rayon R.
(ii) L’ensemble des points M d’affize z tels que |z — a| < R est le disque fermé de centre A et de rayon R.

(#1i) L’ensemble des points M d’affize z tels que |z — a| < R est le disque ouvert de centre A et de rayon R.

Démonstration : AM = |zp; — z4|. O




2 Nombres complexes de module 1
e ARGUMENTS D’UN NOMBRE COMPLEXE DE MODULE 1

On note U ’ensemble des nombres complexes de module 1 :
U={z€C, |z| =1}

Dans le plan complexe, U correspond au cercle de centre O et de rayon 1.

Si z € U, il existe donc un réel 0, défini a 27 pres, tel que z = cosf + isinf.

Définition 7 On dit que 0 est un argument de z.

~

sin @

Q

Les arguments de z sont alors les 6 + 2k7 ou k € Z.

s
Géométriquement, 6 est une mesure de I’angle (07 ,OM).

e NOTATION ¢!

0

Définition 8 Soit 0 un réel. On pose ¥ = cosf + isinf.

.

C’est un nombre complexe de module 1. Par exemple e = 1, '™ = —1, ¢'% = .

D’apres ce qui précede, tout nombre complexe de module 1 est de cette forme. On peut donc écrire :
U= {e 6 cR}.
e PROPRIETES

Proposition 14 Pour tous 0,6’ € R :

(i) ei(0+0) — ¢ib it (iv) A
_ 00 ‘
(i) ¢ =1 < 0 = 0 mod 27.

_ , e i(0—0)
(i) €1 = e~ (v) o =€ :

(vi) Formules d’Euler :

(vii) Formule de Moivre : Pour tout n € Z, (ew)n =enf,
La formule de Moivre peut s’écrire également :
(cos @ + isin @)™ = cosnb + isinnb.

Rappel : On dit que 8" est congru & 6 modulo z, et on note 6’ = 6 mod z ou #' = 0 [z], il existe un entier k tel que
0 =0+ kx.

Démonstration :

(i) On a, d’une part : ¢i®+9") = cos(6 + 0) + isin(6 + 0') = cos 0 cos 0’ — sin Osin 6’ + i(sin 0 cos 0’ + sin 0/ cos 0).

D’autre part : e?f¢® = (cos @ + isin 0)(cos 0 + isin6’) = cos 0 cos @ — sin @sin 6 + i(cos 0 sin 0’ + sin 0 cos 0').

. ; ’ . 0!
On a donc bien et(0+0") = ¢ifcif"



(i) e =1 < cos@ +isinf = 1<:>{ :;)nsgzé < 6 =0 mod 27.

(iii) €? = cosf + isinf = cosf — isin O = cos(—0) + isin(—0) = e~ .

(iv) D’aprés (iii), efe~%0 = ¢(?9=0) = ¢ =1 donc e~ = —5
e

07
e’ S0t 1 Y . Lot
P 3 : — 10 — 10" ,—i0 _ 0" —6
(v) D’apres (iii) et (iv), S0 = e x i = el =10 — il )
0 ..
. e =cosf +isinf
O ; . .
(vi) On a { e~ = cos — isinf
) ) eif 4 o=
En additionnant les deux lignes on obtient e + e~ = 2cos ), donc cos = — 5
. . 629 _ 67i9
En soustrayant la deuxiéme ligne de la premiére on obtient e? — e~ = 2isin 6, donc sinf = %
7

(vii) Récurrence si n € N, et écrire e'"? = e~“(=™)¢ puis utiliser le (iv) sin € Z* . O

3 Arguments d’un nombre complexe non nul
e DEFINITION
Soit z un nombre complexe non nul. Notons p son module.

_l ey

PP

z

p

Alors z est un nombre complexe de module 1 :
p

/ . . 7/ 7’ LN . Z 7
Par conséquent, il existe un réel § défini & 27 pres tel que = = €.

Définition 9 On dit que 0 est un argument de z. On note arg z = 0.

On a alors ‘
z = pe'® = p(cosf + isinf).

Cette écriture est appelée forme trigonométrique (ou forme exponentielle) de z.

o=
Interprétation géométrique : Soit M le point d’affixe z. Alors p = OM et 0 est une mesure de angle orienté (i, OM).

M(z)

=
_/
<

~.

Remarques :

1) Si 0 est un argument de z, alors les autres arguments de z sont les 6 + 2kw ou k € Z.
2) On appelle argument principal de z celui qui appartient & Uintervalle | — 7, 7]. On le note Arg z.
3) L’écriture pe’® est une forme trigonométrique de z si p est un réel strictement positif. Par exemple —2¢’3 n’est pas
une forme trigonométrique. On peut écrire —2¢'5 = ¢i™2ei5 = 2¢i5
4) Le nombre complexe 0 n’a pas d’argument : angle (;, 6) n’est pas défini.
5) Si z =a+ib = pe’? avec a,b,p,0 € R et p > 0, on a les relations suivantes :
p=+a2+0b?
{ a=pcosf ot cosf =

b= psinf
sinf =

Dl I

qui permettent de passer de la forme trigonométrique a la forme algébrique et inversement.

Exercice 6 Ecrire 1+ et —1 + iv/3 sous forme trigonométrique.



e EGALITE DE DEUX COMPLEXES SOUS FORME TRIGONOMETRIQUE

Proposition 15 Soient z = pe'® et z = p’ew/ avec p >0, p' > 0. Alors :

z=7 p=p/
Ik eZ,0=0 +2kn

Ne pas oublier le +2km.

Exercice 7 Résoudre dans C I'équation 22 = i.

o ARGUMENTS ET OPERATIONS

Proposition 16 Pour tous z,2’' € C* :

(i) arg(zz') = arg(z) + arg(z’) mod 2.

(ii) arg (Z

z

/!

> = arg(2') — arg(z) mod 2r.

Démonstration :
Soient z = pe'? et z = p’ew’ avec p > 0, p’ > 0.
(i) 22" = pp'ei?ei® = pp'ei(®+9") donc arg(z2') = 6 + 6’ mod 2.

7 iy
p/67,9 Pl 610

/ / !
(ii) z = P ¢i(0'~6) donc arg (z—) =60’ — 0 mod 2r. O
z

pei®  p it o >

III Application a la trigonométrie

1 Expression de cosnf et sinnf en fonction de cosf et sin6

L’idée est d’utiliser la formule de Moivre (cosf + isin )™ = cosnf + isinnf. On développe a l'aide de la formule du
binéme de Newton, puis on identifie les parties réelles et imaginaires.

Exemple : Pour n = 3 (on rappelle que (a + b)® = a3 + 3a?b + 3ab® + b?) :

cos30 +isin30 = (cosf +isinf)?
= cos®0 +3cos?f x isinf + 3cosf x i%sin? § + > sin® 0
cos® 0 4 3i cos® fsinf — 3 cos fsin® § — isin® @
= (cos® 0 — 3cosfsin?6) +i(3cos? Osinf — sin® 0).

En identifiant parties réelles et imaginaires, on obtient :

cos30 = cos0 — 3cosfsin’ 6
sin30 = 3cos?fsinf — sin® 6.

On peut alors simplifier ces expressions en utilisant la relation cos? 6 + sin®6 =1 :

cos30 = cos®f —3cosf(1— cos?0)
sin30 = 3(1—sin?6)sinf —sin® 6,
soit finalement :
cos30 = 4cos>0 —3cosd
sin30 = —4sin®6 + 3sind.
Exercice 8 Montrer que :
cosd4) = 8cos*f—8cos?f+1
sindfd = cosf(—8sin®6 4 4sin6).

2 Linéarisation de cos" 0 et de sin” 6

. it 4 i\ ™ . ei0 _ =i\ "
D’apres les formules d’Euler, cos™ 0 = (2 et sin” 0 = — )
7

On développe, on simplifie et on regroupe les exponentielles conjuguées pour faire réapparaitre des cosinus et des sinus.



Exemple : Pour n =3 :

_ . i0 —i0\ 3
cos’ = <620+2€M>3 sin’ @ = (6_2:)
(¢ + 640)3 _ (e — e*i‘))3
= — —8i
130 | 3012010 | 300,120 | ,—i30 B0 3e0emi0 4 3eilemi20 _ i3l
= ] —8i
€130 | 3010 4 310 4 o—i30 R e o e
- 3 B —8i
130 + e—130 +3 (eig + e,ie) B e300 _ o—i30 _ g (62'0 _ efie)
o 8 —8i
2 cos 360 + 6 cos 6 _ 2isin30 — 6isinf
- 8 N —81
_ cos30 + 3cosd _ —sin30 + 3sind
N 4 B 4
= icos?ﬁ—&—%cos@. = —isin?ﬂ—&—%sin@.

1 1 3 1 1 3
Exercice 9 Montrer que cos* = 3 cos 46 + 5 cos 260 + 3 et que sin? 0 = 3 cos 46 — 5 cos 20 + 3

3 Transformation de acosx + bsinz en Acos(z — ¢)
On suppose (a,b) # (0,0). On met va? + b? en facteur :

b
acosm+bsinx =V Cl2 +b2 (\/G;LW cosx + msinx) .

2 2
a b b
Or (| —— | + () =1, donc il existe ¢ € R tel que cos p = —= et sinp = —=. On a donc :
<\/a2 + b2) Va2 +b? v d i a? + b? v a? + b?

acosz + bsinz = v/ a? + b%(cos x cos p + sinz sin p) = /a2 + b2 cos(x — ).

1 3
Par exemple, cosz + /3sinz = 2 <2 cosT + % sina:) =2 (cos % cosT + sin%sinx) = 2cos (Jc — g)
4 Factorisation de 1+ ¢ et de e + ¢

On veut écrire 1 + €% et /@ + €' sous forme pe’® (mais avec p pas forcément positif).

. 0
Pour factoriser 1 + €%, 'idée est de mettre en facteur e*2 et d’utiliser les formules d’Euler :

i0 A 2
14+eY = e'2 (e '2 +e'2

2 0
= e2X 2cos§

9 il
= 200856 2.

Plus généralement, pour factoriser e’® + e?, I'idée est de mettre en facteur e’ 2 et d’utiliser les formules d’Euler :

. b z.a+b iafb i7a+b
e +e’ = e 2 e 2 +e' 2

a—b
2

= e 2 X2co8

.a+b
a—=b i
22

2 cos

Remarques :

1) On peut retrouver ainsi les formules trigonométriques de transformation de somme en produit en prenant les parties
a+b

2

. . c. . a — . . a—0 .
réelles et imaginaires : on obtient cosa + cosb = 2 cos oS et sina + sinb = 2 cos sin

10



) 0 . . catb
2) De la méme maniere on peut montrer que 1 — e = —2isin Ze'2 et que e’ — e = 2isin 250e" 2 .
3) Interprétation géométrique :
eia + eib
81’9 1+6i6 eia
et
[ a+b
0 2 a\b\ 2
1 1
n n
5 Calcul de E coskz et de g sin kx
Le résultat suivant n’est pas a apprendre par ceeur : il faut savoir refaire la démonstration.
Proposition 17 Soient n un entier naturel et x un réel non congru a 0 modulo 27. Alors :
i ] nx sin ("zl)w ; zn: - . nxsin (7”21):”
coskx = cos ————— e sin kx = sin — ——=—.
2 sini 2 sing
k=0 k=0

Démonstration :
n n

n n n
Notons ces sommes Cj, et Sy, respectivement. On a Cy, + S, = Z coskx +1 Z sinkxr = Z(cos kx + isinkx) = Z etk — Z (eiz)k.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
1— (eiz)n+l

1—ei®

n
Or z # 0 mod 27 donc e*® # 1. Par conséquent, Z (em)lC =1+4¢% 4 (em)2 +o (@) =
k=0

(somme des termes d’une
suite géométrique).

) %/ iz . . = A ) ) (ntDa [ (ntDa (ntD)a
Or1—e® = ¢i% (e i3 —elg) = '3 (—2isin Z), et, de méme, 1 — (e”)7l+1 =1 —¢ilnthz — 73 (e YTz — et 2 ) =

2
et o 21)w (—22’ sin LJFU%)
5 .

)

eiw —2jsin (L2 i (ntDz
4 . 2 inT sin a2
Par conséquent, Cy, + S, = = =e'2 ————
e'2 (—2isin £) sin
nz Sin (n+1)x na Sin (n+1)z
En prenant la partie réelle et la partie imaginaire, on obtient C), = cos — 7:28 et Sy =sin — 73 O
2 sin 5 2 sin 5
n n
Remarque : Si z est congru a 0 modulo 27, alors on a immédiatement E coskr =n+1et E sinkx = 0.
k=0 k=0

’
IV Equations dans C
1 Racines n° de 'unité
Définition 10 Soit n € N*. Une racine n° de 'unité est un nombre complexe z tel que 2™ = 1.
On note U,, I’ensemble des racines n¢ de 'unité :
U,={z€C, 2" =1}.

Résolvons I’équation 2™ = 1. On va chercher les solutions sous forme trigonométrique : on pose z = pe'® ol p € R% et
0 € R. Alors :

11



r
o =l
Ak € Z, nb =0+ 2k
p=1
< { Ik ez, 0= 2%
2k
& dkeZ,z=¢€"n

2km
Les racines n® de I'unité sont donc les nombres complexes de la forme e* n , ol k est un entier.

. i2(k+")‘“' Z,2k7r+2n7r iQkﬂ" +ion 7;Zkﬁ .
Mais on remarque que, pour tout k, e n =e n =e n =e n e

k€ {0,...,n— 1} pour les avoir toutes.

2km
27 — ¢""n . il suffit donc de prendre

Proposition 18 L’ensemble des racines n® de l'unité est :

2km
T[an{eZ n ,kE{O,...,n—l}}.

Ces nombres sont deux a deux distincts : il y a donc n racines n® de I'unité.

Exemple :

Pour n=1:U; = {1}.

2kT ) )
Pour n=2:U; = {ez 2 ke {0,1}} = {0, e} ={1,-1}.

2km o 2n Ax or
Pour n=3:U3 = {el 3 ,ke {0,1,2}} = {elo,eZ 3,e'3 } On pose j =" 3 . Alors Uy = {1,4,5%}.

2k LT ;3T

Pour n=4:U, = {el 4 ,k6{0,1,2,3}} = {610,612,6”,61 2 }{1,i,1,i}.
2k 2n  4n  6r 8n

Pour n=5: U5 = {eZ 5 ,k€{0,1,2,3,4}} = {1,6’ 5,e'5 ,e'5 e'5 }

Proposition 19 Les images des racines n® de l'unité sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés centré en O
et inscrit dans le cercle trigonométrique.

. ;2T
. 12T v e'’s
j=e€ 3
< it
1 1 1
-1
Am ;
j2 —e'3 i ei857r
Us Uy Us

2 Equation 2" =a (a € C)
Définition 11 Soient a € C et n € N*. Les racines n® de a sont les solutions de l’équation z" = a.

Si a = 0, I’équation z™ = 0 a une solution unique : 0.

Supposons maintenant a # 0. Posons a = re’’ (avec r € R% et t € R).

12



On cherche les solutions de I'équation 2™ = a sous forme trigonométrique z = pe?’ o p € R% et 0 € R.

'=a & pew)n = re't
PN pneinO T@lt
& pr=r
dkeZ,nb =t+2knm
p=/r
< { Skez, =tk
t+2km
& dkeZ,z= Yre' n
Comme au paragraphe précédent, il suffit de prendre k& € {0,...,n— 1} pour avoir toutes les solutions, et celles-ci sont

deux a deux distinctes.

Proposition 20 Tout nombre complexe a non nul a n racines n°. Les images de ces racines sont les sommets d’un
polygone régulier. De plus, si zg est une racine n® de a, on obtient les autres racines en multipliant zo par les racines
n® de l'unité.

z\" z
Démonstration : 2" =a & 2" =2} & (%) =1 —el,<eJwel,, z=zw. O

20

Exercice 10 Résoudre dans C I’équation 23 = —8i.

3 Cas particulier : racines carrées

Un nombre complexe non nul a deux racines carrées distinctes et opposées. Pour les déterminer, on peut utiliser la
forme trigonométrique comme au paragraphe précédent, mais également la forme algébrique.

2
. i 2 =a . . . ) . .
L’idée est d’écrire que 22 = a < { |22 = |a| ce qui permet d’obtenir un systeme d’équations simple.

Exemple : Déterminons les racines carrées de a = 21 — 20i.
On pose z = x + iy avec x et y réels. Alors :

P=a & { &=
|2 = la|
(x +iy)? = 21 — 20i
|m+zy|2 |21 — 20i]
—y? + 2ixy = 21 — 20i
22 +y? = /212 + 202

3

=

22—y =21
2xy = —20 (identification des parties réelles et imaginaires)
2?2 +y? =29

¥

3

xy =-10
=25
=4

ch =—-10

3

rT=95o0u —5
y=2ou —2
zy = —10

3

y=—2 y =2
=5—2to0uz=-5+ 2.

222 = 50
{ 292 =8 (en additionnant et soustrayant les premiere et troisieme lignes)
{ T=S { T=-5 (pour avoir zy = —10)

z

Les racines carrées de 21 — 20¢ sont donc 5 — 2¢ et —5 + 2i.
Remarque : Ne jamais écrire \/z si z n’est pas un réel positif. Cette notation n’a aucun sens.

Exercice 11 Déterminer les racines carrées de 17 — 144¢. On trouvera 9 — 8 et —9 + 8q.
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4 Equation du second degré a coefficients complexes

Proposition 21 Soit ’équation (E) : az? + bz +c=0, ot a, b et ¢ sont des complezes (avec a # 0).

Soit A = b? — 4ac le discriminant de (E).

—b
Si A =0, alors (E) a une solution unique zg = 5 De plus, az? + bz + ¢ = a(z — 2z0)?.
a
. . . —b—-9 -b+4d . ,
Si A #£ 0, alors (E) a deux solutions distinctes z3 = et z9g = g ot § est une racine carrée de A. De
a

plus, az? + bz +c=a(z — z1)(z — 22).

Démonstration :
Posons P(z) = az? + bz + c. Alors :

P()* 2+é +E — +£2 i_ﬁ_g — +£2 b2_4ac — +£2 A
e\ o Ta) T\ 102 a7 T o 4a? " 402 |’

Cette derniere expression est appelée forme canonique de P(z).

b2 b
Si A =0, alors P(z) =a (z + 2—) , donc ’équation (E) a pour unique solution zg = “a
a a

Si A # 0, alors A a deux racines carrées opposées. Notons-les § et —J. On a alors :

P() +b2 52 +b+6 +b ) +b+5 +b76

2HN=al|llz4+—) ——|=alz4+—+—)|2+———)=alz+— ) 2+ —

2a 4a? 2a  2a 2a 2a 2a 2a )’

—b—9 —b+46
et z90 =

2a

donc ’équation (E) a deux solutions distinctes z1 = .0

Remarques :

1) Si A n’est pas réel on ne peut pas parler de son signe. Pour déterminer ses racines carrées, on applique la méthode
du paragraphe précédent.
—b—VA  —b+VA
2a ot 2¢
—b—iy/|A| ot
2a

2) Si A est un réel strictement positif, on peut prendre § = v/A et les solutions de (E) sont

3) Si A est un réel strictement négatif, on peut prendre 6 = i\/|A| et les solutions de (F) sont

—b+i\/A|

5 (noter qu’elles sont conjuguées).
a

Exemple : Résolution de (E) : 22 + (3 4+ 4i)z — 7+ 11i = 0.
Le discriminant de (E) est A = (3 +4i)? —4(—7+11i) = 21 — 20i. On a vu en IV.3. que ses racines carrées sont 5 — 2i

et —5 + 2i. On en choisit une : 6 = 5 — 2i par exemple.
—(3 +4z)27 (5 —2i) C 4 ictag— —(3+ 41)2+ (5 —21)

Les solutions de (F) sont donc z; = =1-3i.
Exercice 12 Résoudre dans C I'équation 22 + (i — 1)z +2+i = 0.

Proposition 22 Soient a,b,c € C avec a # 0. Deux complexes z1 et zy sont solutions de I’équation az? + bz +c =0

. . C
si et seulement si z1 + 20 = —— et 2120 = —.
a a
Démonstration :
b b2 — 52 4ac c
(=) Siz = %75 et zo0 = ﬂ, oll § est une racine carrée de b? — 4ac, alors z; + 20 = —— et 21290 = —— = — = —.
a 2a 2 2
a 4a 4a a
b c
(&) Sizg 4+ 20 = —— et 21290 = —, alors a(z — 21)(z — 22) = az? — a(z1 + 22)2 + az122 = az? + bz + ¢, donc 21 et 23 sont solutions de
a a

Iéquation az? 4+ bz 4+ ¢ = 0. O

V Exponentielle complexe
1 Définition
Définition 12 Soit z = © + iy (ot z,y € R) un nombre compleze. L’exponentielle de z est le nombre complexe

noté e ou exp(z) défini par

e =e"e'.
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Remarques :

1) Si z est un réel (i.e. si y = 0), 'exponentielle complexe de z coincide avec son exponentielle réelle.
2) On a |e*| = e® = ef*? et arg(e?) = y mod 27 = Im 2z mod 2.

3) Comme 'exponentielle réelle, 'exponentielle complexe ne s’annule pas (car |e*| = e® # 0).

2 Propriétés
Comme 'exponentielle réelle, I'exponentielle complexe transforme les sommes en produits :

Proposition 23 Pour tous z, 2/ € C :

(i) T2 = e x ¢7.

’
z

(ii) & =2 = <.

ez
Démonstration :
’ N ’ ;. ’
(i) Posons z = = + iy et 2’ = &/ + iy’ (avec x, y, ' et y’ réels). Alors e* T2 = e(z+a)+ily+y") = gzt ¢i(y+¥") (par définition).
/ ’ . / Ly o / roa . ’oa ’
Or e*t%" = e%e? (exponentielle réelle) et e!(¥1¥) = el (proposition 14), donc e* 12 lUty) = eTet ¢Weld' = eZelWer ¢V = e%e?

(par définition).

—Z,Z

’ ’ ’ €
e* =e* ~*t%2 =¢? donce* *=-—.0

(ii) D’apres (i) on a e
ez
Proposition 24 Pour tous z, 2/ € C :
(i) e =1 z € 2inZ.
(ii) e* = % & z — 2 € 2inl.
La notation 2inZ désigne ’ensemble des 2ikm avec k € Z.

Démonstration : Posons z = z + iy avec x et y réels. Alors

=0

ezzlﬁezeiyzléﬂkel,{
y = 2km

& Jk €Z,z = 2ikm & z € 2inZ.

Pour le (ii) il suffit d’écrire que e* = e” ser% =1.0

V1 Nombres complexes et géométrie

1 Angle orienté de deux vecteurs

Proposition 25 Soient v7 et Us deux vecteurs non nuls d’affizes respectives z1 et zo. Alors :

(h, V) = arg <22> modulo 2.
z1

Démonstration :
On a (T1, %) = (01,8 + (i, 02) = —(1, 01) + (5, T2) = (5, 72) — (i,51) = arg(z2) — arg(z1) = arg (zﬁ) modulo 27, O
21

Proposition 26 Soient A, B, C et D quatre points distincts d’affixes respectives z4, zg, zc et zp. Alors :

Zp — 2

(zﬁ, C"ﬁ) = arg (DC> modulo 2.

ZB — ZA

Démonstration :

Les affixes des vecteurs zﬁ et C"ﬁ sont respectivement zg — z4 et zp — z¢. La proposition précédente donne le résultat. O

Exercice 13 Soient A, B, C et D les points d’affixes respectives z4 = —3+14, zg = 1+ 3i, 20 = =2+ 2i et zp = 4.
Déterminer une mesure de 'angle (AB,CD).

2 Alignement et orthogonalité
Proposition 27 Soient vy et Us deux vecteurs non nuls d’affizes respectives z1 et zo. Alors :

o , L . . 22 s
(i) Uy et Uz sont colinéaires si et seulement si — est un réel.
21

R S . . 22 . L
(ii) U1 et U sont orthogonaux si et seulement si — est un imaginaire pur.
21
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Démonstration :

N = - P N z2 z2 ,
(i) U1 et U2 sont colinéaires < (U1, 72) = 0 modulo 7 < arg (—) = 0 modulo ™ < — est un réel.
zZ1 zZ1

™ z ™ z
(ii) U1 et U2 sont orthogonaux < (01, v2) = 5 modulo 7 < arg (—2) =3 modulo 7 < = est un imaginaire pur. O
z1 21

Proposition 28 Soient A, B et C trois points distincts d’affixes respectives z4, zp et z¢. Alors :

z z
(i) Les points A, B et C sont alignés si et seulement si SO EA ot un réel.
ZB — ZA
zo— 2
(ii) Le triangle ABC' est rectangle en A si et seulement si ¢ A
ZB — RA

est un imaginaire pur.

Démonstration :

(i) A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs ﬁ et @ sont colinéaires.

(ii) Le triangle ABC' est rectangle en A si et seulement si les vecteurs E et zﬁ sont orthogonaux.

zo— 2 zZo — 2 AC
Remarque : Il est intéressant de faire apparaitre des rapports de la forme 2O car | € Al = 22 ot
ZB — ZA ZB — ZA AB
zZo— 2
arg (CA> est une mesure de I'angle (A §, Al ?’)
ZB T ZA

Exercice 14 Soient A, B et C les points d’affixes respectives zy = 2 + 2i, zg = 4+ 3i et zc = 1 + 4i. Calculer
ZC — ZA

ZB T %A

. Que peut-on en déduire ?

3 Transformations du plan

Définition 13 Une transformation du plan est une bijection du plan dans lui-méme, c’est-a-dire une application
f:P — P telle que tout point du plan ait un unique antécédent par f.

e TRANSLATION

Définition 14 Soit U un vecteur. La translation de vecteur o est l'application tz : P — P qui, a tout point M,

—

et
associe l'unique point M' tel que MM' = v.

Proposition 29 Soit a un complexe. L’application de P dans P qui, au point M d’affize z, associe le point M’ d’affize
z + a est la translation dont le vecteur a pour affixe a.

—
Démonstration : Pour tout M, le vecteur MM’ a pour affixe z +a — 2z = a. O

o ROTATION

Définition 15 Soient ) un point et 0 un réel. La rotation de centre () et d’angle 0 est l’application rqg : P — P
qui, a tout point M, associe l'unique point M’ tel que :

(QM,QM’) = 6 mod 2w
M’
M
0

Q

Proposition 30 Soit 6 un réel. L’application de P dans P qui, au point M d’affize z, associe le point M' d’affixze
ez est la rotation de centre O et d’angle 6.
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. — ,
Démonstration : Pour tout M, on a |e?z| = |z|, donc OM = OM’, et (OM,0OM’) = arg € £ arg(e’®) = # mod 2. O
z

o REFLEXION

Définition 16 Soit D une droite. La réflexion (ou symétrie orthogonale) d’axe D est l'application sp : P — P
qui, o tout point M, associe le point M’ tel que D soit la médiatrice du segment [MM'] (et M' = M si M € D).

1
M’

On a vu que la conjugaison complexe correspond a la réflexion d’axe (Ox).
e HOMOTHETIE

Définition 17 Soient Q un point et k un réel non nul. L’homothétie de centre () et de rapport k est l'application
hax : P — P qui, a tout point M, associe l'unique point M' tel que :

— —
QM = kQM.
N’ M
N
Q
N N’
M’
M
Q M
k=3 k=-2

Proposition 31 Soit k un réel non nul. L’application de P dans P qui, au point M d’affixe z, associe le point M’
d’affize kz est ’homothétie de centre O et de rapport k.

— —
Démonstration : Pour tout M, on a OM' = kOM. O
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