Chapitre 4

FONCTIONS USUELLES

I Généralités sur les fonctions

Dans tout le paragraphe, I et J désignent des intervalles de R, que I'on supposera toujours non vides et non réduits
a un point.

1 Ensemble de définition

Dans ce chapitre, on définit intuitivement une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles f comme un procédé
permettant s’associer & un réel x un autre réel f(x). Une définition plus formelle sera donnée au chapitre 6.

Définition 1 Soit f une fonction d’une variable réelle d valeurs réelles. L’ensemble de définition (ou domaine
de définition) de f est ’ensemble des réels x pour lesquels f(x) est bien défini. On le note Dy.

1

Exemples : L’ensemble de définition de la fonction 2 +— 22 est R. Celui de la fonction 2 ++ — est R*. Celui de la
x

fonction x — /x est RT.

Exercice 1 Déterminer 'ensemble de définition de la fonction x — a2 — 5x — 7.

Remarque : Quand on écrit “Soit f : I — R une fonction”, on suppose toujours que I est inclus dans ’ensemble de
définition de f. On note R! ou F(I,R) I'ensemble des fonctions définies sur I i valeurs dans R.

2 Représentation graphique

Définition 2 La courbe représentative d’une fonction f : I — R dans un repére du plan est I’ensemble des points
de coordonnées (x, f(x)) lorsque x parcourt I.

A partir de la courbe de f, il faut savoir tracer les courbes des fonctions z — f(z) + a, & — f(z +a), © — f(a —z),
x+— f(az), x — af(x), ol a est un réel.

y=f(z)+a

y=f(z)

y = f(ax)

/

2 a (a=2) (a=2)

3 Opérations et relation d’ordre

Soient f et g deux fonctions de I dans R. Soit « un réel.



Addition : la fonction f + g est définie sur I par :
Veel, (f+9)(z) = f(z)+g(z).

Multiplication : la fonction f x g est définie sur I par :
Vo el (f xg)(z) = f(z) x g(z).
Multiplication par un réel : la fonction af est définie sur I par :
Veel, (af)(z) = af(x).
Relation d’ordre : on note f < g si f(x) < g(x) pour tout x € I.

L’addition est associative, commutative, admet pour élément neutre la fonction nulle, et toute fonction f : I — R
admet un opposé —f : z — —f(z).

La multiplication est associative, commutative, admet pour élément neutre la fonction constante égale a 1, et une
fonction f est inversible si et seulement si elle ne s’annule pas sur I (son inverse est alors % T X ﬁ) La multiplication
est distributive par rapport a ’addition, mais elle n’est pas integre.

4 Composée de deux fonctions

Définition 3 Soient f: I — R et g: J — R deuz fonctions telles que f(I) C J. La fonction composée de f et de
g est la fonction go f: I — R définie par :

Veel, (go f)(z) =g(f(z)).

gof
h
A S
T f(x) g(f(x))

Exemple : Soient f et g définies sur R par f(x) = 22+ + 1 et g(z) = 22 + 1.
Alors (go f)(z) =2(z? +2+1)+1=222+22+3 et (fog)(z) = f(g(z)) = 2z +1)>+ (22 + 1) + 1 = 42 + 62 + 3.

Remarque : En général fog # go f : la composition n’est pas commutative.

5 Fonctions minorées, majorées, bornées
Définition 4 Soit f : I — R une fonction.
On dit que f est majorée s’il existe un réel M tel que f(x) < M pour tout x € I.
On dit que f est minorée s’il existe un réel m tel que f(x) = m pour tout x € I.

On dit que f est bornée s’il existe deux réels m et M tels que m < f(x) < M pour tout x € I, i.e. si elle est d la
fois minorée et majorée.

Remarque : m et M sont des constantes qui ne dépendent pas de x.
Proposition 1 f: I — R est bornée si et seulement s’il existe un réel M > 0 tel que |f(x)| < M pour tout x € I.

Autrement dit, une fonction est bornée si et seulement si elle est majorée en valeur absolue.

Démonstration :

(«=) Supposons que |f(z)| < M pour tout z € I. Alors on a —M < f(z) < M pour tout z € I, donc f est bornée.

(=) Supposons que f est minorée par a et majorée par b. Posons M = max(|al|, |b]). Alors |f(z)| < M pour tout z € I. O

Ainsi, pour justifier que la fonction sinus est bornée sur R, on peut dire que —1 < sinz < 1 pour tout x € R, ou que
|sinz| < 1 pour tout = € R.

6 Monotonie d’une fonction
Définition 5 Soit f : I — R une fonction.
On dit que f est croissante sur I si :Va,y eI, (z <y= f(x) < f(y)).
On dit que f est décroissante sur I si :Vax,y €I, (x <y= f(z) = f(y)).
On dit que f est strictement croissante sur I si :Vz,y €I, (x <y= f(x) < f(y)).

On dit que f est strictement décroissante sur I si :Vz,y €I, (x <y = f(z) > f(y)).



Autrement dit, une fonction croissante conserve I’ordre, une fonction décroissante le renverse. Une fonction monotone
sur I est une fonction croissante sur I ou décroissante sur I.

Remarque : Quand on parle de monotonie d’une fonction, il faut travailler sur des intervalles. Ainsi, la fonction
fioz— % est strictement décroissante sur | — oo, 0[ et sur ]0, +oo[, mais par sur R* : on a —1 < 1 et f(—1) < f(1)
par exemple.
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Exercice 2 Etudier (& partir de la définition) les variations de la fonction  — e~

7 Parité d’une fonction

Définition 6 Soit A un sous-ensemble de R symétrique par rapport a 0. Soit f: A — R une fonction. On dit que f
est paire si f(—x) = f(x) pour tout x € A. On dit que f est impaire si f(—x) = —f(z) pour tout x € A.

Interprétation graphique : Si f est paire, sa courbe représentative Cy est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.
Si f est impaire, Cy est symétrique par rapport a l'origine du repere.

] - = =

s - - -

Exemples :

— Les fonctions = — 2™ (ol n est un entier pair), x — |z| et cos sont paires.

— Les fonctions x — 2™ (ol n est un entier impair), sin et tan sont impaires.
8 Périodicité

Définition 7 Soit T > 0 un réel. Soit f une fonction définie sur une partie A de R telle que six € A alorsz+T € A.
On dit que f est T-périodique ou périodique de période T si f(x +T) = f(x) pour tout x € A.

Interprétation graphique : si f est T-périodique, alors sa courbe représentative dans le repere (O,ZJ) est invariante
par la translation de vecteur T%.

2T =T




Exemples :

— Les fonctions cosinus et sinus sont 27-périodiques car cos(x + 2w) = cosz et sin(z + 27) = sinx pour tout = € R.

— La fonction tangente est 7-périodique car tan(z + ) = tanx pour tout x # 5 mod 7.

Exercice 3 Les fonctions suivantes sont-elles périodiques 7

2

1 size@
0 sizgQ

T+ sin2x ; xn—>sm§ ; :v»—)sm(m2) ; x> sintx g mn—>sm§+cos— ;X

4

9 Bijection, fonction réciproque

Définition 8 Soient I et J deux intervalles de R. Soit f : I — R une fonction. On dit que f est une bijection de I
sur J (ou dans J) si tout élément de J admet un unique antécédent par f.

Autrement dit : pour tout y € J, il existe un unique = € I tel que y = f(x).

Exemples :

a) La fonction f : [0,4+o00] — [0,+o0o[ définie par f(z) = x? est une bijection de [0, +oc[ dans [0, +o0[. Tout
y € [0, +00[ a un unique antécédent (,/y) par f.

b) La fonction f : R — [0, +o0o[ définie par f(z) = 2% n’est pas une bijection : tout y > 0 a deux antécédents par
(Vg et —y).

¢) La fonction logarithme népérien In : |0, +0o[ — R est une bijection : tout y € R a un unique antécédent (e¥) par
In.

d) La fonction exponentielle exp : R — R n’est pas une bijection : les y < 0 n’ont pas d’antécédent par exp. En
revanche exp : R — |0, +oo[ est une bijection. On dit que exp : R — R définit une bijection de R dans |0, +ool.

Définition 9 Soit f une bijection de I dans J. Pour tout y € J on note f~1(y) l'unique antécédent de y par f. On
définit ainsi une fonction f~!:J — I appelée fonction réciproque de f.

Pour tout x € I et pour tout y € J, on a donc :
z=f"1y) o y=f(x)
De plus, on a f~1(f(x)) = x pour tout = € I, et f(f~(y)) = y pour tout y € J.

Exemples :

a) La réciproque de la fonction f : [0, +0o[ — [0, +-oc[ définie par f(x) = 2% est la fonction £~ : [0, +-00[ — [0, +o00]
définie par f~1(y) = VY-
b) La réciproque de la fonction In : |0, +00[ — R est la fonction exp : R —]0, +o00].

En pratique, pour déterminer f~1(y), on résout 'équation f(z) =y, d’inconnue .

Théoréme 2 (Théoréme de la bijection) Soit f : I — R une fonction continue sur I. Si f est strictement monotone
sur I, alors f définit une bijection de I dans f(I), et f=1 est continue sur f(I).



Démonstration : Admis pour I'instant. O

1

Exercice 4 Soit la fonction f définie par f(z) = e
el‘

Montrer que f définit une bijection entre deux intervalles a

préciser, puis déterminer f~1.

Proposition 3 Dans un repére orthonormal, les courbes représentatives d’une bijection et de sa Téciproque sont
symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

Démonstration : Notons Cy et Cy—1 les courbes de f et fl Alors: M(z,y) €Cr o y=f(z) ©z=f1y) & M(y=z) € Cia.0O

IT Dérivation
Un chapitre ultérieur sera consacré a la dérivation. Dans ce paragraphe, on se contente de quelques rappels.
1 Dérivabilité
f(z) — f(a)
x

—a
admet une limite finie quand x tend vers a. Cette limite est alors appelée dérivée de f en a (ou nombre dérivé

de f en a) et est notée f'(a) ou ;l—f(a).
T

Définition 10 Soit f : I — R une fonction. Soit a € I. On dit que f est dérivable en a si le rapport

Le rapport est appelé taux d’accroissement de f entre a et z.

f(z) = f(a)

Remarque : Si a # 0, on peut se ramener & une limite en 0 en posant x = a + h. Ainsi, f est dérivable en a si et
fla+h)— f(a)
h

seulement si le rapport admet une limite finie en 0.

Définition 11 f: I — R est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I. On appelle alors (fonction)

d
dérivée de f l'application notée [’ ou d—f qui, & tout x de I, associe f'(x).
x

2 Interprétation graphique

Soit f : I — R une fonction. On note C; sa courbe représentative dans un repere du plan. Soit a € I. On suppose que
f est dérivable en a.




Soit A le point de C; de coordonnées (a, f(a)) et, pour = € I, soit M le point de coordonnées (z, f(x)). Alors le

coefficient directeur de la droite (AM) est Lol L @) = f(a).
Ty —TA T —a

Ainsi, lorsque x tend vers a, le coefficient directeur de la droite (AM) tend vers f'(a).
Définition 12 On appelle tangente & Cy en A la droite passant par A et de coefficient directeur f’(a).
Intuitivement, la tangente est la < limite » des droites (AM) lorsque M tend vers A.

Proposition 4 Une équation de la tangente a Cy en A esty = f(a) + f'(a)(z — a).

3 Opérations sur les dérivées

Proposition 5 Soient u,v : I — R deux fonctions. Soit a € 1. Soit o un réel.

(i) Siu et v sont dérivables en a, alors u+ v aussi, et (u+v)'(a) = u/'(a) + v'(a).

(i) Si u est dérivable en a, alors au aussi, et (au) (a) = au'(a).

(111) Siw et v sont dérivables en a, alors u X v aussi, et (u x v)'(a) = uv/(a) x v(a) + u(a) x v'(a).
u'(a)
u?(a)’

"(a)v(a) —u(a)v'(a)

1 1\
(iv) St w est dérivable en a et que u(a) # 0, alors — est dérivable en a, et <) (a) = —
u u

/
(v) Siu et v sont dérivables en a et que v(a) # 0, alors L est dérivable en a, et (E) (a) = “
v v

V()

Démonstration : Admis pour I'instant. O
Corollaire 6 Soient u,v: I — R deux fonctions.
(i) Siu et v sont dérivables sur I, alors u+ v aussi, et (u+v) =u' 4+ v'.
(i1) Si u est dérivable sur I, alors au aussi, et (au) = au'.
(i1i) Siu et v sont dérivables sur I, alors u X v aussi, et (u X v) =u X v+uxv.

1 ' o
(iv) St w est dérivable sur I et qu’elle ne s’annule pas, alors — est dérivable sur I, et () =—-—.

u u u

. . , U . w\’ v —ur
(v) Siwu et v sont dérivables sur I et que v ne s’annule pas, alors — est dérivable sur I, et (7) = 5
v v v

4 Dérivée d’une composée

Proposition 7 Soient f : I = R et g: J = R deuzx fonctions telles que f(I) C J. Soit a € 1. Si f est dérivable en a
et que g est dérivable en f(a), alors go f est dérivable en a, et (go f) (a) = ¢'(f(a)) x f'(a).

Démonstration : Admis pour l'instant. O

Corollaire 8 Soient f: I — R et g:J — R deux fonctions telles que f(I) C J. Si f est dérivable sur I et que g est
dérivable sur J, alors go f est dérivable sur I, et (go f)' = (g’ o f) x f.

Exemple : Soit h(x) = sin(lnx). On peut écrire h = g o f en posant f(z) =Inx et g(z) = sinz.

f est dérivable sur ]0,4o00[ et g est dérivable sur R, donc h est dérivable sur ]0,+o0o[, et, pour tout = € ]0,+o0],

W(x)=g'(f(z)) x f'(x) = cos(lnz) x % - @.

5 Dérivée d’une application réciproque
Proposition 9 Soit f : I — R une fonction continue et strictement monotone sur I (f définit donc une bijection de I

sur f(I)). Soita € I. Si f est dérivable en a et que f'(a) # 0, alors f=1 est dérivable en f(a), et (f~1)'(f(a)) = f’ia).

Démonstration : Admis pour l'instant. O

Corollaire 10 Soit f : I — R une fonction dérivable et strictement monotone sur I telle que ' ne s’annule pas sur
I. Alors f définit une bijection de I sur f(I), f~1 est dérivable sur f(I), et :
1

—1\/ _
(f )7f/0f_1'



Exemple : Soit la fonction f définie sur [0, +oo[ par f(x) = z2. Elle définit une bijection de [0, +oo[ dans [0, +o0[, et
sa fonction réciproque f~! est définie sur [0, +oo[ par f~(y) = /7.
f est dérivable sur [0, +o0o] et f/(x) = 2z pour tout = € [0, +o0].
f’ ne s’annule pas sur |0, +oo| (il faut enlever 0 car f’(0) = 0), donc le corollaire permet d’affirmer que f~! est
dérivable sur f(]0,+oo[) = ]0, +00[, et pour tout y € |0, 00| :

1 1 1 1

U= oo = T W

6 Dérivées successives

Si f est dérivable sur I, on peut définir sa fonction dérivée f’. Si f’ est elle-méme dérivable sur I, alors on peut définir
sa fonction dérivée (f’)" : on Pappelle dérivée seconde de f et on la note f” ou %
Plus généralement on définit par récurrence les dérivées successives de f :

— On pose fO = f.

— Si f(™) est définie et dérivable sur I, on pose f(**t1) = (£
I;l%ffonction f™) est appelée dérivée n® de f sur I, ou dérivée d’ordre n de f sur I, et on peut la noter aussi
T
Exercice 5 Calculer la dérivée n® des fonctions suivantes :

xr—e’ s x—sine ; x> cosr ; x> Ina.

III Fonctions logarithme, exponentielle et puissances
1 Fonction logarithme népérien

e DEFINITION

1
Définition 13 On appelle fonction logarithme népérien ['unique primitive sur 0,400 de la fonction x — — qui
x

s’annule en 1.

T dt
On a donc In1 = 0 et, pour tout z € |0, +oo|, Inz = 7
1
e PROPRIETES
Le logarithme transforme les produits en sommes :

Proposition 11 Pour tous z,y € |0, +o00] :
In(zy) =lnz + Iny.

Démonstration :

1 1 1
Soit y € ]0, +oo] fixé. Posons g(z) = In(zy) — Inz. Alors, pour tout = € ]0, +ool, ¢'(z) = LA -
Ty x T =
La fonction g est donc constante sur ]0, +oo[. Or g(1) = Iny, donc pour tout z € ]0,+oo[ on a g(x) = Iny, soit In(zy) —Inz = Iny, d’ou

In(zy) =lnz+Iny. O
Corollaire 12 Pour tous x,y € |0,+00][ :
1
))In— = —Inz.
(i) n— nx
X
(it) n— =Ilnx — Iny.
Y

(#ii) Pour tout r € Q, Inz" =rlnzx.

Démonstration :

1 1 1
(i) D’apres la proposition précédente, In — + Inz = In (f X w) =Inl1=0,doncln— =—Inz.
x x x

(ii) De méme, Inz = In (E X y> —mZ + Iny, donc me= Inz — Iny.
Y Y Y



1 P PN\4q
(iii) Par récurrence immédiate si r € N, en écrivant z” = — sireZ*,et qglnxea =1In (:M) =Ilna? =plnzxsipeZet qe N*. O
o

Remarque : Q est 'ensemble des nombres rationnels : si » € Q, on peut l’écrire sous la forme r = % ol p € Z et

q € N*. Par définition zd = zP pour tout réel x > 0 (par exemple, 7 = v/z). On verra au paragraphe 4 comment
on définit % pour tout réel a.

e VARIATIONS ET LIMITES

Par définition, In est dérivable sur ]0, +o0], et, pour tout x € ]0, +o00] :

1
In'(z) = ~.
(@)=
In est donc strictement croissante sur ]0, 4+o00[.
On admet que :
lim Inz =400 limlnz = -0
r—+00 z—0

Par conséquent :
Proposition 13 La fonction In est une bijection strictement croissante de |0, +oo[ dans R.

Corollaire 14 Pour tout x,y € ]0,+o0] :
hr=hysx=y

hr<hysr<y

Limites usuelles & connalitre :

lim ln—I:O limzlnz =0 limM
r——+oo I x—0 z—0 xX

=1

La premiere limite implique que la courbe représentative de In admet une branche parabolique d’axe (Ox) en +o00. La
troisiéme correspond a la dérivée de In en 1.

Proposition 15 Pour tout réel x > —1, In(1 + z) < z.

Démonstration : 1
x
La fonction f : z — In(1 + z) — = est définie et dérivable sur | — 1, +00[ et, pour tout z > —1, f'(z) = T1a- 1= “11a qui est du signe
x x
de —zx.
Par conséquent, la fonction f est strictement croissante sur | — 1, 0] et strictement décroissante sur [0, +o0o[. Comme f(0) = 0 on en déduit

que f(z) < 0 pour tout x < —1, ce qui donne l'inégalité demandée. OJ
e F'ONCTION LOGARITHME D]:ZCIMAL, FONCTION LOGARITHME DE BASE 2

Définition 14 La fonction logarithme décimal est la fonction notée log ou log,, définie sur ]0,+oo[ par :

Inx



La propriété fondamentale de In et ses conséquences restent valables :
Proposition 16 Pour tous z,y € |0, 400] :

(i) log(zy) = log(x) + log(y).

(ii) log% = —log(x).

(i) logg = log(x) — log(y).

(iv) Pour tout r € Q, log(z") = rlog(x).

Remarque : En particulier, le (iv) implique :
log(10™) = 7.
On définit de la méme maniére la fonction logarithme de base 2 notée log, sur |0, +o0o[ par

Inx

logy(2) = 5

La proposition 16 est valable également pour cette fonction, et pour tout r on a

log,(2") = .

2 Fonction exponentielle

o DEFINITION

On a vu que la fonction In est une bijection de ]0 + oo dans R.
Définition 15 La fonction exponentielle (de base e) est la fonction réciproque de In. On la note exp.
Remarque : La notation e® sera introduite au paragraphe 4.
De la définition on déduit :
Proposition 17
(i) exp est une bijection strictement croissante de R dans |0, 4+o00[.
(#i) Pour tout x € R, In(exp(x)) = x, et pour tout x € 0, +00[, exp(In(z)) = «.
(iii) Pour tous z,y € R :
exp(z) =exp(y) &z =1y
exp(z) < exp(y) &z <y
e PROPRIETES
L’exponentielle transforme les sommes en produits :
Proposition 18 Pour tous z,y € R :
exp(z + y) = exp(z) X exp(y).
Démonstration :

On a, d’une part, In(exp(z + y)) = z + y et, d’autre part, In(exp(z) X exp(y)) = In(exp(z)) + In(exp(y)) = = + y, donc In(exp(z + y)) =
In(exp(z) X exp(y)), d’ott exp(x + y) = exp(z) X exp(y) puisque In est une bijection. O

Corollaire 19

1
(i) Pour tout x € R, exp(—z) = xp(@)”
y exp(z)
11) Pour tous x,y € R, exp(z —y) = .
" @Y= o)
Démonstration :
(i) exp(z) exp(—x) = exp(z — z) = exp(0) = 1, donc exp(—z) = ! .
exp(z)
exp(z)

(i) exp(z — y) exp(y) = exp(z — y + y) = exp(x), donc exp(z —y) = :
exp(y)



e VARIATIONS ET LIMITES

Proposition 20 exp est dérivable sur R, et pour tout x € R :

exp’(x) = exp(z).
Démonstration :

1
La fonction In est dérivable sur |0, +oo[ et sa dérivée  — — ne s’annule pas sur ]0,+oo[, donc d’aprés le théoréme de dérivation des
T

1 1 1
= 11’1/(111_1(27)) - ln/(exp(:p)) = exp1<z> = exp(m). O

fonctions réciproques, exp = In~1! est dérivable sur R, et pour tout = € R, exp’(z)

Limites : on a vu que lim Inz = +o0o et que lim Inz = —o0, donc, puisque exp = In"* :
T—r+00 z—0

lim exp(z) =400 lim exp(z) =0

r——+0o0 rT——00
Autres limites & connaitre :

lim exp(z) = 400 lim zexp(—z) =0 lim
r—+00 x xr——400 x—0 €T

exp(z) — 1

=1

La premieére limite implique que la courbe représentative de exp admet une branche parabolique d’axe (Oy) en +oo.
La troisieme limite correspond a la dérivée de ’exponentielle en 0.

Proposition 21 Pour tout réel z, exp(z) > 1+ x.

Démonstration : Etudier les variations de la fonction = — exp(z) —1—2z. 0O

3 Fonctions hyperboliques
e COSINUS ET SINUS HYPERBOLIQUES D’UN REEL

Définition 16 Soit x € R. Le cosinus hyperbolique de x et le sinus hyperbolique de x sont les réels notés
respectivement chx (ou coshx) et sha (ou sinhx) définis par :

T —x
chpe & T€E
2
et — =7
h =
snx D)

shz
On remarquera l'analogie avec les formules d’Euler. La tangente hyperbolique, définie par thx = . existe aussi,
chzx

mais son étude n’est pas au programme.

chx +shx =e*

chr —shx =e7*

Proposition 22 Pour tout x € R, {

De maniére analogue & la formule cos® z + sin?z =1, on a :

Proposition 23 Pour tout x € R :
ch?z —sh®z = 1.

10



Démonstration : ch? x —sh?z = (chax +shz)(chz —shz) = e®e * =1. 0
Il existe de nombreuses autres formules de trigonométrie hyperbolique mais celle ci-dessus est la seule au programme.
e ETUDE DES FONCTIONS ch ET sh

Proposition 24 La fonction ch est paire, la fonction sh est impaire.

—x T —r _ ,x
e re 2+e :ch:(;,sh(fx):ie 5 ¢ — _shz. O

Avec la relation e* = chx + shx, on voit ainsi que ch et sh sont respectivement la partie paire et la partie impaire de
Pexponentielle (voir chapitre 1, proposition 6).

Démonstration : ch(—z) =

Proposition 25 Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R, et pour tout x € R :
ch’(z) =shz et sh’(x) = cha.
Démonstration : Immédiat. O

Pour tout réel x on a chax > 0, donc sh est strictement croissante sur R. De plus sh0 = 0, donc shz est du signe de
x. Par conséquent, ch est strictement décroissante sur | — 0o, 0] et strictement croissante sur [0, +oo].

Limites : on a facilement

lim chx =4+ et lim chx =+o0
T——00 r—+00

lim shz = -0 et lim shx =+
T—r—00 xr— 400

On notera aussi que ch 0 = 1.

. , . chzx . shz 3 .
Par croissances comparéesona lim —— = lim —— = 400, donc les courbes représentatives de ch et sh admettent
r——+oo I r——+o0 I

des branches paraboliques d’axe (Oy) en +o0o (et en —oo par parité).

y=chz

y=shz

Limite usuelle (qui correspond & la dérivée de sh en 0) :

h
lim % — 1.
x—0 X

4 Fonctions puissances

e PUISSANCES A EXPOSANT REEL

Soit a € R%.. On a vu que si = est un rationnel, alors xlna = In(a”), donc exp(zIna) = exp(Ina”) = a®. Par analogie,
on va définir :

Définition 17 Pour tout x réel et pour tout a réel strictement positif :

a® = exp(zlna).
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Si a = e, on obtient :
e” = exp(),

donc :
Proposition 26 Pour tout a € |0, +00|, pour tout x € R :
a® = v lna.
La formule In(a”) = xIna est donc maintenant valable pour tout = € R.

e PROPRIETES

Proposition 27 Pour tous a,b € ]0, +00[, pour tous z,y € R :

(i) a®tY = a®a¥. (iv) (a®)¥ = a™.
(ii) a=* = chw (v) (ab)* = a®b7

x

(ifi) a®~Y = Z—y (vi) (%)w -

Démonstration :
(i), (ii) et (iii) sont des conséquences immédiates des propriétés de exp.
iv) (a®)¥ = evIn(a®™) — grylna — gzy

(
(V) (ab)z — ezIn(ab) — pz(lnat+lnd) _ gzlnatzinb _ czlnagzinb _  zpa
(

vi) Analogue. O

e DEFINITION

Définition 18 Les fonctions puissances sont les fonctions du type :
T — ¢,

ol a est un réel.

Par définition, 2 = e*"* donc ces fonctions sont définies sur ]0, +ool.

Remarques :
1) Ne pas confondre les fonctions puissances z — x® et les fonctions exponentielles z — a*.

2) Si a = 0 alors 2% = 2% = "% = 1 pour tout z : la fonction est constante. Dans la suite on supposera o # 0.

o VARIATIONS ET LIMITES

Proposition 28 La fonction fq : x — x% est dérivable sur 0, +o0[, et pour tout x € ]0,+00] :
fola) = 0a.

Démonstration : L’égalité 2@ = e*!"® et la formule (e*)’ = u/e* donnent f/(z) = %ea nz — %ma =az®~ 1. 0O

Les variations de f, dépendent donc du signe de « : si @ > 0, alors f, est strictement croissante sur |0, +oo[, et si
a < 0, alors f, est strictement décroissante sur ]0, +oo].

Limites :
. ocosia>0 . ocosia>0
Ona lim alnz= + . ,donc lim z% = + .
Z—+00 —osia<0 Z—+00 Osia<0
R . —ocosia>0 . Osia>0
De méme, lim alnz = . , donc lim z¢ = .
2—0 +oosia<0 z—0 +oosia<0
% +oosia>1
Branche infinie en 400 (sia >0): lim “— = lim 2 '={ lsia=1
r—+oo I x—+00

Osi0<ax<l1

En 400, la courbe admet donc une branche parabolique d’axe (Oy) si a > 1 et une branche parabolique d’axe (Ox)
si0<a<l(sia=1,z%=ux).
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e DERIVATION D’UNE FONCTION DE LA FORME x + u(z)?®)

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I avec v > 0 sur I.
Alors la fonction u® : z +— u(z)"®) est définie et dérivable sur I car u(x)?(®) = ev(@)n(u(@),
/
u
Pour calculer sa dérivée on utilise les formules de dérivation (e*) = u'e® et (Inu) = —
u

Attention : on ne peut pas utiliser la formule (u®)" = au®~1u’ qui n’est valable que si « est une constante.

8=

Exercice 6 Calculer la dérivée de f : x +— (332 +x+ 1) .

5 Croissances comparées

Quand il y a conflit (limite avec forme indéterminée), les exponentielles 'emportent sur les puissances, qui elles-mémes
I’emportent sur les logarithmes :

Proposition 29 Pour tous o, f € RY -

Inz)? efr
lim (Inz) =0, lim 2| Inz|® = 0, lim — = +o0, lim z% A% =0.
T—+00 T x—0 r—+oo % T—+00

Démonstration :

Se ramener aux limites usuelles. Par exemple

B
Inz)b 1 # Inz2/8 In X
(Inz) _ nx _ B/alnz wooo o nX X—+oo 0.0
e za/B za/B X

Exercice 7 Calculer les limites suivantes :

) dim e ) m e ) lim elne ) lim (" —o’lna) o) lm B2 f) lm B2
a w—l)r-&llloo 21000 xgr%) 21000 ¢ w—l)r-&lilooe ne w—1>r-ir-loo ¢ v ¢ acll)% \/5 m—1>r—ir-loo \/E

IV Fonctions circulaires et réciproques

1 Fonction cosinus

La fonction cosinus est 27-périodique :
Vz € R, cos(z + 2m) = cosx.

Pour tracer sa courbe représentative il suffit donc de 1’étudier sur un intervalle de longueur 2. On choisit un intervalle
centré en 0 : [—m, 7).

De plus, la fonction cosinus est paire :
Vz € R, cos(—z) = cosz.

Sa courbe représentative est donc symétrique par rapport a I’axe des ordonnées. Par conséquent, il suffit d’étudier la
fonction sur 'intervalle [0, 7).

Proposition 30 La fonction cosinus est dérivable sur R, et pour tout x € R :

cos'(x) = —sinz.
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Démonstration : Admis pour I'instant. O

Sur ]0, 7] le sinus est strictement positif, donc la fonction cosinus est strictement décroissante sur [0, 7.

2 Fonction sinus

La fonction sinus est 2w-périodique :
VYV €R,sin(z + 27) = sinz.

Et elle est impaire :
Vz € R, sin(—z) = —sinz.

Sa courbe représentative est donc symétrique par rapport a ’origine du repére. Par conséquent, il suffit d’étudier la
fonction sur 'intervalle [0, 7).

Proposition 31 La fonction sinus est dérivable sur R, et pour tout x € R :
sin’(x) = cos z.
Démonstration : Admis pour 'instant. (J
. T LT . . . .
Si0<x< = alorscosz >0, et si — <z < m alors cosz < 0. La fonction sinus est donc strictement croissante sur

™ . Lo ™
[O, 5] et strictement décroissante sur [5, 77]

Limite & connaitre (qui correspond & la dérivée de sin en 0) :

sinx

lim =1.
x—0 I
Proposition 32 Pour tout réel z, |sinz| < |z|.
Démonstration :
Posons f(z) = sinz — = et g(z) = sinz + = pour tout = € R. Les fonctions f et g sont dérivables sur R, f/(z) = cosz — 1 < 0 et

g'(z) = cosz+1 > 0 pour tout = € R, donc f est décroissante et g est croissante. Or f(0) = g(0) = 0 donc f est positive sur R~ et négative
sur Rt alors que g est négative sur R~ et positive sur RT.

Pourz > 0onadoncsinz—x <0etsinz+xz>0,dou —x <sinx <x. Pourz<Oonasinz—zxz >0etsinz+z <0,douxz<sine < —=z.

Dans les deux cas on a —|z| < sinz < |z|, donc |sinz| < |z|. O

3 Fonction tangente

sinx

LT
On rappelle que, pour tout z non congru a 5 modulo 7, tanx = .
cosx

Notons Dyay son ensemble de définition : Dy, = R\ {g +kr/ke Z}.
La fonction tangente est mw-périodique :
V& € Dian, tan(z + 7) = tanx.
Pour tracer sa c%url%e représentative il suffit donc de 1’étudier sur un intervalle de longueur 7. On choisit un intervalle
530
De plus, la fonction tangente est impaire :

centré en 0 : ]

Vz e R, tan(—z) = —tanz.
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Sa courbe représentative est donc symétrique par rapport a l'origine du repere. Par conséquent, il suffit d’étudier la

fonction sur intervalle [O, g [

Proposition 33 La fonction tangente est dérivable sur Diay, et pour tout x € Diay :

1
tan’(z) = —— =1+ tan’ .
COS“ T
. . . - sin L.
Démonstration : sin et cos sont dérivables sur R et cos ne s’annule pas sur Dian, donc tan = — est dérivable sur Dian, et pour tout
cos

cos? x +sin? x

, ce qui donne 1+ tan? x en séparant la fraction, ou en utilisant ’égalité cos? x + sin?z = 1. O

z € Dyan, tan’(z) = 5
cos? cos? x

T
La fonction tan est donc strictement croissante sur tout intervalle de Dy,y, et en particulier sur {O, = [

- T
Limite en (g) :on a sin5 =let lim cosz= 0%, donc :

(%)

lim tanz = +o00.

| | | | | |
I I I I I I
I I I I I I
I I I I I I
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
I I I I I I
I I I I I I
T 0 5 | | | | | |
| | | | | |
' (0) + | | | | | |
+00 I I I I I I
I I I I I I
| | | | | |
tan _ bl ~2m  _3nl -~ _ml ml (s 3ml 2 5l
2 2y 2 2y 2 2
| | | | | |
0 | | | | | |
I I I I I I
I I I I I I
I I I I I I
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
I I I I I I
I I I I I I
I I I I I I
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
Limite usuelle & connaitre :
. tanx
lim =1.
x—0 €T

4 Fonction arcsinus
e DEFINITION ET PROPRIETES
La fonction sin : R — [—1,1] n’est pas une bijection : tout y € [—1,1] a une infinité d’antécédents par sin.

T T
Considérons sa restriction a l'intervalle [75, 5}, c’est-a~dire la fonction f : [75, 5} — R définie par f(z) = sinz.

f est dérivable et strictement croissante sur [fg, g}, f (72) =—let f (g) = 1, donc f définit une bijection de
{—g, g} dans [—1,1].

Définition 19 La réciproque de f est appelée fonction arcsinus et notée Arcsin ou arcsin.
. .. . ™ ™ L1
Arcsin est donc une bijection de [—1, 1] dans [—57 5] On en déduit :

Proposition 34

(i) Pour tout x € [—g, g} , Arcsin(sinz) = x, et pour tout x € [—1,1], sin(Arcsinz) = z.
(it) Pour tout x € [—g, g} et pour tout y € [-1,1] :

sinx =y < x = Arcsiny.
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3
Par exemple, on a Arcsin0 =0, Arcsinl = g, Arcsin(—1) = —g et Arcsin -5 =3

=
N

Remarque : Il faut faire attention aux intervalles. En particulier, 1'égalité Arcsin(sinxz) = x n’est valable que si
T

S [—5, 5] Par exemple Arcsin(sin7) = Arcsin0 = 0 et non 7.

S

1
Exercice 8 Résoudre dans R les équations sinx = 3 puis sinz = 1

Proposition 35

(ii) Pour tout x € | — 1, 1], tan(Arcsinz) =

V1—a?

Démonstration :
(i) Pour tout = € [—1, 1] on a cos?(Arcsin x) +sin? (Arcsin ) = 1, donc cos?(Arcsinz) = 1 —sin?(Arcsinz) = 1 —z? (car sin(Arcsinz) = x).
Par conséquent, cos(Arcsinz) = /1 — 22 ou —v/1 — z2.

Or Arcsinz € [—g, g] donc cos(Arcsinx) > 0, et donc cos(Arcsinz) = v/1 — 22.

ii) tan = sm .0
(ii)
cos

e ETUDE DE LA FONCTION ARCSINUS
Proposition 36 La fonction arcsinus est impaire :

Vo € [-1,1], Arcsin(—z) = — Arcsin z.

Démonstration :
Soit « € [—1,1]. Posons y = Arcsin(—z). Alors y € [—E, E] et siny = —z. Par conséquent, x = —siny = sin(—y) puisque sin est impaire.
Alors Arcsinz = Arcsin(sin(—y)) = —y car —y € [fg, g] On a donc bien y = — Arcsinz. O
Proposition 37 La fonction Arcsin est dérivable sur ] — 1, 1] et, pour tout x € | — 1,1] :
, 1
Arcsin'(z) = —.
V1—a?

Démonstration :

On utilise le théoréme de dérivation des fonctions réciproques.

La fonction f : [—g, g] — [—1, 1] définie par f(z) = sinz est dérivable sur [—g, g], et f/(z) = cosz pour tout = € [—g, g]
T T ™ ™
f’ ne ’annule pas sur ] -, = [ (et non [—7, f] car cos — = cos (—7> =0).
2°2 22 2 2
Par conséquent, f~! = Arcsin est dérivable sur | — 1,1[ (car f (g) =1letf (—g) = —1), et pour tout z € | — 1,1, Arcsin’(z) =
1 1 1
(S (=) = = = 0

F(f~1(x)) cos(Arcsinz) 1— a2

La fonction Arcsin est donc strictement croissante sur [—1, 1].
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y = Arcsinzx S y=z
/
7/
1 ) y =sinx
2z

[NE]

o
—
B

N
S|

5 Fonction arccosinus
e DEFINITION ET PROPRIETES
La fonction cos : R — [—1,1] n’est pas une bijection : tout y € [—1, 1] a une infinité d’antécédents par cos.
Considérons la restriction de cos a l'intervalle [0, 7], c’est-a-dire la fonction f : [0, 7] — R définie par f(z) = cosz.

f est dérivable et strictement décroissante sur [0, 7], f(0) =1 et f(w) = —1, donc f définit une bijection de [0, 7] dans
[—1,1].

Définition 20 La réciproque de f est appelée fonction arccosinus et notée Arccos.
Arccos est donc une bijection de [—1,1] dans [0, 7]. On en déduit :

Proposition 38
(i) Pour tout x € [0, 7], Arccos(cosz) = x, et pour tout x € [—1,1], cos(Arccosz) = z.

(ii) Pour tout x € [0, 7] et pour tout y € [—1,1] :

cosx =y < = = Arccosy.

1
Par exemple, Arccos (0 = g, Arccos1 =0, Arccos(—1) = 7, Arccos 3= %

Remarque : Comme pour arcsinus, il faut faire attention aux intervalles. En particulier, I’égalité Arccos(cosz) = x
n’est valable que si x € [0, 7]. Par exemple Arccos(cos(2m)) = Arccos1 = 0 et non 27.

1 1
Exercice 9 Résoudre dans R les équations cosx = 3 puis cos T = 1

Proposition 39
(i) Pour tout x € [—1,1], sin(Arccosz) = v1 — z2.
V1—2?

xT

(ii) Pour tout x € [—1,1]\ {0}, tan(Arccosz) =

17



Démonstration : Analogue a celle de la proposition 37. O
o . ™
Proposition 40 Pour tout x € [—1,1], Arccosz + Arcsinz = 3

Démonstration :

Soit x € [—1,1] et soit y = Arccosz. Alors z = cosy = sin (g —y). De plus y € [0, 7] donc —y € [—,0] et 5—yE€ [—g, g] Par conséquent
™
z_

y = Arcsinz, et donc § =y + Arcsinz = Arccos z + Arcsinz. O
e ETUDE DE LA FONCTION ARCCOSINUS

Remarquons que la fonction arccosinus n’est ni paire ni impaire, puisque Arccos1 = 0 alors que Arccos(—1) = 7.

Proposition 41 La fonction Arccos est dérivable sur] — 1,1[ et, pour tout x €] — 1,1] :

1
Arccos’ (7) = ———.
V1—z2
T
Démonstration : D’apres la proposition précédente, Arccos = 3 - Arcsin, donc Arccos’ = — Arcsin’. O
La fonction Arccos est donc strictement décroissante sur [—1,1].
y=ux
y = Arccos x T 7
7/
/
7/
7/
/
/
m
-1 , 0 1 z
Ve
/
s 1 Yy = CcosxT
/

6 Fonction arctangente

e DEFINITION ET PROPRIKETES

Considérons la restriction de tan a l'intervalle }fg, g [, c’est-a-dire la fonction f : }fg, g { — R définie par f(z) =
tanx.
T T
f est dérivable et strictement croissante sur } 53 [, lim f(x) =—o0 et lim f(z) = +o0, donc f est une bijection
=7 =5

T
de } -, = [ dans R.

272

Définition 21 La réciproque de f est appelée fonction arctangente et notée Arctan.
e . ™ T £ 1s
Arctan est donc une bijection de R dans }75, 5 [ On en déduit :

Proposition 42

(i) Pour tout x € }—g, g [, Arctan(tanx) = x, et pour tout x € R, tan(Arctanx) = x.

(i) Pour tout x € }—g, g[ et pour tout y € R :

tanx = y < x = Arctany.

Par exemple, Arctan0 = 0, Arctan1 = g, Arctan(—1) = f%, Arctan /3 = g

18
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Remarque : Il faut faire attention aux intervalles. En particulier, I’égalité Arctan(tanx) = x n’est valable que si

T T
xe}—

53 [ Par exemple Arctan(tanm) = Arctan0 = 0 et non 7.

1
Exercice 10 Résoudre dans R les équations tanx = 1 puis tanz = 3

Proposition 43

1) Pour tout x € R, cos(Arctanx) = ——.
¥ ( ) V1+a2

T

V1t a2

(i1) Pour tout x € R, sin(Arctanz) =

Démonstration :

1
(i) Analogue a celle de la proposition 37 en partant de 1’égalité 5 = 1+ tan?.
cos

(ii) sin = tan.cos. O
e ETUDE DE LA FONCTION ARCTANGENTE
Proposition 44 La fonction arctangente est impaire :

Vx € R, Arctan(—x) = — Arctan z.

Démonstration : Analogue a celle de la proposition 38. O

Proposition 45 La fonction Arctan est dérivable sur R et, pour tout x € R :

1
1+ 22"

Arctan’(z) =

Démonstration :

On utilise le théoréme de dérivation des fonctions réciproques.

La fonction f : ] —g, g [ — R définie par f(x) = tanx est dérivable sur ] —g, g [, et f/(x) = 1+ tan?z pour tout = € ] —g, g [

f’ ne s’annule pas sur ]—g, g [ Par conséquent, f~! = Arctan est dérivable sur R, et pour tout =z € R, Arctan’(z) = (f~1)(z) =
1 1 1

1 (f=1 (=) - 1 + tan?(Arctanx)) - 1422

La fonction Arctan est donc strictement croissante sur R.

Limites :  lim . tanx = —oco et lim tanz = 400, donc :
==(-3) (%)
T 7r
lim Arctanz = —— et lim Arctanz = —.
T——00 2 r—400 2
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bl 7 y = Arctanz

V Dérivation des fonctions a valeurs complexes

1 Notions sur les fonctions a valeurs complexes

Définition 22 Soit f : I — C une fonction. On définit les fonctions partie réelle de f, notée Re f, et partie
imaginaire de f, notée Im f, par :
(Re f)(z) = Re(f (z))
Veel,
{ (Im f)(z) = Im(f (z))

Re f et Im f sont donc des fonctions a valeurs réelles, et f = Re f +iIm f.

Exemple : Soit f : R — C définie par f(z) = (z +4)2. Alors, pour tout x, on peut écrire f(z) = x? + 2iz — 1, donc
(Re f)(z) = 22 — 1 et (Im f)(z) = 2z.

Définition 23 f: I — C est dérivable sur I si Re f et Im f le sont, et la fonction dérivée de f est alors définie
sur I par :

f'=Re f) +i(Im f)".
On montre facilement que les propriétés du paragraphe I1.3 (opérations sur les dérivées) restent valables.

Exemple : Soit f : R — C définie par f(z) = (z +i)2. Alors, pour tout x, on a (Re f)'(z) = 2z et (Im f)'(z) = 2,
donc f'(x) = 2z + 2i. On peut aussi dériver directement avec la formule (u?)" = 2uu’.

2 Dérivée de e

On rappelle que si z = z + iy (avec z,y € R), alors e* = e%e™.

Proposition 46 Si la fonction u : I — C est dérivable sur I, alors la fonction e* aussi, et
(eu)/ — u/eu.
Démonstration :

Notons f la fonction définie par f(z) = e“(®) Posons u; = Reu et ug = Imu.

Pour tout z € I, on a alors f(z) = e(#1Tiu2)(®) = g1 (@) giu2(2) = ¢u1(*) (cosug(x) + i sin ua(x)) = €¥1(*) cos ua () +7€¥1(*) sinuz (z), donc
(Re f)(z) = e*1(®) cosua(x) et (Im f)(z) = e*1(®) sinug(x).

u est dérivable sur I, donc u; et ug aussi, et Re f et Im f également. Par conséquent f est dérivable sur I, et pour tout = € I :
f@) = (Ref)(z)+i(Imf) (z)
wh (2)e*1®) cos ug (z) — uh(2)e P sinug () + i(u) (2)e*1 ) sinug () + uh ()t ®) cos ua(x))

/!
u

Ye1 (%) (cos ug (z) + i sin ug (x)) + uh(z)e® (¥) (= sinug () + i cos up (z))
)e™1(®) (cos ug (z) + i sinug (x)) + iub(z)e*1 (*) (cos ug (x) + i sin ua(x))
e

1(z
= ul(2) uy () giuz(z) 4 iug(z))e“1<z)ei“2(z)
= (W (@) + iuh())em i)

= (z)e*™®. 0
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