Méthodes 1

CHAPITRE o .
Oscillations amorties

12

On a présenté au chapitre 9 le modele de 1’oscillateur harmonique, qui décrit 1’évolution de
certains systemes physiques conservatifs. En pratique quand un systeme oscille il existe
toujours des sources de dissipation qui provoquent un amortissement. Dans ce chapitre on
cherche a décrire en termes mathématiques I’effet d’un amortissement linéaire sur I’évolution
d’un oscillateur. On traite de systémes mécaniques ({masse + ressort} avec frottements) ou
électroniques (circuit RLC série). Un certain nombre de méthodes utiles ont déja été présen-
tées dans les chapitres 6 et 9, notamment concernant les conditions initiales et la maniere de
résoudre une équation différentielle linéaire, on ne reviendra pas dessus. Revoyez rapidement
ces chapitres si nécessaire.

1 Equation canonique d’un oscillateur amorti

1.1 Dissipation linéaire
Dans ce chapitre nous étudions deux types d’amortissement :

e En électronique la dissipation est produite par effet Joule dans un/plusieurs résistors.
On parle d’amortissement linéaire car un résistor est un dipdle linéaire (rappel : d’apres
la loi d’Ohm : u = £Ri donc la caractéristique statique est une droite).

¢ En mécanique la dissipation est produite par frottement visqueux, qu’on modélise par
I’effet d’une force proportionnelle a la vitesse : f = —aV (force de frottement linéaire).

L’évolution d’un oscillateur, amorti par un effet dissipatif linéaire, est caractérisée par une
équation différentielle linéaire, dont on présente la forme canonique au paragraphe suivant.
Par la suite on parlera d’oscillateur amorti sans préciser que I’amortissement est linéaire, ce
sera toujours sous-entendu dans ce chapitre.

1.2 Equation canonique, facteur de qualité

Equation canonique d’un oscillateur amorti

L’équation d’évolution canonique d’un oscillateur amorti s’écrit sous la forme :

avec b une fonction quelconque du temps, @y la pulsation propre (comme dans
I’équation de I’'OH) et Q le facteur de qualité (sans dimension).
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Remarque : L’équation de I’oscillateur amorti ressemble a celle de 1’oscillateur harmonique,
avec un terme supplémentaire : 2 %. I1 traduit en termes mathématiques 1’effet de la dissipa-
tion sur I’équation d’évolution de 1I’oscillateur. Le facteur de qualité apparait au dénominateur

donc plus Q est élevé et plus I’amortissement est faible (et vice-versa).

1.3 Facteur de qualité et régime d’amortissement
1.3.1 Polynome caractéristique

On associe a 1’équation canonique de I’oscillateur amorti le polynome caractéristique suiv-
ant : r > r2 4 %r + (ug L’évolution de I’oscillateur amorti dépend de la nature des racines
du polynéme caractéristique, autrement dit de la valeur du discriminant A de 1’équation du
deuxieme degré :
4 @r + wg =0
0

Il existe trois régimes d’amortissement différents, suivant la valeur de A (ou, ce qui revient au
méme, de Q). On les présente dans le tableau ci-dessous :

Régime Apériodique Critique Pseudopériodique
Discriminant A>0 A=0 A<O
Facteur de qualité o< ! 0 ! o> 1
u uali - = —
d 2 2 2

Racines du pol. . . . . 2 racines complexes
2 racines réelles 1 racine double réelle . .
carac. conjuguées

Amortissement Fort Cas limite Faible

1.3.2  Amortissement fort (Q < 1) : régime apériodique
Solution gérérale en régime apériodique

s N o d d
On s’intéresse a la solution générale de I’équation : dT;) + % Ey + a)gy =b.
Dans ce chapitre on traite uniquement le cas ou b est une fonction constante. On note
par la suite b(r) = by Vt > 0 (I’évolution commence généralement a r = 0). La solution

générale en régime apériodique s’écrit :

y(t) =Ae" +Be' +y,

avec A et B deux constantes d’intégration, r| et r, les deux racines réelles du polynome
caractéristique et y, la solution particuliere qui est la solution de I’équation sans
dérivée (wdy, = by).
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On peut montrer que les racines r| et r» sont toujours strictement négatives donc la solution
converge vers y,. En régime apériodique le systeme évolue sans osciller (voir exemples ci-
dessous avec y, = 0 puis y, # 0).

(1) ()
[} [}
i i
i i
i Ypl---------=== ;
i i
i i
i i
i i
i i
i i
i i
0 : t 0 ! t
Régime Régime Régime Régime
transitoire permanent transitoire permanent

L’évolution se divise en deux phases, un régime transitoire pendant lequel y(z) est variable,
suivi d’un régime permanent stationnaire ou y ~ y, ne varie plus.

On peut écrire la solution sous la forme : y(r) = Ae™"/® + Be™"/% +y, avec 7 = —1/ry et
T) = —1/rp sont les temps caractéristiques de décroissance des exponentielles. On considére
que le régime transitoire est terminé quand les deux exponentielles sont proches de zéro. Ainsi
I’exponentielle qui décroit le plus lentement (celle qui a le temps caractéristique le plus élevé)
impose la durée du régime transitoire. La durée du régime transitoire est de I’ordre de 5T avec
T =max(7, T2).

1.3.3 Amortissement faible (Q > %) : régime pseudopériodique

Solution gérérale en régime pseudopériodique

La solution générale en régime pseudopériodique s’écrit :

y(1) = eReU [Acos(Im(r)r) + Bsin(Im(r)t)] +y,

avec A et B deux constantes d’intégration et r la racine du polyndme caractéristique
de partie imaginaire positive. Re(r) et Im(r) désignent respectivement la partie réelle
et la partie imaginaire de r.

Remarque : En utilisant les parametres canoniques @y et Q il est possible de montrer que :

]
% |

Re(r):—ﬁ et Im(l"):ah —er

La partie réelle est toujours strictement négative donc la solution converge vers y,,.
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Pseudopulsation, pseudopériode, durée du régime transitoire

On peut écrire la solution sous la forme : y(t) = e /% [Acos(wt) + Bsin(@t)] +yp.
On appelle pseudopulsation @ la pulsation de la partie sinusoidale de la solution, et
pseudopériode la période associée :

La durée du régime transitoire est de 1’ordre de 57, avec :

1 _20

"7 TRe() T w

En régime pseudopériodique le systeme effectue des oscillations amorties exponentielle-
ment. On retient que plus le facteur de qualité est élevé et plus le nombre d’oscillations
pendant le régime transitoire est élevé (voir exemples ci-dessous avec Q = 0,8 et y, # 0 d’un
coté, O =5 et y, = 0 de 'autre).

y(t) (1) enveloppe
exponentielle
Ypl|---7---%
O v \;{\; = = t

0=038 L
s 0=5

>

0 t T

Pour tracer rapidement I’allure d’un graphe en régime pseudopériodique on retient ce
critere simple : le nombre d’oscillations “visibles” (amorties 2 moins de 95%) est env-
iron égal au facteur de qualité.

1.3.4 Cas limite (Q = %) : régime critique

Solution gérérale en régime critique

La solution générale en régime critique s’écrit :

[5(1) = (41 + B)e" +,

avec A et B deux constantes d’intégration et r la racine double du polynéme carac-
téristique.
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L’évolution en régime critique est semblable au régime apériodique, le systeme évolue sans
osciller (voir exemples ci-dessous avec y, = 0, puis y, # 0).

(1) y(t)

Ypl-------==
0 t 0 t
. L - , 1
La durée du régime transitoire est de ’ordre de 57, avec : T= ——.
r

Le régime critique a une propriété particuliere : a @y fixée, le temps caractéristique 7 est
minimal lorsque Q = 1/2.

A @y fixée le temps de retour a I’équilibre est minimal en régime critique.

1.3.5 Cas particulier : amortissement tres faible (Q > 1)

L’amortissement tres faible est un cas particulier dans le domaine du régime pseudopéri-
odique. Le systeme effectue un trés grand nombre d’oscillations avant d’atteindre le régime
permanent (voir exemple ci-dessous).

SO HHH“HHMm“m““.'“‘lull..w
- “’HMH“HHMHI”HWHH'HHHIH\ i

v

On retient que dans ce domaine le systeme oscille quasiment a la pulsation propre : | @ ~ @y |,

4Q2<<1
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2 Oscillateur amorti électronique

Exemple

Dans le circuit RLC série ci-contre
le
déchargé. Le générateur impose une
tension E continue. A D’instant = 0
on ferme I’interrupteur K. On donne
R=100Q,L=4,5mH et C = 50nF.

n A W N

condensateur est initialement

. Déterminer I’équation différentielle vérifiée par la tension u(z) aux bornes du con-

densateur. Exprimer la pulsation propre @y et du facteur de qualité Q en fonction
deR, LetC.
Quel est le régime d’amortissement ?

. Déterminer u(r) a tout instant ¢ > 0.
. Tracer le graphe de u(t).
. Déterminer numériquement un ordre de grandeur de la durée du régime transitoire.

. Les valeurs de L et C étant fixées, déterminer pour quelle valeur de R on se trouve

en régime critique.

» Identifier les parametres canoniques d’un oscillateur amorti

R . L

1. On représente et on annote le schéma du cir-
cuit pour ¢ > 0, lorsque I’interrupteur est dans
la position 1. On applique la loi des mailles : E T

E=u+ugr+ug
o du i du o
avec ug = Ri = RCE etu; = La = LC@' On obtient :
£ +RCdu+LCd2M d2u+RduJr u E
=Uu —_ —_— = | — _ - =
dr dr? d? Ldt LC LC

On identifie les parametres canoniques :

1
2
0y = —
LC 1 Loy 1 [L
= = — t =—=—4/==3
@ R wo\/LCeQRRC
0 L
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L application numérique permet de reconnaitre que Q > 1/2 : on est en régime pseudopéri-
odique.

» Déterminer les conditions initiales

2. Avant de résoudre 1’équation différentielle nous avons besoin de connaitre les deux condi-
tions initiales vérifiées par u(¢), a savoir les valeurs u(0") et % (0T). Initialement le condensa-
teur est déchargé donc u(0~) = 0 et Iinterrupteur est ouvert donc i(0~) = 0. Le condensateur
impose la continuité de u et la bobine celle de i. Par conséquent : u(07) = u(07) =0 et
i(07)=i(07)=0.

Or, d’apres la loi du condensateur : i(0") = C% (0™). On conclut que :

du L0 i(01)

M(O+):0 et dt( +):T

=0

» Résoudre I’équation de I’oscillateur amorti
Etape 1 : solution particuliére

On commence par déterminer la solution particuliére u,, en résolvant I’équation sans dérivée :

Etape 2 : solution générale
On cherche les racines du polyndme caractéristique, c’est-a-dire les solutions de 1’équation :

2
P+ %r + a)g = 0. Le discriminant vaut : A = % — 4(1)3. 11 est strictement négatif puisque
I’on a montré que I’on est en régime pseudopériodique. On écrit les deux racines complexes

conjuguées :
w . [—A oy | . 1
=——+j\/—=——= 1-—
TN T T

On pose ® = @y, /1 — ﬁ pour la suite des calculs. La solution générale de 1’équation dif-

férentielle s’écrit :
— @t .
u(t)=e 20" [Acos(wt) + Bsin(wt)] +E
Etape 3 : conditions initiales et constantes d’intégration

On détermine les valeurs de A et B respectant les deux conditions initiales :

u(0")=0=A+E

Wy E
du o & A=-E e B=-—A=-—
0 =0=—-2A+ 0B 200 402 —1
dz( ) 20 +o 0
On conclut :
o, 1 ,
u(t)=E |1—e 22" | cos(wt) + ———sin(wr)
N
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Remarque : En physique on écrit souvent le nombre imaginaire j et non i pour éviter toute
confusion avec une éventuelle intensité. Par ailleurs le conjugué d’un nombre complexe z est
noté z* et non z, comme en mathématique. La raison sera précisée au chapitre suivant sur les
oscillations forcées.

» Tracer rapidement I’allure d’un graphe

3. Inutile de réaliser une étude de fonction détaillée pour tracer 1’allure du graphe. Quelques
informations suffisent pour obtenir une allure correcte :

¢ On connait la valeur en # = 0" : 4(07) = 0.

* On connait la dérivée en t = 0" : 9(0%) = 0. Il y a une tangente horizontale a
I’origine.

* La tension u(r) tend vers I’asymptote u, = E (régime permanent).

¢ On est en régime pseudopériodique donc il y a des oscillations amorties exponentielle-
ment. La valeur de Q indique le nombre d’oscillations “visibles”, environ 3.

Ces informations nous permettent de tracer 1’allure suivante :

u(t)

0 t
» Déterminer un ordre de grandeur de la durée du régime transitoire

_® L , ) ) Y.
4. Le terme e 22" traduit 1’effet de I’amortissement. Cette exponentielle peut s’écrire sous la
forme : e~"/7 avec T = % On évalue la durée du régime transitoire :

10
Atpans ~ 57 = 22 _ ) 45ms
@

5. Le régime critique correspond 2 Q = 1/2. On calcule la résistance correspondante :

1 1 /L |L
Q 5= R C{:) o 600
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Application 1

Un circuit RLC série est initialement tel
que le condensateur est chargé sous une
tension E. A la date 1 = 0 on ferme
I’interrupteur K (voir figure ci-contre).

1. Etablir I’équation différentielle vérifiée par la tension u(¢) aux bornes du condensa-
teur.

2. On pose RC = % = 7. Montrer que I’équation différentielle peut s’écrire unique-
ment en fonction du parametre 7.

Calculer u(r) en fonction de E, 7 et du temps 7. Tracer I’allure de son graphe.

3. Mémes questions dans le cas ou % = % = T.
4. Mémes questions dans le cas ou % = % =T,

3 Oscillateur amorti mécanique

La différence entre un oscillateur amorti électronique ou mécanique tient essentiellement a la
fagon d’établir I’équation différentielle : avec les lois de 1’€lectricité dans le premier cas, avec
un théoreme mécanique (le PFD généralement) dans le second. On a vu au chapitre 9 com-
ment établir I’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique mécanique. Désormais on
ajoute I’effet d’une force de frottement visqueux linéaire : f =—aV.

Application 2

On étudie le comportement d’un oscillateur mécanique faiblement amorti tres utilisé
en musique : le diapason.

Figure 1 — Gauche : diapason de musicien. Droite : diapason (avec son marteau) muni d’'une
caisse de résonance pour améliorer I'émission sonore, utilisé dans I'enseignement
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Les branches du diapason sont décrites comme un oscillateur masse-ressort oscillant
selon un axe horizontal, amorti par frottement fluide linéaire en vitesse.

(kL)
Y- e—
4 —>

0

Figure 2 — Modélisation des branches du diapason par un oscillateur masse-ressort horizontal.
La coordonnée z repére la position de la masselotte sur I'horizontale

On note m la masse de la masselotte, k la constante de raideur du ressort équivalent, £
sa longueur a vide et £(¢) sa longueur a I’instant ¢ (voir figure 2). De plus on suppose
que la masselotte est soumise a une force f = —aiv avec @ > 0.

1. Quel phénomene physique peut expliquer que I’énergie mécanique du diapason
diminue au cours du temps lorsqu’il oscille ? La force f modélise de fagcon simpli-
fiée ce phénomene dissipatif.

A I’instant r = 0, on percute 1'une des branches du diapason, ce qui provoque la mise
en mouvement de chaque branche. On suppose le choc instantané, c’est-a-dire que les
branches pseudo-oscillent librement pour ¢ > 0. Une note est alors émise.

2. On note z(¢) = £(t) — £y la position de la masselotte. Etablir I’équation différentielle
dont z(¢) est solution pour z > 0.

3. Exprimer la fréquence propre fj et le facteur de qualité Q de ce systeme en fonction
de k, met o.

4. Sachant que I’on obtient des pseudo-oscillations, établir I’expression de z(¢) en
fonction de k, m, & et de constantes d’intégration que I’on ne cherchera pas a déter-
miner.

La masse de certains diapasons, utilisés par les musiciens, de fréquence propre voisine
de 500 Hz vaut 30 g. Pour un diapason sans caisse de résonance, 1’émission sonore
est détectable a I’oreille pendant environ une trentaine de secondes.

5. Proposer une estimation grossiere de la constante de raideur du ressort équivalent
et du facteur de qualité.



