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CHAPITRE
Forces centrales

19

Isaac Newton publia en 1687 I’un des textes scientifiques les plus importants de I’ histoire : les
“Principes mathématiques de la philosophie naturelle”. 11 y énonce les lois du mouvement
ainsi que la loi de la gravitation, puis il démontre en s’appuyant sur le raisonnement mathéma-
tique, que celles-ci permettent d’interpréter aussi bien la chute des corps que les observations
astronomiques. L’un des succes les plus éclatants de la théorie de Newton fut la découverte
de Neptune en 1846, dont la position fut prédite mathématiquement avant d’étre effective-
ment observée a I’endroit attendu (on doit le calcul au frangais Urbain le Verrier, selon qui la
présence de cette planete inconnue pouvait expliquer des anomalies dans I’orbite d’Uranus).
L’ceuvre de Newton constitua le fondement de toute la mécanique jusqu’au début du XXme
siecle et reste encore aujourd’hui la théorie de référence dans la plupart des domaines.

Dans ce chapitre on montre comment appliquer les lois de la mécanique (PFD, TMC, TEM)
pour étudier le mouvement des corps dans des champs de force centrale conservatifs. On
traite ensuite essentiellement le cas particulier de la gravitation.

1 Propriétés générales du mouvement d’un point matériel
dans un champ de force centrale conservatif

1.1 Champ de force centrale conservatif
1.1.1 Définition

Champ de force centrale conservatif

On considere un systeme (S) susceptible d’exercer M i,
une force F(7) sur un objet ponctuel situé dans son /
voisinage. On dit que cette force est centrale s’il ex-

iste un point O tel que I’expression générale de la F

(S)
force, dans un repere sphérique de centre O, est du .
type :

Le point O s’appelle alors le centre de force. Dit autrement, une force est centrale si
elle est radiale et que son intensité dépend uniquement de la distance r par rapport
au centre de force (elle est indépendante de la direction autour de O).

- —
Si, en plus de cela, la force dérive d’une énergie potentielle (F = —gradE,,) alors le
champ de force centrale est dit conservatif.
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1.1.2 Interaction gravitationnelle

Force gravitationnelle entre deux masses ponctuelles

La force gravitationnelle exercée par une masse m "
ponctuelle m; sur une autre masse ponctuelle mp M
s’écrit : ”/,’ _
- mipmy _, Pid Flaz
Fi,=-G 5 Ur my .
I 0 p-

avec G = 6,67 - 101 S1 la constante gravitationnelle. C’est une force centrale, dont
I'intensité varie en 1/ r2. Elle est toujours attractive (suivant —ii,.).

1.1.3 Interaction coulombienne

Force coulombienne entre deux charges ponctuelles

La force électrostatique (également appelée force g i,
coulombienne) exercée par une charge ponctuelle g;
sur une autre charge ponctuelle g, s’écrit : - M
1 qiq S
= 192 q1 .°
Fly,=— i .
2T amey 2 Ose

avec €& = 8,85-10"'"2F-m™! une constante fondamentale appelée permittivité du
vide. C’est une force centrale, dont I’intensité varie elle aussi en 1/ r2. Elle est at-
tractive si les charges sont de signes opposés et répulsive si les charges sont de méme
signe.

Remarque : Les forces gravitationnelle et coulombienne ont une forme mathématique sem-
blable (force centrale en 1/7%). On les range dans la catégorie des forces newtoniennes,
c’est-a-dire du type :

. k —Gmimy (force gravitationnelle)

F(F) = r—zﬁr avec k= q19>

f lombi
ae, (force coulombienne)

Remarque : Il existe d’autres forces centrales. Par exemple la force exercée par un ressort
(raideur k, longueur 2 vide £p) fixé en O, sur son autre extrémité, vaut F' = —k(r — £y)ii,.

1.1.4 Energie potentielle associée a une interaction newtonienne

En admettant qu’en coordonnées sphériques le gradient d’énergie potentielle associé a une
Py dEj - . .
force centrale s’écrit grad £, = —3> iy, on montre rapidement qu’une force newtonienne est

conservative et que son énergie potentielle s’écrit sous la forme : E, = % + cste (on choisit
généralement la constante d’intégration égale a zéro).
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Energie potentielle gravitationnelle Energie potentielle coulombienne
Gmymy E — q192
Ep=—-——"— P~ dmeyr

1.2 Propriétés générales du mouvement

On énonce dans un premier temps les propriétés générales a connaitre. On détaillera les
démonstrations en s’ appuyant sur un exercice d’application directe.

Propriété 1 : Conservation du moment cinétique

Soit M un point matériel en mouvement dans un champ de force centrale, de centre
O. Le moment cinétique Lo (M) se conserve au cours du mouvement.

Propriété 2 : Planéité du mouvement

La trajectoire de M est plane, dans le plan qui contient
le centre de force et est orthogonal & Lo(M). Par la
suite on utilisera un repere cylindrique dont 1’origine
est au centre de force. La trajectoire de M est repérée
en coordonnées polaires (r, 0).

Propriété 3 : Lois des aires

Enoncé géométrique : Le vecteur OM balaye des aires égales pendant des durées
égales (voir figure ci-dessous).

o .

i
-7, \,52%2
- I

At = Aty <= o) = abh

Aty

Enoncé mathématique : Les coordonnées polaires du point M vérifient 1’intégrale

premiere du mouvement :
C=r*0 =Cste

. . . , . . —
La quantité C est appelée constante des aires. L’ aire balayée par le vecteur OM pen-
dant un intervalle de temps At vaut : & = %At.
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Propriété 4 : Energie potentielle effective

Si le champ de force est conservatif alors on peut lui associer une énergie potentielle
E,(r) et I’énergie mécanique E est constante. Cela permet d’écrire une autre inté-
grale premiere du mouvement, sous la forme suivante :

1
E= Emi"2 +E, () avec Epes(r) = 52 +E,(r)

La fonction E, t(r) est appelée énergie potentielle effective du point matériel M. On
peut s’appuyer sur son graphe pour déterminer les valeurs permises ou bien interdites
pour le rayon r, selon la valeur de I’énergie mécanique E.

2 Nature de la trajectoire dans un champ gravitationnel

2.1 Position du probleme, référentiel d’étude

Dans cette partie on s’intéresse spécifiquement au cas de 1’interaction gravitationnelle entre
un objet ponctuel S de masse m et un astre beaucoup plus massif : M > m. On admet que
cette hypothese nous permet de considérer, en premiere approximation, que le référentiel lié
a Dastre attracteur est galiléen. Dans la majorité des exemples d’application que 1’on traitera,
I’objet est en orbite autour de la Terre ou bien du soleil.

Référentiel héliocentrique, référentiel géocentrique

Le référentiel héliocentrique est 1ié a un triedre fictif dont I’origine est située au cen-
tre de masse du soleil et dont les trois axes sont dirigés vers des étoiles lointaines
(c’est-a-dire dans des directions que 1’on peut supposer fixes du point de vue d’un
observateur situé a I’intérieur du systéme solaire). Le référentiel héliocentrique est
adapté a I’étude des orbites autour du soleil (planete, astéroide, comete).

Le référentiel géocentrique est 1ié a un triedre fictif dont I’origine est située au centre
de masse de la Terre et dont les axes sont paralleles a ceux du référentiel héliocen-
trique. Le référentiel géocentrique est adapté a 1’étude des orbites autour de la Terre
(satellite artificiel par exemple).

Remarque : Lorsque 1’on veut étudier I’interaction gravitationnelle entre deux masses com-
parables (par exemple une étoile double), on se place généralement dans le référentiel lié¢ au
centre de masse des deux corps (appelé référentiel barycentrique).

Remarque : Si I’on souhaite étudier le déplacement du soleil sous I’effet de I’influence grav-
itationnelle des différentes planetes du systeme solaire (essentiellement Jupiter qui est la
planete la plus massive), on peut se placer dans le référentiel de Copernic, 1ié a un triedre
fictif dont I’origine est située au centre de masse du systeéme solaire et dont les axes sont
paralleles a ceux du référentiel héliocentrique.
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2.2 Différentes trajectoires possibles
2.2.1 Equation polaire de la trajectoire, excentricité

On admet que la trajectoire d’un corps dans un champ gravitationnel est une courbe dite
conique dont le centre de force est I’un des foyers, d’équation polaire :

p
0)= ——
r(6) 14+ ecos@

avec p le parametre de la conique et e son excentricité. La définition du foyer d’une conique
n’est pas a connaitre. L’allure de la conique dépend de la valeur de I’excentricité.

e > 1 : hyperbole e =1 : parabole

0<e<1: ellipse e=0: cercle

Plus I’excentricité est proche de zéro et plus I’ orbite ressemble 2 un cercle. A I’inverse plus
I’excentricité s’approche de 1'unité (par valeurs inférieures) et plus ’ellipse s’allonge. A titre
d’exemple :

e [Jorbite terrestre autour du soleil a une excentricité e = 0,017 ; elle est proche d’un
cercle. Son périhélie est situé a 0,983 UA du soleil et son aphélie a 1,017 UA (UA est
l'unité astronomique : 1 UA = 149 597 870 700m exactement).

e 'orbite de la comete de Haley (dont la période de révolution autour du soleil est de
76 ans) a une excentricité e = 0,97 ; elle est trés allongée. Son périhélie est situé a
0,59 UA du soleil et son aphélie a 35,3 UA.
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2.2.2 Cas particulier de la trajectoire elliptique

Péricentre, apocentre

Le péricentre P est le point de I’ellipse le plus proche vP
du centre de force. L’apocentre A est le plus éloigné.

A P
Dans le cas particulier d’une orbite solaire on parle - -¢ Q- -
de périhélie / aphélie et pour une orbite terrestre, de
périgée / apogée. VA

Le péricentre et I’apocentre sont les deux seuls points de I’orbite pour lesquels la vitesse
est orthoradiale. En effet en ces points r est minimal ou maximal donc 7 = 0 et V = rBiig.
La loi des aires permet alors d’écrire une relation simple entre les rayons et les vitesses en

AetP: [Fain = reve]

Demi-grand axe

La distance entre le péricentre et 1’apocentre
s’appelle le grand axe de I'ellipse. La demi-longueur 4
du grand-axe, notée a, s’appelle le demi-grand axe

de I’ellipse. Par définition on a donc : .

2.3 Etude énergétique, état lié et état diffus

On trace sur la figure ci-contre le graphe d’énergie po-
tentielle effective dans le cas de I'interaction gravita- F >0 -
tionnelle. Elle diverge lorsque r — 0 (a cause du terme

E=0
’ZTC;), ce qui signifie qu’il y a une barriere de potentiel 0
de hauteur infinie en » = 0. On conclut que ’objeten £ <0 -

orbite ne peut jamais atteindre le centre de force. Eppin -

Etat lié, état diffus

Il y a également une barriere de potentiel pour » — +oo, mais elle est de hauteur finie
donc franchissable si 1’énergie mécanique est suffisante :

e e corps peut s’éloigner a I’infini du centre de force si E > 0. On dit alors qu’il
est dans un état diffus (ou état de diffusion).

® Le rayon est borné si E < 0, ce qui signifie que le corps demeure indéfiniment
au voisinage du centre de force. On dit alors qu’il est dans un état lié.
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Ainsi, la nature de la trajectoire dépend de la valeur de 1’énergie mécanique. On a mis en
évidence, sur le graphe d’énergie potentielle effective, quatre cas de figure différents, qui
correspondent aux quatre types de trajectoires possibles.

Energie E>0 E=0 Enin <E <0 E = Enin
Trajectoire Hyperbole Parabole Ellipse Cercle
Etat Diffus Diffus Lié Lié

2.4 Vitesse de libération

On a vu qu’un corps qui possede une énergie mécanique suffisante peut se libérer du champ
d’attraction gravitationnelle d’un astre (c’est-a-dire s’en éloigner a I’infini). I faut pour cela
qu’il se trouve dans un état diffus.

Vitesse de libération d’un astre

On appelle vitesse de libération d’un astre la vitesse minimale avec laquelle il faut
propulser un corps depuis la surface de cet astre pour qu’il puisse s’en éloigner défini-
tivement. Dans le cas d’un astre sphérique de rayon R et de masse M, la condition
E > 0 permet d’obtenir une expression simple de cette vitesse de libération :

2GM
Viib =17\ =

R

2.5 Application

Exemple

La sonde Juno, lancée en 2011 depuis la Terre, est prévue pour rester en orbite autour
de Jupiter jusqu’en 2025. Elle a comme mission principale de collecter des données
permettant de reconstituer 1’histoire de la formation de la planete géante et son évo-
lution. La sonde devait, en tout, effectuer 36 révolutions completes autour de Jupiter
et achever sa mission en février 2018 mais un probleme de moteur a contraint les
ingénieurs a la laisser sur une orbite elliptique de 53 jours et a rallonger la mission.

On assimile la sonde Juno a un point matériel P de masse m soumis uniquement a
la force d’interaction gravitationnelle exercée par Jupiter de masse M;. On effectue
I’étude dans le référentiel jupiterocentrique supposé galiléen et la sonde est repérée

par le vecteur position 7 = OP ou O est le centre de Jupiter.

1. On suppose que le référentiel héliocentrique est galiléen. Justifier alors
I’approximation galiléenne du référentiel jupiterocentrique sachant qu’une année
jovienne est environ égale a douze années terrestre.
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2. En appliquant le théoreme du moment cinétique dans le référentiel jupiterocen-
trique, montrer que le moment cinétique Lo = 7 A mV est constant. Conclure que
le mouvement de la sonde est plan. Définir ce plan.

Il est donc plus judicieux de travailler en coordonnées
cylindriques plutét qu’en coordonnées sphériques. y i
De plus, on choisit O comme étant I’origine du sys-

teme de coordonnées cylindriques. Ce systeme de co- \/p'
ordonnées est illustré sur la figure 1. Le vecteur uni- p
taire i est choisi colinéaire et de méme sens que Lo. ro.

3. Déterminer les expressions du vecteur position 7 et e ,,"\ 0
du vecteur vitesse v dans la base polaire (i, ig ). _<.[/' X
= S 7 0
4. On définit le vecteur C par C = —¢. En expri-

I/

Figure 1 — Paramétrage

mant C dans la base cylindrique orthonormée di- .
cylindrique

recte (ii,,ig,li;), montrer que rz% est une con-
stante du mouvement que 1’on exprimera en fonc-

tionde C = é-ﬁz.

5. Déterminer 1’énergie mécanique de la sonde et montrer qu’elle se met sous la
forme :

C2
_m GmMJ .
2r2 r

1
— Emiz + Uei(r) avec Ue(r)
Justifier que &), se conserve.

6. Tracer I’allure de U.(r) et discuter les trajectoires possibles de la sonde en fonc-
tion de &,. On distinguera en particulier les états qualifiés de liés de ceux dits de
diffusion.

Une des prouesses technologiques du siecle dernier a été de pouvoir s’échapper de la
surface de la Terre afin d’envoyer hommes, satellites et instruments de mesure hors
de I’atmosphere.

Pour libérer un objet M de masse m de I’attraction gravitationnelle terrestre, on com-
prend qu’il est nécessaire de le " lancer " vers 1’espace avec une vitesse suffisamment
importante. La vitesse de libération de la Terre vy est précisément la vitesse mini-
male, évaluée dans le référentiel géocentrique supposé galiléen, avec laquelle on doit
lancer I’ objet pour qu’il " s’échappe ".

7. Déterminer littéralement puis numériquement la vitesse de libération v.

Données : constante de la gravitation universelle G = 6,67- 10~ m3 - kg=!-s72,

masse de la Terre My = 6,0- 10%*kg, rayon de la Terre Ry = 6,4 - 10> km.
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» Etudier le mouvement relatif de deux référentiels

1. Le référentiel héliocentrique Zx est supposé galiléen, donc tout référentiel en transla-
tion rectiligne uniforme par rapport a %y est également galiléen (voir chapitre 8). En
pratique Jupiter a un mouvement elliptique autour du soleil, mais puisque la période de révo-
lution de Juno (53 jours) est tres faible comparée a I’année jovienne (12 ans), on peut consid-
érer qu’a cette échelle de temps le déplacement de Jupiter par rapport au soleil est quasiment
rectiligne et uniforme (elle a parcouru une tres petite portion de son orbite elliptique, voir
figure ci-dessous). On conclut que pour étudier le mouvement de Juno autour de Jupiter, on
peut faire I’approximation que le référentiel jupiterocentrique est galiléen.

i Sl 1
- 1
/, e L@ H . % J
;S
|‘ : J
\\ 1
o |
- !
1
Orbite de Jupiter Déplacement de Jupiter sur une
autour du soleil échelle de quelques dizaines de jours

» Justifier la planéité du mouvement

2. Juno est soumise uniquement a la force gravitationnelle F"g exercée par Jupiter. On applique
le théoreme du moment cinétique a la sonde, par rapport a O, dans le référentiel jupiterocen-
trique :

dr r2

drL. - M . =
Ozi//lo(Fg):rﬁr/\<—Gm ’ﬁ,) =0 = |Lo =Cste

Le moment cinétique Zo = 7 A my est constant, or a tout instant 7 = 07 est orthogonal a Zo
d’apres les propriétés du produit vectoriel. On en déduit que le mouvement de la sonde est
contenu dans le plan orthogonal a L, passant par O.

» Exprimer les vecteurs cinématiques

3. Dans la base polaire le vecteur position et le vecteur vitesse s’écrivent :
7= ri, et V = rli, +r0iig

» Démontrer la loi des aires

4. On projette C dans la base cylindrique :

— —

C =FAV = rii, A (Fii, +r0iig) = |C = r*0ii.

Le moment cinétique Lo est constant donc C aussi. On conclut que|C = C. i, = 20 = Cste |
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» Calculer une énergie potentielle effective

5. On exprime 1I’énergie cinétique de P en fonction des coordonnées polaires :
Lozl o 240
Ean = Sm|[F]|" = Sm (7 +176%)

: : Es . A N . 2 s 2 . .
La loi des aires permet d’écrire : 6 = r%, d’ou: &, = %mr2 + % L’énergie potentielle de

la sonde vaut &0 = —Gm’y’ . On exprime finalement 1’énergie mécanique :
1 mC* _mM 1
éam :éa(:in+éap0l: Emrz—i—ﬁ—GTj éam: Emi‘z—‘rUeff(r)

L’unique force F, qui s’exerce sur la sonde est conservative donc I’énergie mécanique &, est
constante.

» Décrire la nature des trajectoires possibles Uege(r)

6. On trace ci-contre 'allure de Ues(r). La tra-
jectoire de la sonde est une conique dont le centre
de force O est I'un des foyers. Pour déterminer la E,=0
nature de cette conique, on détermine quelles sont
les valeurs de rayon r permises, selon la valeur de
I’énergie mécanique &),,. Spomin -

é‘:” >0 et fer

0
(gn <0

® si &, < 0 le rayon r est borné. La sonde n’a pas I’énergie suffisante pour se libérer
de I’attraction gravitationnelle de Jupiter ; elle est dans un état li€. La trajectoire est
elliptique, sauf dans le cas particulier ou &, est minimale. Il n’y a alors qu’une seule
valeur de r permise et la trajectoire est circulaire.

® si &, > 0, le rayon r n’a pas de borne supéricure. La sonde passe a proximité de
Jupiter puis s’en éloigne définitivement ; elle est dans un état diffus. La trajectoire est
hyperbolique si &,, > 0 et parabolique dans le cas particulier &), = 0.

» Calculer une vitesse de libération

7. On travaille désormais dans le référentiel géocentrique supposé galiléen. Comme pour
I’étude du mouvement de Juno on suppose que I’objet est soumis uniquement a la force

gravitationnelle terrestre d’énergie potentielle &y = —Gm—}r’T. A I’instant o1 I’objet est lancé
depuis la surface de la Terre (r = Rr), avec une vitesse vy, I’énergie mécanique vaut :
1 mM T
Ep==mvi—G
mT o Ry

L’objet échappe au champ gravitationnel terrestre a condition d’étre dans un état diffus. La
condition vérifiée par la vitesse de lancer est la suivante :

1 M 2GM
fmZO@fmv%—Gm T20<:> Vo> vy = r
2 Rr Rt

=11,2km-s~!
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Application 1

Un astéroide A de masse m, lancé depuis le point Ay avec une vitesse initiale
Vo = Vo iy, passe au voisinage de la Terre (centre O, masse M, rayon R). On ap-
pelle parameétre d’impact (noté b) la distance entre la direction initiale de 1’astéroide
et la Terre. Le point Ay peut étre choisi arbitrairement éloigné de la Terre, de sorte

que I’on assimilera 1’énergie potentielle en Ag a sa valeur a I’infini. On pose a = (‘;}TM
0

1. Justifier que le moment cinétique Lo (A) se conserve, puis que la grandeur C = 12
est constante. Démontrer enfin que C = byy.

2. Justifier que I’énergie mécanique se conserve, puis qu’elle s’exprime sous la
forme : E = §mi* + Ep, ¢1(r), avec E, i(r) & exprimer en fonction des données.

3. Que vaut E pour cet astéroide ? En déduire la nature de la trajectoire.

4. En utilisant les résultats des questions 2 et 3, montrer que le rayon r;, du périgée
est solution de I’équation : 2 + 2ar — b*> = 0. Exprimer 1, en fonction de a et b.

5.AN.: G=6,67-10"""'S1, M =6,0-10>*kg, vo =2,0km-s~!, b =1,4-10°km.
Calculer r,. L’astéroide entre-t-il en collision avec la Terre ?

3 Etat lié dans un champ gravitationnel

3.1 Lois de Kepler

Les trois lois énoncées par Johannes Kepler entre 1609 et 1618 (s’appuyant entre autres
sur les relevés astronomiques remarquablement précis du danois Tycho Brahe), s’appliquent
aux planetes du systeme solaire. Cependant on peut les généraliser a tout objet soumis a
I’attraction gravitationnelle d’un seul autre astre, beaucoup plus massif, et qui se trouve dans
un état lié.

1% Joi : loi des orbites

Les planetes du systeme solaire décrivent des trajectoires elliptiques dont le soleil
occupe 1’un des foyers.
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2tme 14i - Joi des aires

Les planetes balayent, sur leur orbite autour du soleil, des aires égales pendant des
durées égales (voir paragraphe 1.2).

3%me Joj : loi des périodes

Le carré de la période de révolution d’une planete autour du soleil est proportionnel

. L - 2
au cube du demi-grand axe a de sa trajectoire elliptique : % = Cste.

Non seulement Newton démontra que sa théorie était compatible avec les lois de Kepler, mais
il proposa en plus I’expression de la constante de proportionnalité pour la troisieme loi :
T2 4m?
@ Gm+M)
avec m la masse de la planete et M celle du soleil. Dans le cas particulier qui nous intéresse
dans ce chapitre : m < M (et qui convient assez bien pour les planetes du systeéme solaire),
on peut faire 1’approximation suivante :

T? 4x?

@& GM

3.2 Orbite circulaire

L’orbite circulaire est la plus simple a étudier car le rayon et
la vitesse sont constants. Pour une orbite de rayon R donné,
vous devez principalement savoir calculer la vitesse, retrouver la
troisieme loi de Kepler et exprimer 1’énergie mécanique.

En résumé

e Appliquer le principe fondamental de la dynamique pour trouver 1’expression de la
vitesse orbitale ;

e Exprimer la période a partir de la vitesse et du périmetre de 1’orbite, puis retrouver
la troisieme loi de Kepler ;

e Exprimer I’énergie cinétique, 1’énergie potentielle et en déduire 1’énergie mé-
canique.
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Exemple

On étudie le mouvement d’un satellite artificiel S de masse m, en orbite circulaire
de rayon R autour de la Terre (centre O, masse M7, rayon Rr). On se place dans le
référentiel géocentrique supposé galiléen.

1. Déterminer la vitesse v puis la période orbitale 7 du satellite. Retrouver la
troisieme loi de Kepler. AN : Les satellites de navigation GPS se trouvent sur
une orbite d’altitude # = 20 200km. Calculer vet 7.

2. Un satellite géostationnaire est fixe dans le référentiel terrestre. Justifier que
I’orbite géostationnaire est nécessairement contenue dans le plan de I’équateur,
puis déterminer I’altitude de cette orbite.

3. Exprimer I’énergie mécanique du satellite et commenter son signe.

4. Déterminer littéralement et numériquement la vitesse de satellisation vy, c’est-a-
dire la vitesse minimale avec laquelle il faut lancer un objet depuis la surface de la
Terre pour le placer sur une orbite circulaire.

L’envoi d’un satellite en orbite nécessite une grande quantité d’énergie, donc de car-
burant. On peut toutefois exploiter I’entrainement lié au mouvement de rotation de la
Terre sur elle-méme pour réduire le colit énergétique d’un lancer.

5. En quels lieux de la surface la vitesse d’entrainement due a la rotation de la Terre
est-elle maximale ? Calculer la vitesse d’entrainement maximale v,, et comparer
a vg. Commenter.

Donnée : G =6,67-10"""m3 . kg=!-s72, My = 6,0-10**kg, Ry = 6,4 - 10’ km,
durée du jour sidéral : Tgq = 86 164s.

» Mettre en ceuvre le PFD pour déterminer une vitesse orbitale

1. On représente schématiquement la situation dans le référentiel
géocentrique. On note Fg la force gravitationnelle exercée par
la Terre sur le satellite. On mene 1’étude dans la base polaire
(iy,4g). On applique le principe fondamental de la dynamique
au satellite :

ma: g:—iur

. . s 212 . s 2 L AD — N — 72 —
Pour un mouvement circulaire I’accélération s’écrit @ = —RO2i, + ROiiy = — Ry + Gl
avec v = RO la vitesse. On projette le PFD sur i, :

mv> GmM;

GM;
k=7 TV
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» Retrouver la troisieme loi de Kepler pour une orbite circulaire

Pendant la durée T d’une révolution le satellite parcourt a la vitesse constante v une distance
égale au périmetre de 1’orbite 27R.

T—Zm—27r R3 T2_ 472
Ty GM; R3  GM;

Le rayon de 1’orbite d’un satellite GPS vaut R = h+ Ry = 2,66-10*km. On trouve alors
v 3.9km-s ! et [T = 11h58min]

» Déterminer les propriétés de I’orbite géostationnaire

2. Dans le référentiel géocentrique, la Terre est en rotation D)
uniforme autour de 1’axe des poles, avec une période égale
par définition au jour sidéral. Pour qu’un point soit fixe par
rapport a la Terre, il doit nécessairement tourner autour de
I’axe des pdles a la méme vitesse angulaire que la Terre.

Par conséquent le mouvement doit &tre un cercle centré sur
I’axe des poles, avec une période orbitale exactement égale
au jour sidéral (on montre deux exemples sur la figure ci-
contre). '

Cependant, par conservation du moment cinétique Lo, une orbite terrestre s’effectue néces-
sairement dans un plan qui contient le centre de force O (voir démonstration dans le para-
graphe 2.5). On conclut que I’orbite géostationnaire se situe obligatoirement dans le plan
équatorial.

Le rayon de I’ orbite géostationnaire est celui pour lequel la période de révolution est exacte-
ment égale a Tiq. On le détermine grace a la troisieéme loi de Kepler :

2 2 2
Tia _ 4m R — GMr T
R}, GMr £ 42

géo

1
3
) =4,2-10*km

L altitude de I’orbite géostationnaire vaut : | hgeo = Reso — R = 3,6 10*km |

» Déterminer I’énergie mécanique pour une orbite circulaire

£ . s _ 1 2 _ GmMr 4 . . . __ GmMr
L’énergie cinétique vaut E. = ;mv- = 55T et I'énergie potentielle : E, = —=5T. On en

déduit 1’énergie mécanique du satellite :

E=EA+E,=—

L’énergie mécanique est strictement négative. C’est logique puisqu’une orbite circulaire cor-
respond a un état lié du satellite.
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» Déterminer la vitesse de satellisation terrestre

L’énergie mécanique associée a une orbite circulaire est une fonction croissante du rayon,
c’est-a-dire que plus le rayon est élevé et plus 1’énergie qu’il faut fournir au satellite pour
le placer sur cette orbite est importante. L’orbite qui demande le moins d’énergie possible

est donc celle qui a le plus petit rayon, c’est-a-dire une orbite rasante de rayon R ~ Rr.
GmMT

L’énergie mécanique minimale vaut Ey;, = — =5 R - Sachant que le satellite est lancé depuis
la surface de la terre (r = Ry ) avec la vitesse vy, on peut écrire :
GmMr 1 , GmMr GMr 1
Enin = — = —mv, — = | Vgt = =7,9km-s~
min 2RT ) sat RT sat RT )

» Justifier la position optimale d’une base spatiale a la surface de la Terre

4S5

5. Dans le référentiel géocentrique, un point de la surface
terrestre de latitude A est en mouvement circulaire de rayon

r = RrcosA, a la vitesse angulaire 6 = %' La vitesse
S1

d’entrainement vaut :

2}’& cosA
sid

Ve =10 =
Elle est maximale lorsque cosA = 1 <= A = 0. Pour bénéficier
au maximum de I’entrainement dii a la rotation de la Terre, il faut
lancer un satellite depuis un point du plan équatorial.

La vitesse d’entralnement maximale vaut v,, = 2776; =0,47km-s~!. Elle correspond 4 6% de
S1

Vsat, €€ N’est pas négligeable. La situation géographique d’une base spatiale a un véritable
impact sur la dépense énergétique nécessaire au lancement.

Application 2

Un atome d’hydrogene est constitué d’un noyau formé d’un unique proton (masse 71,
charge e) et d’un électron (masse m,, charge —e). On néglige toute autre interaction
que celle entre les deux charges.

1. Comparer la force gravitationnelle et la force coulombienne qui s’exercent entre
ces deux particules. Conclure.

2. Justifier que I’on peut négliger le déplacement du proton comparé a celui de
I’électron (pour cette question on se place dans le référentiel #* li€ au centre de
masse des deux particules, supposé galiléen).

On se place désormais dans le référentiel lié au proton, que 1’on suppose galiléen.
L’électron suit une orbite circulaire de rayon ry = 5,3 - 10~ m autour du proton.

3. Calculer la vitesse de 1’électron sur cette trajectoire. Peut-on considérer qu’un
modele non relativiste est pertinent pour décrire I’évolution de 1’électron ?
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4. Exprimer 1’énergie mécanique de 1’électron. Calculer 1’énergie d’ionisation
de I’atome d’hydrogene, c’est-a-dire 1’énergie minimale qu’il faut fournir a
I’électron pour qu’il s’éloigne a I’infini du proton. On donnera la valeur en
électron-volts.

5. On montre en électromagnétisme classique qu’une charge animée d’un mou-
vement périodique de fréquence f rayonne une onde électromagnétique de
méme fréquence. Calculer la fréquence de 1’onde électromagnétique associée,
en déduire la longueur d’onde correspondante. A quel domaine spectral cela
correspond-il ?

Données : m,=1,7-10"kg, m,=9,1-1073'kg, G=6,67-10"""m? - kg !.s72,
g =8,85-1002F-m !, e=1,6-10""C. Electron-volt: 1eV =1,6-10"1°7.

3.3 Orbite elliptique

Il y a deux relations essentielles a retenir pour étudier le mouvement elliptique d’un corps
de masse m autour d’un astre de masse M >> m. La premiere relie I’énergie mécanique au
demi-grand axe de la trajectoire, la seconde est la troisieme loi de Kepler.

GmM T?  4x?
et

E=— - =
2a a GM

On note qu’elles sont semblables au cas circulaire, a condition de remplacer le rayon R par
le demi-grand axe a. La troisieme loi de Kepler est admise pour les orbites elliptiques, en
revanche il est assez simple de démontrer la relation entre 1’énergie mécanique et le demi-
grand axe.

Application 3

Un objet S de masse m est en orbite autour d’un astre sphérique de centre O et de
masse M > m. On se place dans le référentiel lié a I’astre, supposé galiléen. On
étudie le mouvement dans le repére polaire (O, i, 1g). On note C = %0 la constante
des aires.

1. Montrer que les rayons r4 et rp de I’apocentre et du péricentre sont solutions
d’une équation du second degré. On utilisera un raisonnement semblable a celui
de I’application 1.

GmM

2a

2. Exprimer r4 et rp et en déduire que : £ = —

En général les exercices d’application directe sur les orbites elliptiques reposent sur les deux
relations ci-dessus, la premiere permettant de relier la taille de I’ orbite a I’énergie mécanique,
la seconde permettant de déterminer la période de révolution, une fois que 1’on connait le
demi-grand axe.
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Exemple

Un satellite artificiel de la Terre (de centre O, de
masse M) de masse m se trouve sur une orbite cir-

culaire de rayon ro = 6700km (altitude de 300 km).

1. Calculer la vitesse vy de ce satellite dans le

référentiel géocentrique.

2. Calculer le rayon rg, d’une orbite géostation-
naire ainsi que la vitesse vgs, d’un satellite sur

cette orbite.

17

On souhaite faire passer ce satellite de son orbite initiale a 1’orbite géostationnaire.
Pour cela, on le fait d’abord passer sur une orbite de transfert elliptique dont le périgée
P est a la distance rg et I’apogée A a la distance ¢, du centre de la Terre. Ces deux
changements d’orbite sont obtenus par allumage des moteurs du satellite en modifiant
sa vitesse (instantanément). Au point P, la vitesse du satellite passe de vo a vp. Au
point A, la vitesse du satellite passe de v4 a vggo.

3. Donner I’expression de I’énergie mécanique sur chacune des trois orbites.

4. Calculer la vitesse vp et en déduire la variation de vitesse nécessaire pour passer
de I’ orbite basse a I’ orbite de transfert : Avp = vp — vg.

5. Calculer la vitesse v4 et en déduire la variation de vitesse nécessaire pour passer
de I’orbite de transfert a I’orbite géostationnaire : Avg = Vggo — VA.

6. Calculer la durée T' du voyage sur I’orbite de transfert.

Données : G=6,67-10"'1SI, M = 6,0-10** kg, jour sidéral : Ty;q = 86 164s

» Etudier un mouvement circulaire

1. La vitesse du satellite sur 1’orbite basse vaut :

du paragraphe 3.2 pour les démonstrations).

Vo

,/%:7,7km.s—1
0]

» Déterminer le rayon de I’orbite géostationnaire

(voir exemple

2. La période de révolution d’un satellite géostationnaire est égale a la durée du jour sidéral
(voir paragraphe 3.2). On détermine le rayon de 1’orbite géostationnaire grace a la troisiéme

loi de Kepler :

472

1
GMT2,\ 3
Tggo = ( Md) :4,2~104km
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GM

T'géo

=3, 1km-s"!|

La vitesse du satellite sur I’orbite géostationnaire vaut : | veg, =

» Relier I’énergie mécanique au demi-grand axe d’une orbite elliptique

3. Sur les orbites circulaires les énergies mécaniques valent :

GmM
Ey=— 2 et Egéo =

GmM
2r, 2éo

D’apres la figure le grand axe de Iellipse de transfert (distance AP) vaut : 2a = rg + rgg. On
en déduit 1’énergie mécanique sur 1’orbite de transfert :

B GmM GmM
e 2a 1o+ Tego

» Exploiter la conservation de I’énergie mécanique

4. L’énergie mécanique se conserve sur I’orbite de transfert, elle a la méme valeur E; au point
P et au point A. On en déduit que :

GmM 1 GmM 1 1
Et — 7L — 7m\)%7 n <= vp = 2GM ( — > = 10,2km~s_1
70+ Tgéo 2 ro o 10+ Tgéo

La variation de vitesse au point P vaut : ’ Avp=2,5km-s"! ‘

5. On raisonne de la méme maniére au point A :

GmM 1 GmM 1 1
Et:_szmvi— n <~ vy = 2GM( —) :1,61(111'871
70+ T'géo 2 Feéo Tgéo 10+ Tgéo

La variation de vitesse au point A vaut : ’ Avg =1,5km-s~! ‘

» Mettre en ceuvre la troisieme loi de Kepler

6. Le voyage entre P et A correspond exactement a la moitié d’une révolution sur 1’ellipse
de transfert donc la durée T du voyage est égale a la moitié de la période orbitale 7, . On
détermine 7, grace a la troisieme loi de Kepler :

T 4r? (ro+reo)?
_— = = Tr =T MY T Teco)
( 10+ gé0 ) 3 GM 2GM
2
T, )3
Onconclutque: |7 =2 =nx M:Shﬁmn.
2 8GM
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Application 4

Un satellite de masse m est en orbite autour de la Terre, de masse M > m et de centre
O, sur une orbite circulaire de rayon ry.

1. Exprimer la vitesse vo, la période T et I’énergie mécanique Ey du satellite.

A un instant donné la vitesse du satellite passe brutalement de vg a v = %, sans
changement de direction.

2. Justifier que la nouvelle trajectoire est elliptique. Déterminer son demi-grand axe.
Tracer sur la méme figure I’ancienne et la nouvelle orbite.

3. Déterminer le rayon rp et la vitesse vp au péricentre.

4. On note T la nouvelle période de révolution. Calculer T'/Tp.



