Corrigé
TD calcul de primitives

Exercice 1

(218)

Dans chaque cas la détermination d’une primitive est (assez) immédiate a)

[
2t 2

b)
1
dt 1 ™
/0 i [arctant], = 1
c)
12 at . oalj2 T
L iip = [arcsint]y’~ = 6

Exercice 2

(219)
a) En linéarisant

21 2 : 2
1 2t t 2t
/ COS2t dt e / 7_'_ oS dt = [7 + Sin } =T
0 0 2 2 4 ‘o

b) On connait une primitive du logarithme ou ’on integre par parties

2
/ Int dt = [tnt — t]2 = 2In2 — 1
1

¢) On reconnait une forme ' /v/u

1y 1
/Omdt:[\/lﬂﬂozﬂ—l

Exercice 3

(221)

’
a) On reconnait une forme u €*

1
/ tel” df = ge'’ 4 "

/qmdt 5 (Int)? 4 C**

dt
tint

!
b) On reconnalt une forme u u

/7
¢) On reconnait une forme u /u

= In|Int| + O™

Exercice 4



(222)

/
Dans chaque cas on reconnait une forme u f(u) a)

/1+t3 dt = —1n\1+t3] + e

sur
]_007 _1[
ou
]—1, 4 oo[.
b)
t
dt =1+ + "
V1+t2
sur R. ¢)
/ t dt = 1arctamt2 + cte
1+t* 2
sur R.

Exercice s

(223)

a) En isolant partie réelle et imaginaire

/ dt 1/ dt / t+1
T = = - = —i [ ——=dt
w+1 1) t—1 241

puis
/ oy arctant iln(t +1)+C
b) On observe
/e costdt = Re (/e““ﬁ dt)
et 1
(1+4)t (1+4)t te
/ =7 n Ze +C
donc

/ elcostdt = (cost + sint) + ¢

/ tsinte’dt = Im ( / te(”i)tdt)
et par intégration par parties

/te(“")tdt _ i(21 ~8) i | e

¢) On observe

donc .
/tsintet dt = e5(tsint + (1 — t)cost) 4+ C*°

Exercice 6



(225)

/
a) C’est une forme v u donc

1
/ costsintdt = §sin2t + Ot

b) Cest une forme v’ /u donc

/tantdt = —In|cost| + C*

2

’ . .
¢) On se raméne 3 une forme v u? via cos’t = 1 — sin’t

1
/ cos3tdt = / cost — / costsin’t = sint — gsin3t + Cte

Exercice 7
(226)
a) Par intégration par parties

1 1 1 1
1 i 21 o - —_ 21 42 te
/t ntdt 2t nt / Qtdt 2t nt 4t +C

b)Par intégration par parties

/t tantdt 1t2 tant 1/ t*dt
arctan — —{ arctant — — S E——
2 2/ 1+4¢2

t2

puis en écrivant on obtient

R
2 +1 1+ ¢

/tarctant dt = = ((#* + arctant — t) + C'

N | =

¢) En écrivant sin®t = 1 — cos?t
/ tsin®tdt = / tsintdt — / tsintcos>tdt

/ tsintdt = sint — tcost + C*¢

D’une part

D’autre part, par intégration par parties

1 1
/ tsintcos’tdt = —gtcos?’t + 3 / cos>tdt

avec

1
/ cos>dt = / costdt — / costsin’tdt = sint — gsin?’t

Finalement ) . )
/ tsin®tdt = gsint — tcost + gtcosgt + §sin3t + Cte

Exercice g



(227)
Par intégration par parties a)

/ (2 —t+ e tdt = (2 +t+2)e t + .

b)
/ (t — 1)sintdt = sint + (1 — t)cost + C*.

/ (t + 1)chtdt = (t + 1)sht — cht + .

Exercice 9

(230)
Par intégration par parties a)

1 1 1 2t2
/ In(1+¢?)dt = [tn(1 +¢*)], — / 5 dt
0 ol+t

t2

’ . 2 l .

1
/ In(1+ %) dt =1n2 — 2[t — arctant]é =In2 -2+ g
0

b) Par intégration par parties

e 1 e 1 e en+1 1
/ t"Int dt = [——¢"nt] — / " dt = %
1 n+1 1 o n+1/)4 (n+1)

c) Par deux intégrations par parties

eﬂ'
cos(Int) dt = —[tcos(lnt)](lew —/ sin(Int) dt
1

e™

/ : sin(Int) dt = [tsin(Int)]]" — /

1 1

donc

e 1 e+ 1
/ sin(lnt) dt = —=[tcos(Int)]] = il
) 2 2

Exercice 10

(235)
a)
1 w/2
/ V1—t#2dt = / cos?udu = T
0 t=sinu 0 4
b)
1 /2 1 w/2 T
/ 21 —2dt = / sin®ucos?udu = / sin®2udu = —
0 t=sinu 0 4 0 16
<)

2Int V2 9 NG
—dt = 2lnu?du = 4[ulnu — u]Y* = 2v/2In2 — 4v/2 + 4
1V u=vi) 1



Exercice 11
(243)
a)

/e dt _ f du w
16+ t(Int)2u=tt) g1 +u? 4

c At U du 1
A T u, Y— = [2Vu+1],=2(V2-1
/1t\/Wu=1nt/0 u—+1 [ W]O ( )

b)

1 e e
dt du 1 1
= S - du = [Inu —1 ]S =1n2 -1 1 1

Exercice 12

(322)
a) .
x 1 du 1 6 ‘e
[t s ] T = gt 40
sur R. b)
dx 1 1 1 1 1 1
= =+ = dz = -1 “In|a? — 1 te
/a:(aﬂ—l) / :1:+2:z:—1+237+1 v n]x\—i—zn}:c [ +C
sur
|—o0,—1[,]-1,0[,]0, 1]
ou
J1, 4 oof.
c)
x+1 / (x—3)+3 1, 20 -1
——— _dz= [ 222 dz = _In(2® — x + 1) + V3arctan +C*°
2 _ 2
P =21 @-§*+ 2 v3
sur R. d)
L/n ! d j/ ! tan(x — 1) + C"
——————dr = | ————— = arctan(z —
2 — 2z 42 (x—1)2*+1
sur R. ¢)
x 1 [ (2zx+2)—2 1.5 '
————de == | ———5—dzr = =In(z* 4+ 22+ 2) —arctan(z + 1) + C*°
/?ﬁ+2x+2 2/(x+D2+1 2 ) e
sur R. f)
dx 1 x 1
[ — " dx=1 — 1 2 1 te
/x(w2+1) /x x2+1 z =Injz] 2n(x +)+0
sur
]_0070[
ou

10, + ool.



g)
1 1 1 xr— 2 1 1 1 2 — 1
_ = — — d :71 1_71 2 _ 1 . t te
/x3—1—1 v 3/1‘+1 7 r1 = e A1 = gha(@” —z 4 1) 4 Zrarctan——z= 4 0
sur
|—o0, —1]
ou
]-1, 4+ o0l
h)
d 1 1 1 2 1
/xﬂ;zl:31n|x_1,_Gln@uxﬂ”ﬁmm( t )me
sur
]—OO,l[
ou
1, + oo,
1)
4+ 1 1 1 1 1 1 1. |z—1
— 1 - = _ — | _ te
/a:4—1d$ /+2x—1 571 x2—|—1d$ a:+2n$+1' arctanz + C'
sur
]_007_1[7
]_171[
ou
11, 4+ ool
)
/ 1 q /1 r+1 1 zz-—-1 q
e = | = L .
t+ 2241 222 4+2x4+1 2a2—zx+1
puis
1 1. 22 +z+1 1 x+1 1 x—1
———dz=-In + arctan + arctan + Cte
/1‘4—1—952—1—1 4 22 —-24+1 23 V3 24/3 V3
sur R. k)
1 o -1/3 ~1/3 2/3
(22 +z2+1% (z—7)3 (x—j2)2 2+ w41
done 1 2 + 1 +1
T x
— ~dx = + arctan + Ot
/(x2+x+1)2 3@2+z+1) 33 V3
sur R. )
/ 1 1 2z +2 V2 +2
—dx = - €
x4+ 1 4) 22 -2 +1 22+V2x+1
donc
1 1 224+V2z+1 1 1
———dx = n + arctan \/5:1:—1 + arctan \f29:+1 —}—Cte
/:1:4+1 412 22—\ +1 22 ( ) 2/2 ( )

sur R.



Exercice 13

(323)
a)
/1 dx [ 2 . 2:0—1—1}1 T
————— = [——arctan = .
02 +z+1 V3 V3 o 3V3
b)
1 2 1
T 1 z—2+1 1 20— 1 1
dr =|-lIn—— + —arctan———| = —=-In2+ ——
/0953+1 [6 (z+1)* V3 V3 ]0 3 3V3
<)
L arctanz arctanz ! 1 dx
AT g = [ LAY -
o(x+1) z+1 7 o(@+1)(z?+1)
1 71 1 +}—x—i—1
(z+1)(z2+1) 2z+1 222+1
donc q . . )
T
=-1 1| — >In(z? 4+ 1) + = te
/($+1)($2+1) 2n]:v+ \ 411(37 + )+2arctanm+0
puis

1
t 1 1 In2
Ji e
0(z+1) 8 ' 2 4 8 4

Exercice 14

(328)
a) Sur R,
1 1 1 1 i 2
/ cos.ar;2 dr — / du2 _ / B du — In sinz + /2 e
1+ cos?z  wu=sinz) 2 —u 22 u+vV2 u—+2 2v/2  |sinz — V2
b) Sur R,
i 1 — 2
/ sm'm2 dr — /_ du _ I | 08T V2 4ot
14 sin®x  u=cosz 2—u?  2v/2 |cosz+ V2
¢) Sur
T T
Ik:]§+k:7r,§+(k—|—1)7r[,k6Z,
1
/ d:ﬁ = /1+u2du = tanz + —tan®z + C%°
COS*x u=tanx 3
d) Sur

™

Ik:]2

+k7r,g+(k+1)7r[,kez

1

/dx _/ cos(x)dx _/ dt _1/ 1 N 1 N 1 N
cosdz (1 —sin?(x)) t=sine) (1-¢2)2  4) 1t (1-¢)? 1+t

donc
+

/ dx 1. 1+sinz 1 sinz
= —In —
cosdz 4 1—sinx 2cosx

Exercice 15

(1+1)2

e

dt



(329)
Sur
I = |—m + 2km, m + 2kn|
avec k € Z,
/ dz / dt 1 " tanx/2 Lot
— = ——— = —arctan
3 + coswi=tanz/2) t2+2 /2 V2
. 1 o . o .
La fonction z — rpmp— définie et continue sur R, cherchons F primitive de celle-ci sur R. Pour tout
cosx
kez,
F est primitive sur Iy, donc il existe C}, € R tel que sur I,
1 tanz/2
F(z) = —=arctan +C
(z) 7 NG K
Par limite a droite et & gauche en 7 + 2k,
F(r+2kn) = —— +C, "_t+c
T )= —= =——
vz T Ok oz Tk

) k ,
Par suite Vk € Z,C), = o + Cp On peut resumer : 3Cy € R, Vx € R,

V2
tanx/Q
——arctan —+C’0 siz € I}
Fa)=4V2 g 2
T+ C siz=m+2km
22 ’
Ceci détermine la fonction F' a une constante prés. Inversement, étant assuré de Iexistence de F), on peut
. . - 1
affirmer que de telles fonctions sont bien primitives de x — ———.
3 + cosx

Exercice 16
(334)
a) Sur [—1, 4+ oo,

rdx 2u(u? — 1) }/ 2 3 .

— = —du= [ 2u(u—1)du =V +1 —x+C".
/1+Vx+qmﬁm/u 1+u (u=1) 3
b) Sur [0, + oo,
1- 1-—
/14_? = /2u1+Zdu:2/— u=—x+ 4y —4n(1 + V) + C*
¢) Sur
]_007 1]
ou
12, + oo,
[x—1 —2y2d 11 11 1 |y—1
/ = <h=/ 3 Y —_ + = —1ny’+cte

x—2 (y—1)"(y+1) 2y—-1 2y+1 2 |y+1

donc

rz—1 \/‘JU \/|$_2|
/1/x_2dx— VE—-1)(z—-2) - 2 \/\x—1\+\/|x—2]+c



