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Barrage poids - corrigé 

Q.1. Exprimer 𝒅𝒇ሬ⃗ (𝑸) 

𝑑𝑓(𝑄) = −𝑝(𝑧)𝑑𝑆𝑛ሬ⃗ = 𝜌௘𝑔(ℎ − 𝑧). 𝑑𝑧. 𝑑𝑦. 𝑥⃗ 

Q.2. Calculer en O, le torseur des actions mécaniques de contact exercées par l’eau sur toute la surface 
du barrage. 

{𝒯ଶ→ଵ} = ቊ
𝑅ଶ→ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑀௢,ଶ→ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ቋ

௢

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ න 𝑑𝑓(𝑄)

∀ெ∈ௌ

න 𝑑𝑀௢(𝑑𝑓(𝑄))
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

∀ெ∈ௌ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

௢

 

𝑅ଶ→ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ඵ 𝜌௘𝑔(ℎ − 𝑧). 𝑑𝑧. 𝑑𝑦. 𝑥⃗ = 𝜌௘𝑔 න(ℎ − 𝑧). 𝑑𝑧

௛

଴

න 𝑑𝑦

௅
ଶ

ି
௅
ଶ

𝑥⃗ = 𝜌௘𝑔 ቈℎ𝑧 −
𝑧ଶ

2
቉

଴

௛

[𝑦]
ି

௅
ଶ

  
௅
ଶ  𝑥⃗ = 𝜌௘𝑔

ℎଶ

2
𝐿. 𝑥⃗ 

𝑑𝑀௢(𝑑𝑓(𝑄))
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

= 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑑𝑓(𝑄) = (𝑧𝑧 + 𝑦𝑦⃗) ∧ 𝜌௘𝑔(ℎ − 𝑧). 𝑑𝑧. 𝑑𝑦. 𝑥⃗ = 𝑝(𝑧). 𝑑𝑧. 𝑑𝑦(𝑧𝑦⃗ − 𝑦𝑧) 

Avec 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑧𝑧 + 𝑦𝑦⃗ 

Soit en global : 

𝑀௢,ଶ→ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ඵ 𝑧. 𝜌௘𝑔(ℎ − 𝑧). 𝑑𝑧. 𝑑𝑦. 𝑦⃗ − ඵ 𝑦. 𝜌௘𝑔(ℎ − 𝑧). 𝑑𝑧. 𝑑𝑦. 𝑧

= 𝜌௘𝑔 න 𝑧(ℎ − 𝑧). 𝑑𝑧

௛

଴

න 𝑑𝑦

௅
ଶ

ି
௅
ଶ

𝑦⃗ − 𝜌௘𝑔 න(ℎ − 𝑧). 𝑑𝑧

௛

଴

න 𝑦𝑑𝑦

௅
ଶ

ି
௅
ଶ

𝑧

= 𝜌௘𝑔 ቈ
ℎ𝑧ଶ

2
−

𝑧ଷ

3
቉

଴

௛

[𝑦]
ି

௅
ଶ

  
௅
ଶ  𝑦⃗ − 𝜌௘𝑔 ቈℎ𝑧 −

𝑧ଶ

2
቉

଴

௛

ቈ
𝑦ଶ

2
቉

ି
௅
ଶ

  
௅
ଶ

 𝑧                                 

= 𝜌௘𝑔
ℎଷ

6
𝐿. 𝑦⃗ + 0. 𝑧 

Ce qui semble logique, les forces qui génèrent des moments suivants 𝑧 se compensent deux à deux car 
𝑂 est sur le plan de symétrie du barrage par rapport aux forces. Cette propriété n’est pas vraie pour les 
moments générés suivants 𝑦⃗ car les forces n’ont pas de plan de symétrie (𝑥⃗, 𝑦⃗), en effet les forces aug-
mentes avec la profondeur. 

Finalement : 

{𝒯ଶ→ଵ} = ቊ
𝑅ଶ→ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑀௢,ଶ→ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ቋ

௢

=

⎩
⎨

⎧𝜌௘𝑔
ℎଶ

2
𝐿. 𝑥⃗

𝜌௘𝑔
ℎଷ

6
𝐿. 𝑦⃗⎭

⎬

⎫

௢

 

Q.3. En déduire la position du centre de poussée P, tel que : 𝑴𝑷,𝟐→𝟏
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝟎ሬሬ⃗  

On cherche P avec 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑦௣𝑦⃗ + 𝑧௣𝑧 tel que 𝑴𝑷,𝟐→𝟏
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝟎ሬሬ⃗  
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𝑀௉,ଶ→ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀ை,ଶ→ଵ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑃𝑂ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑅ଶ→ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

𝑀௉,ଶ→ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀ை,ଶ→ଵ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑃𝑂ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑅ଶ→ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜌௘𝑔

ℎଷ

6
𝐿𝑦⃗ + ൫−𝑦௣𝑦⃗ − 𝑧௣𝑧൯ ∧ 𝜌௘𝑔

ℎଶ

2
𝐿. 𝑥⃗

= 𝜌௘𝑔
ℎଷ

6
𝐿𝑦⃗ + 𝜌௘𝑔𝑧௣

ℎଶ

2
𝐿(𝑦௣𝑧 − 𝑧௣𝑦⃗) 

Sur 𝑧 : 

0 = 𝜌௘𝑔𝑧௣

ℎଶ

2
𝐿𝑦௣ ⇒ 𝑦௣ = 0 

Sur 𝑦⃗ : 

𝜌௘𝑔𝐿ℎଶ ൬
ℎ

6
−

𝑧௣

2
൰ = 0 ⇒  𝑧௣ =

ℎ

3
  

 

 

 

Système de levage de tramway - Corrigé 

Q.1. Définir le torseur de l'action mécanique exercé par le tramway sur la colonne au point 𝑷. 

L’action mécanique du tramway sur la colonne est une force appliquée en P, le torseur des actions 
mécanique s’écrit donc : 

{𝒯 →஼} = ൜
−𝐹்→஼𝑧

0ሬ⃗
ൠ

௉

 

Q.2. Donner son expression au point 𝑶. 

𝑀ሬሬ⃗ ை,்→஼ = 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝐹்→஼
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ൫(𝑑 − 𝑒)𝑦⃗ + ℎ𝑧൯ ∧ −𝐹்→஼𝑧 = (𝑒 − 𝑑)𝐹்→஼ 𝑥⃗ 

{𝒯 →஼} = ൜
−𝐹்→஼𝑧

(𝑒 − 𝑑)𝐹்→஼ 𝑥⃗
ൠ

ை

 

Q.3. Déterminer l'expression de 𝒒(𝒚) en fonction de 𝒒𝟏 et de 𝒒𝟐. 

La pression de contact est linéaire en 𝑦. Elle vaut 𝑞ଵ pour 𝑦 = 0 et 𝑞ଶ pour 𝑦 = 𝐿. 
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L’équation de la pression est donc 𝑞(𝑦) = 𝑞ଵ +
௤మି௤భ

௅
𝑦 

Q.4. Donner l'expression de l'action élémentaire du sol sur la colonne appliquée en un point 𝑸 de la 

surface de contact entre la colonne et le sol 𝒅𝒇ሬ⃗ 𝑺→𝑪. 

L’action mécanique élémentaire en 𝑄 est dirigée selon 𝑧 et est proportionnelle à la pression de contact 

et à la surface de contact : 𝑑𝑓ௌ→஼ = 𝑞(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑧. En effet, 𝑑𝑥𝑑𝑦 est la surface élémentaire de contact au 
point 𝑄. 

Q.5. Déterminer l'expression de ce torseur des actions élémentaires au point O. 

𝑑𝑚ሬሬ⃗ ை,ௌ→஼ = 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑑𝑓ௌ→஼ = (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦⃗) ∧ 𝑞(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑧 = 𝑞(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦(𝑦𝑥⃗ − 𝑥𝑦⃗) 

൛𝒯ௌ→஼
é௟௘௠ൟ = ൜

𝑞(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑧

𝑞(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦(𝑦𝑥⃗ − 𝑥𝑦⃗)
ൠ

ை

 

Q.6. Par intégration sur l'ensemble de la surface de contact, déterminer : 

a) 𝑭ሬሬ⃗ 𝑺→𝑪 

𝑭ሬሬ⃗ 𝑺→𝑪 = න න ቀ𝒒𝟏 +
𝒒𝟐 − 𝒒𝟏

𝑳
𝒚ቁ 𝒅𝒙𝒅𝒚𝒛ሬ⃗

𝒚ୀ𝑳

𝒚ୀ𝟎

𝒙ୀି𝒂ା𝒃

𝒙ୀି𝒂

+ න න ቀ𝒒𝟏 +
𝒒𝟐 − 𝒒𝟏

𝑳
𝒚ቁ 𝒅𝒙𝒅𝒚𝒛ሬ⃗

𝒚ୀ𝑳

𝒚ୀ𝟎

𝒙ୀ𝒂

𝒙ୀ𝒂ି𝒃

 

𝐹⃗ௌ→஼ = න 𝑑𝑥

௫ୀି௔ା௕

௫ୀି௔

න ቀ𝑞ଵ +
𝑞ଶ − 𝑞ଵ

𝐿
𝑦ቁ 𝑑𝑦𝑧

௬ୀ௅

௬ୀ଴

+ න 𝑑𝑥

௫ୀ௔

௫ୀ௔ି௕

න ቀ𝑞ଵ +
𝑞ଶ − 𝑞ଵ

𝐿
𝑦ቁ 𝑑𝑦𝑧

௬ୀ௅

௬ୀ଴

 

𝐹⃗ௌ→஼ = 𝑏 ቆ𝑞ଵ𝐿 +
𝑞ଶ − 𝑞ଵ

𝐿

𝐿ଶ

2
ቇ 𝑧 + 𝑏 ቆ𝑞ଵ𝐿 +

𝑞ଶ − 𝑞ଵ

𝐿

𝐿ଶ

2
ቇ 𝑧 

𝐹⃗ௌ→஼ = 2𝑏 ቀ𝑞ଵ𝐿 +
𝑞ଶ − 𝑞ଵ

2
𝐿ቁ 𝑧 = 2𝑏𝐿 ቀ𝑞ଵ +

𝑞ଶ − 𝑞ଵ

2
ቁ 𝑧 

𝐹⃗ௌ→஼ = 𝑏𝐿(𝑞ଵ + 𝑞ଶ)𝑧 

On peut aussi considérer qu’un seul côté et le multiplier par deux par symétrie.  

b) 𝑴ሬሬሬ⃗ 𝟎,𝑺→𝑪 ∙ 𝒙ሬሬ⃗  

𝑴ሬሬሬ⃗ 𝟎,𝑺→𝑪 ∙ 𝒙ሬሬ⃗ = න න ቀ𝒒𝟏 +
𝒒𝟐 − 𝒒𝟏

𝑳
𝒚ቁ 𝒚𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒚ୀ𝑳

𝒚ୀ𝟎

𝒙ୀି𝒂ା𝒃

𝒙ୀି𝒂

+ න න ቀ𝒒𝟏 +
𝒒𝟐 − 𝒒𝟏

𝑳
𝒚ቁ 𝒚

𝒚ୀ𝑳

𝒚ୀ𝟎

𝒙ୀ𝒂

𝒙ୀ𝒂ି𝒃

𝒅𝒙𝒅𝒚 

𝑀ሬሬ⃗ ଴,ௌ→஼ ∙ 𝑥⃗ = න 𝑑𝑥

௫ୀି௔ା௕

௫ୀି௔

න ቀ𝑞ଵ𝑦 +
𝑞ଶ − 𝑞ଵ

𝐿
𝑦²ቁ 𝑑𝑦

௬ୀ௅

௬ୀ଴

+ න 𝑑𝑥

௫ୀ௔

௫ୀ௔ି௕

න ቀ𝑞ଵ𝑦 +
𝑞ଶ − 𝑞ଵ

𝐿
𝑦²ቁ 𝑑𝑦

௬ୀ௅

௬ୀ଴

 

𝑀ሬሬ⃗ ଴,ௌ→஼ ∙ 𝑥⃗ = 𝑏 ቆ
𝑞ଵ𝐿ଶ

2
+

𝑞ଶ − 𝑞ଵ

𝐿

𝐿ଷ

3
ቇ + 𝑏 ቆ

𝑞ଵ𝐿ଶ

2
+

𝑞ଶ − 𝑞ଵ

𝐿

𝐿ଷ

3
ቇ 

𝑀ሬሬ⃗ ଴,ௌ→஼ ∙ 𝑥⃗ = 2𝑏𝐿² ቀ
𝑞ଵ

2
+

𝑞ଶ − 𝑞ଵ

3
ቁ 

𝑀ሬሬ⃗ ଴,ௌ→஼ ∙ 𝑥⃗ = 𝑏𝐿²
2𝑞ଶ + 𝑞ଵ

3
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c) 𝑴ሬሬሬ⃗ 𝟎,𝑺→𝑪 ∙ 𝒚ሬሬ⃗  

 

𝑴ሬሬሬ⃗ 𝟎,𝑺→𝑪 ∙ 𝒚ሬሬ⃗ = − න න ቀ𝒒𝟏 +
𝒒𝟐 − 𝒒𝟏

𝑳
𝒚ቁ 𝒙𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒚ୀ𝑳

𝒚ୀ𝟎

𝒙ୀି𝒂ା𝒃

𝒙ୀି𝒂

− න න ቀ𝒒𝟏 +
𝒒𝟐 − 𝒒𝟏

𝑳
𝒚ቁ 𝒙

𝒚ୀ𝑳

𝒚ୀ𝟎

𝒙ୀ𝒂

𝒙ୀ𝒂ି𝒃

𝒅𝒙𝒅𝒚 

𝑀ሬሬ⃗ ଴,ௌ→஼ ∙ 𝑦⃗ = − න 𝑥𝑑𝑥

௫ୀି௔ା௕

௫ୀି௔

න ቀ𝑞ଵ +
𝑞ଶ − 𝑞ଵ

𝐿
𝑦ቁ 𝑑𝑦

௬ୀ௅

௬ୀ଴

− න 𝑥𝑑𝑥

௫ୀ௔

௫ୀ௔ି௕

න ቀ𝑞ଵ +
𝑞ଶ − 𝑞ଵ

𝐿
𝑦ቁ 𝑑𝑦

௬ୀ௅

௬ୀ଴

 

𝑀ሬሬ⃗ ଴,ௌ→஼ ∙ 𝑦⃗ =
𝑎ଶ − (𝑏 − 𝑎)²

2
ቆ

𝑞ଵ𝐿ଶ

2
+

𝑞ଶ − 𝑞ଵ

𝐿

𝐿ଷ

3
ቇ +

(𝑏 − 𝑎)ଶ − 𝑎²

2
ቆ

𝑞ଵ𝐿ଶ

2
+

𝑞ଶ − 𝑞ଵ

𝐿

𝐿ଷ

3
ቇ 

𝑀ሬሬ⃗ ଴,ௌ→஼ ∙ 𝑦⃗ = 0 

(car de la forme 𝐴 ∗ 𝐵 − 𝐴 ∗ 𝐵) 

 

Q.7. En déduire les expressions littérales de 𝒒𝟏 et de 𝒒𝟐. 

Le principe fondamental de la statique appliqué à une colonne s’écrit : 

{𝒯 →஼} + {𝒯ௌ௢௟→஼} = ൜
−𝐹்→஼𝑧

(𝑒 − 𝑑)𝐹்→஼ 𝑥⃗
ൠ

ை

+ ቐ
𝑏𝐿(𝑞ଵ + 𝑞ଶ)𝑧

𝑏𝐿²
2𝑞ଶ + 𝑞ଵ

3
𝑥⃗

ቑ

ை

= {0} 

On obtient donc un système à deux équations : 

ቐ
𝐹்→஼ = 𝑏𝐿(𝑞ଵ + 𝑞ଶ)

(𝑑 − 𝑒)𝐹்→஼ = 𝑏𝐿²
2𝑞ଶ + 𝑞ଵ

3

 

Après résolution 𝑞ଵ =
ଶ௅ିଷ(ௗି௘)

௕௅²
𝐹்→஼ et 𝑞ଶ =

ଷ(ௗି௘)ି௅

௕௅²
𝐹்→஼  

Q.8. En déduire alors la plage possible de variation du paramètre 𝒅. 

Avec les résultats précédant on obtient : 

൜
𝑞ଵ > 0
𝑞ଶ > 0

 ⇒  ൜
2𝐿 − 3(𝑑 − 𝑒) > 0

3(𝑑 − 𝑒) − 𝐿 > 0
 ⇒  ൞

𝑑 <
2𝐿

3
+ 𝑒

𝑑 >
𝐿

3
+ 𝑒

 

Il faut donc avoir la relation  
௅

ଷ
+ 𝑒 < 𝑑 <

ଶ௅

ଷ
+ 𝑒 

Q.9. Avec les valeurs numériques données, vérifier la stabilité de la colonne et déterminer la valeur de 
la pression de contact maximale 𝑷𝒎𝒂𝒙 entre les pieds et le sol. Conclure quant au respect du cahier 
des charges. 

AN de la relation précédente : 

𝐿

3
+ 𝑒 =

600

3
+ 110 = 310 mm et 

2𝐿

3
+ 𝑒 =

2 ∗ 600

3
+ 110 = 510 mm 
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Or 𝑑 = 480 mm, la condition sur 𝑑 est respectée, il n’y a donc pas décollement de la semelle. 

𝑞ଵ =
2 ∗ 600 − 3(480 − 110)

200 ∗ 600²
∗ 60 000 = 0,075 MPa 

𝑞ଶ =
3(480 − 110) − 600

200 ∗ 600²
∗ 60 000 = 0,425 MPa 

D’où 𝑃௠௔௫ = 0,425 MPa < 8 MPa donc le critère de non détérioration du sol est largement respecté. 
 


