Septieme devoir surveillé

Solutions

I Restitution

1.1 Etudier la monotonie, puis la limite éventuelle, de la suite (un)nen définie par :

upg=0 et VYneN, uy11 =u, +e .

| Solution. Voir DS 5.

1.2 Démontrer que, pour tout A réel, (1 + %)n — e

n—-+4o0o
| Solution. Voir DS 5.
1.3 Soit n € N*. Enoncer puis démontrer le DLy, (0) de la fonction Arctan.

n—1 2k+1

Solution. Le DLy, (0) est : Arctan(x) = Z(_Dk;k +1
k=0

Pour le démontrer on part du DL, (0) suivant, obtenu par substitution :

+ o(x®™).

n

= S DFER + o),

k=0

14 22

On en déduit alors le DLgy,41(0) d’Arctan par primitivation :

I‘2k+1

2n+1
2k + 1 +0(I )’

Arctan(z) = Arctan(0) + » _(~1)*
k=0

puis on conclut par troncature a ’ordre 2n.

I.4 Donner, en justifiant, les dimensions de K", .4, ,(K) et K, [X] pour (n,p) € N2.



Solution. dim(K") = n car on dispose de la base canonique (ey,...,e,) formée
des vecteurs e; = (0;j)1<j<n. De méme dim(.#, ,(K)) = np car on dispose de
la base canonique (Ej ;) je[1,n]x[1,p] formée des matrices élémentaires. Enfin
dim(K,[X]) = n + 1 car on dispose de la base canonique (X°, X' ... X").

ITI Développements limités

1
Vit 2

Solution. On se rameéne & un DL3 avec u — 0 en notant u = x — 2 :

I1.1 Calculer le DL3(2) de la fonction f: z —

fo) = fern) = = J (1 4)
3

=l é<z>+< B () - R ) o)

_1 E_FLUZ 5u3_|_(3)
12716 " 256 2048 N

On conclut finalement par substitution u = z — 2.

I1.2 Calculer le DL,(0) de la fonction g : 2 — In (1 + ch(z)).

2

4
Solution. On part du DL4(0) usuel : ch(z) = 1+ % + 326—4 + o(z*). Puisque
1+ ch(0) = 2, on factorise par 2 pour se ramener a In(1 + ) avec u — 0 :

2 2t
In(1 + ch(z)) =1n(2) +In (1 +ot T +o(z ))

w2
=1n(2) +u— — + o(u?),

2
xQ zt z?
ottu ="+ "= =o(z?) et u? =u x u= "= + o(z*) par produit. Finalement :
48 16
2 2t
ln(l-i-ch(x)) In (2)4‘1 - %4-0( )

Veosz — 1+ 1z?
tan(z2) ( V/ch(z) — 1) .

I1.3 Calculer un équivalent et la limite en 07 de h : z —



4
T
Solution. Le dénominateur est équivalent a 3 par produit cat :

Wl
(]

2
tan(z?) ~ 2% et Vchz—1= (1 + % + 0(362)> 1=y o(z?).

On procede alors & un DL4(0) au numérateur :

e Rt 3
Veosz = (11— =+ = +o(z?)
2 24
1 1 1 2 2 . .
En composant avec (1 +u)2 =1+ Ju— gU + o(u®), il vient :
72 4 zt 1
Veost —14 = =" 4o(z*), don h(z)~ -5 ~_-—
4 96 z 16
. . . o 1
Deux fonctions équivalentes ayant méme limite, | h(z) — 6l

IIT Espaces vectoriels

Les questions suivantes sont indépendantes.

II1.1 Soient u,v des vecteurs d’un K-espace vectoriel E.

— a) Montrer que Vect(u,v) = Vect(u + v, u— v).
Solution. Raisonnons par double inclusion. Vect(u,v) est un s.e.v. qui contient

u+v et u — v, donc Vect(u + v,u — v) C Vect(u,v) par propriété de minimalité.

Réciproquement u = 1(u +v) + $(u —v) et v = L(u+v) — 1(u —v), donc

Vect(u,v) C Vect(u + v, u — v) aussi.
— b) Montrer que si la famille (u,v) est libre, alors (u + v, u — v) est libre aussi.

Solution. Supposons que (u,v) est une famille libre. Soit (\, 1) € R? tel que

AMu+v)+ p(u—v) =0g.



Alors (A4 p)u + (A — p)v = 0. Par liberté de (u,v), on obtient donc le systeme :

A+p=0
A—pu=0

Nécessairement A = 0 (par Li + Ly) puis g = 0, donc (u + v,u — v) est libre.

Remarque. La réciproque est vraie aussi, mais non demandée.
II1.2 On pose Ey = { (%" 7%) | (a,b) €R*} et By ={M € #a(R) | M = M}.
— a) Montrer que Fj est un sous-espace vectoriel de .#5(R), en donner une base.

Solution. Soit M € .#5(R). Alors :
MR < e e’ M=a(}7)+(7Y).

Ainsi, By = Vect(Uy,Uz) ou Uy = (§ 71) et Uz = ('9). Clest en particulier un
s.e.v. de #5(R), dont la famille (Uy, Us) est génératrice. Les matrices U et Us ne

sont pas colinéaires, donc la famille (U, Us) est libre aussi : c’est une base de Fj.

— b) Montrer que E3 est un sous-espace vectoriel de .#5(R), déterminer sa dimension.

Solution. Les éléments de F5 sont les matrices symétriques : soit M € .#>(R),
MeE, < M' =M <= 3J(a,b,c) eR® M=(¢?).

En posant Vi = (39), Vo= (%) et V5= (89), on en déduit que Ey est le s.e.v.
engendré par la famille (Vq, V5, V3). Il s’agit méme d’une base par unicité de la

décomposition. Donc dim Es = 3.
— ¢) Déterminer une base de E1 N Ey puis la compléter en une base de Es.
Solution. Etant donné M € .#,(R),

MeENE;, < 3(a,b)eR* M= (" %) et —a=b

a+b
<~ JaeR, M= (2%74).

En posant W; = (_21 Bl), non nulle, la famille (W7) est donc une base de Eq N Es.

On compléte en une base de Ep & l'aide de la famille génératrice (V1, Va, V3) :

o Vi ¢ Vect(W7) done (Vi, W) est libre;




o V5 € Vect(Wh, V1) car Vo = 2V; — Wy donce Vect(Vy, Vo) C Vect(Wy, V1) ;
o V3 ¢ Vect(Wy,V]) car sinon V3 aurait un coefficient nul en (2, 2).

Finalement, la base complétée est donc (W1, Vi, Vs).

II1.3 Soit E un K-espace vectoriel et F, G, H des sous-espaces vectoriels de E tels que :
F+G=E, GCH e HNF={0g}

Démonter que G = H.

Solution. Par double inclusion, il suffit de montrer que H C G.

Soit z € H. Comme 2 € E en particulier, il existe (u,v) € F x G tel que x = u + v.
D’une part u € F. D’autre part u € H caru =x —v,oux € Het ve G C H.
Comme HNF ={0g}, il vient u = 0g. Donc z =v € G.

IV  Analyse asymptotique

A tout entier n > 1, on associe la fonction f,, : R — R définie par

Ve eR, fu(z)=

1+e$+nm

On note I';, la courbe représentative de f,.

IV.1 Soit n € N*.

— a) Montrer que la fonction f,, est strictement monotone sur R.

Solution. La fonction f, est dérivable sur R par opérations :

X ex
2+n oun —— < 1.

Ve ER @)= Gy (1+ )2

On en déduit que f, >mn —1 > 0 sur R. Donc f,, est strictement croissante.

— b) Déterminer I’équation de la tangente & la courbe I',, en 0, ainsi que la position

relative de la courbe par rapport a cette tangente au voisinage de 0.

1 1
Solution. Puisque f,(0) = 3 et f1(0) = ~1 + n, ’équation de la tangente en 0



est 1y = % + (n — %) z. On effectue un DL(0) pour étudier la position relative :

1 1
T+e” _2+x+”2—2+’”—;+0(m3)
1 r a2 3 !
-1 .z 3
3 +2+4+12+0(:C)
1 z a3 3
=3 1T o)

A 3 7’ . .
d’ou fn(x) — % — (n — i) x ~ 5. Par équivalence, ces deux expressions sont de

méme signe au voisinage de 0 :

¢ la courbe est au-dessous de la tangente pour x < 0,

e la courbe est au-dessus de la tangente pour = > 0.

IV.2 Etude d’une suite.

— a) Soit n € N*. Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet une solution unique sur R,

que 'on notera x,, dans le reste de I’exercice, et telle que

1
—— <z, <0.
n

Solution. La fonction f,, est strictement monotone, donc injective. L’équation

admet donc au plus une solution. En outre, f, est une fonction continue qui vérifie :

1 1 1
RO Sk v

1<0.

fn(0)

Par théoréme des valeurs intermédiaires, f,(x) = 0 admet au moins une solution

sur le segment [ — %, O]. Par encadrement strict, celle-ci est distincte de 0 et f%.

1
— b) Montrer que la suite (z,) est convergente, puis que x,, ~ ——.
n—oo 2N

Solution. Comme f% — 0, la suite (z,,) est convergente et de limite 0 par

théoréme d’encadrement. La relation f,(z,) = 0 entraine alors, par continuité,

1 1 ) 1
ne, ———— —— —— doun =z, ~——.
1+ e n—ooo 2 2n
1 T 1
— ¢) Montrer que 2 +nx, = Zn + O(E)



Solution. La relation f,(x,) = 0 équivaut a : % +nr, =35 —

Le DL établi précédemment donne par ailleurs :

1 1 9
1+e” x:>0§71+0(x )

On en déduit le résultat par substitution x = x,, avec x,, — 0.

1 b
— d) En déduire deux réels a, b tels que x, = —— + a + — 4+ 0(
2n  n? nd

1).

n3

1 1
Solution. L’équivalent x, ~ ™ se traduit par z, = o + 0(

s .

QA3 |~

n n
ceci dans le développement de la question précédente, on obtient

2 8n n 2n  8n2

On peut alors réinjecter dans le développement :

. 1 1 . ( 1 )
2 T TR T B2 T %\ 2
. . , 1
ce qui conduit au résultat voulu, avec a = —3 et b= ~33°

V Probléme

1—|—mcn:—i—l—0(l), d’out xn:—————f—o(— .

). En injectant

L’objet du probléeme est d’étudier une variante de la notion de famille génératrice qui

posseéde des applications dans les domaines de 'optimisation, de la robotique, etc.

Définition. Soit E un R-espace vectoriel tel que E # {0g}. Une famille (uq, ...

de vecteurs de E sera dite PG (positivement génératrice) lorsque :

p
Vo€ B, I\, 0) € RY)P, 2= Apuy.
k=1

s Up)

Autrement dit, on ne tient compte que des combinaisons linéaires a coefficients positifs.



V.A Exemples

V.1 On pose E; = R? et on consideére les vecteurs :
Uy = (L 1)5 Uz = (7130)7 uz = (Oa 71)
— a) Montrer que (u1,us) n’est pas une famille PG de Ej.

Solution. Supposons qu'il existe (A1, A2) € (Ry)? tel que uz = Ajuy + Agug. Ceci
équivaut a Ay — Ay =0 et \; = —1, d’ol1 une contradiction car A\; > 0. Il n’existe

donc pas de telle décomposition de ug. A fortiori, la famille (u1,ug) n’est pas PG.

— b) Montrer que (u1,uz,us) est une famille PG de Ej.

Solution. II faut montrer que :
V(CE,y) € R27 3()‘17 >‘27 )‘3) € (R+>37 (l’,y) = )\1U1 + )‘2u2 + )\3U3.

/\1 — )\2 =X
AM—A3=y
Les solutions dans R® sont les triplets (A1, o, A3) = (o, & —x, a —y) ot a € R.

En posant o = max{0, z,y}, on obtient une solution dans (R, )3.

3
Soit (x,7) € R Pour (A1, A2, \3) € R®,  (z,y) = Z A, =
i=1

V.2 On pose Ey = {P € Ry[X] | P(0) = P'(0)} et on considére les polynomes :
P=X’+X+1, P=X*-X-1 P3=-2X"+X+1
— a) Montrer que Ey = Vect (X2, X+ 1).
Solution. Soient (a,b,c) € R®. En notant P = aX? + bX +c,

PEFy, < P(0)=P'(0) — c=b <= P=aX>+bX +1).

Donc Ey = Vect(X?, X +1).
— b) Montrer que (Py, Py, P3) est une famille PG de Es.

Solution. Ces polynoémes Py, Py, P3 appartiennent a Fs. Soient (a,b) € R? et




(A1, A2, A3) € R2. Par unicité des coefficients d’un polynome :

AM+A—2X3=a

aX?+b(X+1)=Y MNP
Z AM— X+ A3=0b

Les solutions dans R® sont tous les triplets (%, %, /\) ou A € R. Ceci

donne une solution dans (R4 ) si on pose, par exemple, A = max{|a + b|, |a — b|}.

V.B Propriétés générales
V.3 Soit (u1,...,up) une famille PG de E.

— a) Justifier que (u1,...,u,) est une famille génératrice (au sens usuel) de E.

Solution. Toute combinaison linéaire & coefficients positifs est aussi une combinai-

son linéaire & coefficients réels.
— b) Montrer que (uq,...,u,) est une famille liée.

Solution. Soit € E non nul. Il existe (A\;)1<icp et (i) 1<icp familles de réels
P P P

positifs, telles que x = Z Aiu; et —x = Zuiui Par somme Og = Z()\ + pi)u;
=1
Puisque z # 0, il ex1ste 1 E [1,p] tel que )\ > 0; alors A\; + p; > 0 aussi car u; = 0.

Les coeflicients (A; + p;) ne sont donc pas tous nuls.

V.4 On suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie n € N*.

—a) Soit (uq,...,u,) une famille PG de E. Montrer que p > n + 1.

Solution. La famille (u1,...,u,) est génératrice de E avec dim E = n, donc :
n=rg(u1,...,up) <p.

Si on avait n = p, la famille génératrice (uq,...,u,) serait une base par caractérisa-

tion en dimension finie. C’est absurde car elle est liée, donc n < p — 1.

P
— b) Soit (v1,...vp,) une famille génératrice (au sens usuel) de E, et vp4q = — Z ;.
i=1
Montrer que la famille (v, ..., vp, vpt1) est une famille PG de E.



Solution. Soit x € E. La famille est génératrice donc il existe (A1,...,A,) € RP
P

tel que x = Z Aiv;. Mais alors, par définition du vecteur vy 1,
i=1

p
VEER, > (At +tvp =
i=1

Posons t = max{|A1],...,|Ap|}, de sorte que : Vi € [1,p], A\s +t > Xi + |\ > 0.
Ceci donne une décomposition de x en combinaison linéaire a coefficients positifs.

— ¢) Quel est le nombre minimal d’éléments d’une famille PG de E 7 Justifier.

Solution. On a vu que toute famille PG (uq,...,up) vérifie p > n+ 1. Or, la
construction précédente permet de construire (vy,...,v,+1) en partant d’une base
quelconque (v1,...,v,) de E. Conclusion : le nombre minimal d’éléments est n + 1.

V.C Extraction de sous-famille
On suppose, dans toute cette partie, que E est de dimension finie n € N* et on s’intéresse
au théoreme suivant.

Théoréme. De toute famille PG de E, on peut extraire une sous-famille PG

constituée d’au plus 2n éléments.

V.5 Soit (eq,...,en) la base canonique de R™. Montrer que la famille suivante est PG,
mais qu’elle n’admet aucune sous-famille stricte PG : (e1, —e1, €2, —€a,...,€,, —€p).
Solution. Soit x = (x1,...,2,) € R™. Les réels |x;| + x; et |z;] — z; sont tous

positifs pour ¢ € [1,n] et conduisent & la décomposition suivante :

. - . - |zi| + 25 - |z;| — 25
x = Zmiei = ZTei—i—ZT(—ei).
i=1 =1 =1
Donc cette famille est bien PG.

Considérons maintenant la sous-famille obtenue en retirant le vecteur e;. Quels que

soient les réels positifs (A;)a<i<n €t (ii)1<ign, ON Ne peut pas reconstruire eq car :

ZAieiwLZui(—ei):(O—m, A2 = pi2, ooy Ap = pin) # (1,0,...,0).
i—2 =1




Cette sous-famille de 2n — 1 éléments n’est donc pas PG. Le méme raisonnement

s’applique quel que soit le (ou les vecteurs) que 'on retire.
On se donne maintenant (uq, ..., u,) une famille PG de E, avec p > 2n + 1.
V.6 Montrer qu’il existe I C [1,p] tel que (u;);er est une base de E.

Solution. La famille (u;);cr est génératrice, donc on peut directement lui appliquer

le théoreme de la base extraite.
V.7 On pose J = [1,p] \ I. Montrer que la famille (u;);c est liée.

Solution. Cette famille est constituée de p — n vecteurs, avec p—n > n+ 1. Or

dim F = n, donc cette famille est nécessairement liée.

V.8 On pose xg = — ZCL‘Z‘.
iel
— a) Montrer qu’il existe (a;)1<igp, une famille de réels positifs, et (A;);es, une famille

de réels non tous nuls, telles que :

ViteR, z9= Zaiui + Z(Olj + t)\j)’LLj.

iel jeJ
Solution. Attention, faute de frappe manifeste : il fallait comprendre x¢g = — Z Uj.
il
La famille (uq,...,up) est PG donc on dispose de réels positifs a1, ..., ap tels que :
P
To = Z%Uz’ = Zaiui + Zajuj.
i=1 il jeJ

En outre, (u;);es est liée donc on dispose aussi d’une famille de réels (A;);cs, non

Z )\ju]' =0.

jeJ

nulle, telle que :

Le résultat demandé s’ensuit par linéarité de la sommation.

— b) Montrer qu'il existe k € J et (3;);cs\(x}, une famille de réels positifs, tels que :

xOZZQiUiJF Z Bju;j.

i€l NG,

Indication : choisir judicieusement la valeur du réel ¢.



Solution. La famille (\;);jes est non nulle. Posons J' I'ensemble des j € J tels

que \; # 0. Pour tout j € J', la fonction ¢ — a; + \;t est strictement monotone

et s’annule en un unique réel t; = —$£. On dispose d’un élément k € J' tel que
J

ti] = I_ni}l |t;]. En posant ¢ = ti, on aura alors ay, + Agt = 0. De plus :
jed’
Vj S Jl, Qi + )\jt = Qj — |/\jt| >0 car |)\]‘ |t‘ < |)\]| |tj| = Q.

Lorsque j € J\ J', on aura a; + A\;t = ;. On peut donc poser dans tous les cas

B; = aj + At pour j € J. Ces réels sont tous positifs et 5, = 0, d’ou le résultat.

— ¢) Montrer que (u;)ie[1,p]\{x} est une famille PG de E.

Solution. D’apres le raisonnement de la question 4b, tout élément de E est
positivement engendré par la famille constituée des u; pour ¢ € I et de zg. Or, en
8b, on vient de voir que z( est lui-méme positivement engendré par les u; pour
i € [1,p] \ {k}. Par composition des combinaisons linéaires, tout élément de E est

donc positivement engendré par la famille (u;)ieqr,p\ 5} -

V.9 Démontrer le théoréme a ’aide des résultats précédents.

Solution. Soit (u1,...,u,,) une famille PG de E. Posons alors p € [1,m] le nombre
minimal d’éléments d’une sous-famille PG de (uq, ..., 4, ). Quitte & réindexer, on
peut supposer que la sous-famille (u1,...,u,) est PG. La construction des questions
6 a 8c montre alors que : si p > 2n + 1, il existe une sous-famille PG avec seulement
p — 1 éléments (ce qui contredit la minimalité de p). Par contraposée, on en déduit

que p < 2n + 1, c’est-a-dire que p < 2n.




