Sujet d’entrainement (DS 6)

Solutions

I Exercice d’arithmétique

Soit n > 2 un entier naturel.

Q.1 Montrer que PGCD(2%" — 3%" + 13, 2*" —3") = PGCD(2*" — 3", 13).

Solution. En posant a = 28" — 32" 4+ 13 et b = 24" — 3",
a=0bx (2" +3") +13

par identité remarquable. Les couples (a, b) et (b, 13) ont donc les mémes diviseurs

communs. En particulier, ils ont méme PGCD.

Q.2 Montrer que 13 divise 24" — 3",

Solution. On remarque que 13 = 2% — 3 donc, par identité de Bernoulli,
n—1
24 —3m = (2 = 3) Y (24" k3R € 132
k=0

Q.3 En déduire la valeur de PGCD(2%" — 32" 4 13, 2" —3").

Solution. PGCD(2' — 3™ 13) = 13 car c’est un diviseur commun et c’est le plus
grand possible. Donc PGCD(2%" — 32" 4 13,2%" — 3") = 13.

ITI Exercice de polynéme

Q.4 Cours. Soient P € K[X] un polynéme et a € K une racine de P.

(a) Quelle est la définition de la multiplicité m de a?



Solution. La multiplicité de a est le plus grand entier m € N* tel que
(X — )™ divise P.

(b) Donner la caractérisation de la multiplicité a 'aide des dérivées.

Solution. La multiplicité de a est 'unique entier m € N* tel que

P(a) =0, P'(a)=0,...,P™ () =0 et P"™(a)+#0.

Q.5 Soient a € Ret P = X* —aX® +aX — 1.
(a) Montrer que X2 — 1 divise P.

Solution. Par calcul immédiat (ou division euclidienne),

X =(X*-1)(X*-aX +1)|

Remargue. On pouvait remarquer que X2 —1 = (X —1)(X + 1) ot les racines

1 et —1 sont aussi racines de P.

(b) Déterminer a tel que —1 est racine de P de multiplicité au moins 2.
Préciser alors la multiplicité exacte de —1.

Solution. La multiplicité de —1 est au moins double ssi P(—1) = 0 et

P'(—1) = 0, c’est-a-dire ssi —4 — 3a + a = 0. L’unique solution est donc
Pour cette valeur, P (—1) = 12—12 = 0 et P®)(—1) = —24+412 #
0. Donc —1 est racine de

(c) Décomposer P en facteurs irréductibles dans R[X].

‘ Solution. | P = (X — 1)(X +1)? |

Q.6 On pose Q = X* + X2 4+ 1.

(a) Le polynome @ admet-t-il des racines réelles ?

Solution. Ce polynéme ‘ n’a pas de racine réelle ‘ car :

VaeR, Qa)=a*+a>+1=>0+0+1.

(b) Le polynéme @ est-il irréductible dans R[X]?



Solution. Les irréductibles de @ sont les polynémes de degré 1 et les
polyndémes de degré 2 dont le discriminant A est strictement négatif. Donc
‘ @ n’est pas irréductible dans R[X]. ‘

III Exercice de convexité

Soit ¢ : R — R une fonction continue a valeurs strictement négatives.
Le but de l'exercice est d’étudier qualitativement les solutions de 1’équation différentielle

y" + q(x)y = 0, & coefficients non constants, qu’on ne cherchera pas a résoudre.

Q.7 Soit ¢ une fonction de R dans R, conveze. Montrer que la fonction ¢ est majorée

sur R si et seulement si elle est constante.

Solution. Toute fonction constante est clairement majorée. Supposons maintenant
que ¢ n’est pas constante et montrons qu’elle n’est pas majorée.
On dispose de réels a,b tels que a < b et p(a) # ¢(b). En comparant & la sécante

passant par les points d’abscisses a et b, on obtient par convexité :

p(b) — p(a)

Vo e R\ [o,b], o(z) > = —

(x —a)+p(a).

Si ¢(b) > p(a), alors p(x) — 400 en +00 par comparaison. Si ¢(b) < ¢(a), alors

o(z) = 400 en —oo. Dans tous les cas, ¢ n’est pas majorée.

Q.8 Soit f une solution de ’équation différentielle, c’est-a-dire une fonction de R dans

R, deux fois dérivable, telle que :
Ve eR, f"(z)+q(x)f(x)=0. (E)

(a) Montrer que f? est une fonction convexe.

Solution. La fonction f? est deux fois dérivable par produit. On obtient
successivement (f2) = 2ff puis (%) = 2ff"” + 2f"%. Alors :

(f)" =—2qf*+2f? >0

car f est solution de (E) et ¢ < 0. Donc ‘ f? est convexe.

(b) En déduire que si f est bornée sur R, alors f est constante.



(c)

Solution. Supposons f bornée. Alors il existe K € Ry tel que : Vx €
R, |f(z)] < K. La fonction f? est donc majorée par K2. Comme elle est
convexe sur R, on en déduit que f? est constante d’apres la premiére question.
Alors |f]| est constante aussi par passage a la racine carrée. Si |f| est nulle,
alors f est nulle aussi. Sinon on dispose de ¢ > 0 tel que |f| = ¢ sur R. En
particulier f ne s’annule pas sur R, donc elle garde un signe constant sur R

par continuité d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires. Finalement,

‘f:csurRoufz—csurR.

Montrer que la fonction nulle est 'unique solution bornée de I’équation (E).

Solution. La fonction nulle est clairement une solution bornée. Réciproque-
ment, soit f une solution bornée. D’apres la question précédente, il existe

c € R tel que f est la fonction constante x — c.

Mais alors f” est nulle et donc I’équation (E) devient :

VeeR, 0+4¢(z)xc=0.

Nécessairement ¢ = 0 car ¢ < 0 sur R. Donc | f est nulle.

Q.9 Soit f une solution de (E) telle que f(0) =1 et f'(0) = 0.

(a) En considérant sa tangente en 0, montrer que f? est minorée par 1.

(b)

Solution. Puisque (f2)(0) = 2f(0)f'(0) = 0 et (f?)(0) = 1, la courbe de

f? admet une tangente en 0 d’équation y = 1. Par convexité :

‘VmGR, flx)? > 1‘

En déduire que f est minorée par 1 et convexe.

Solution. Par croissance de la fonction racine carrée, il s’ensuit que |f|
est minorée par 1. En particulier, f ne s’annule pas sur R et elle garde
donc un signe constant par continuité (corollaire du théoréme des valeurs
intermédiaires). Puisque f(0) = 1, la fonction f reste positive et donc f > 1.

Comme f est solution de (E) et ¢ < 0, on obtient alors :

f'(x) = —q(z)f(z) > 0,




| ce qui montre que f est convexe.
(c) Dresser le tableau de variation de f. Déterminer les limites en +o0o et —oo.

Solution. La fonction f’ est strictement croissante car f” > 0. De plus
f'(0) =0, donc f > 0 sur RY et f' <0 sur RY. Ainsi,

e | f croit strictement sur Ry ‘ et ‘ f(x) = 400 en +o0 ‘ par comparaison a

la tangente en 1 (rappelons que f est convexe) :

Ve eR, f()> f/(D(@—1)+ f(L).

e | f décroit strictement sur R_ ‘ et ‘ f(z) = 400 en —c0 ‘ aussi par compa-

raison a la tangente en —1.

(d) On suppose ici qu'il existe un réel a > 0 tel que : Vo € R, ¢(z) < —a®.

Etudier les variations de la fonction g :  — f(z)/ch(az) et en déduire que :

Ve e R, f(x) > ch(ax).

Solution. La fonction g est dérivable sur R par quotient car ch > 0 :

VzeR, ¢ (z)= ot h(z) = f'(z)ch(az) — af(x)sh(az).
¢
Par ailleurs, ’hypothése ¢ < —a? entraine que :

W (@) = f() ch(az) — a>f(2) ch(az) > [f"(x) + q(2) f(2)] ch(az).
=0

La fonction h est donc croissante sur R. Comme h(0) = 0, on en déduit que
g est décroissante sur R_ puis croissante sur R,. En particulier, g admet un

minimum en 0 qui vaut g(0) = 1. Conclusion :

‘Vac eR, f(z)=g(z)ch(azx) > ch(ax) ‘




IV  Probléme

Q.10 Soit P € R[X]. Montrer qu’il existe un unique polynéme Q € R[X] tel que

Q =P et /1Q(t)dt:0.
0

Solution.

o Unicité. Soients Q1, Q2 deux polynomes tels que Q) = Q5 = P et

/OlQl(t)dt:/Ong(t)dtzo.

Alors (Q1 — Q2)' = 0 donc Q1 — Q2 est un polyndéme constant : il existe ¢ € R
tel que Q1 — Q2 = ¢ dans R[X]. Mais alors

0= / (Qu() — Qa() dt = c.

ce qui donne finalement 1 — Q2 = 0 dans R[X], c’est-a-dire Q1 = Q>.

o FEzistence. Notons P = Z ap X" la forme développée de P.
k=0
Cherchons une solution @ € R[X] sous la forme

~ ag k+1
= kX
@ C+I§)k+1

avec ¢ € R & déterminer. La condition Q' = P est alors satisfaite et

1 n 1 n
ag k41 ag
t)Ydt = c+ t dt =c+ —_—.
/OQ() ¢ kZ_OkJrl/o ¢ kZ:O(k+l)(k+2)

On obtient donc une solution en posant :

n

_ %
€= Z(k+1)(k+2)

k=0

Notations. Dans toute la suite du sujet, on considére l'unique suite de polynomes



(Bn)nen définie par By =1 et les relations de récurrence :

1
VneN*, Bl =nB, 1 et /Bn(t)dt:O.
0

Pour tout n € N, on pose b, = B,,(0) le coefficient constant de B,,.

Q.11 Expliciter les polyndémes B,, et les entiers b,, pour n € {0,1,2,3,4}.
Solution. On les calcule de proche en proche.
e By =1 par définition et by = 1;
e Bi=X+b oﬁblz—%.

1 1
By=X?>-X+4byouby=—(-—=]=
? 2 0102 (3 2)

3 1 1 1 1
_yv3_°2y2_ 1 N T
By =X 2X +2X+b30ub3 <4 2+4> 0.

1 2 1 1
B4X42X3+X2+b4oi1b4<54+3> =

Q.12 Déterminer, pour tout n € N, le degré de B,,.

Solution.
e By =1 est de degré 0

e Soit n € N tel que B,, est de degré n. Alors B, 41 est un polyndme tel que

B, . = (n+1)B,, donc B,41 n’est pas un poylnéme constant et
deg(By41) =deg(B) 1) +1=n+1.

o Par principe de récurrence, on a donc :

‘Vn eN, deg(B,) = n‘

n
Q.13 Prouver par récurrence que, pour tout n € N, B, = Z (Z) b X"
k=0

Solution.



o Initialisation. By = 1 donc 1’égalité est vraie au rang 0 car :
’. /0

> (k) bo_r X* = by X° = 1.

k=0

o Hérédité. Soit n € N tel que 1’égalité soit vraie au rang n.

On sait que B, = (n+ 1)B,, donc B, est de la forme :
- n\ b k
Bpii = IS R G
+1=(n+ )k_0<k)k+1 +c

ol le coefficient constant est ¢ = B;,11(0) = byy1.

Par ailleurs, pour tout k € [0, n],

F ) s - ()

Apres changement d’indice j = k + 1, on obtient la formule au rang n + 1 :

n+1 TL+1 ;
Bn+1 - Z ] bn+17jX

Jj=0

Q.14 Soit n € N*.
(a) Montrer que B, 1+1(0) = Bp41(1).

Solution. La fonction polynomiale  — B, y1(x) est une primitive de

z+— B) () sur R, donc :

B’I’L-‘rl(l) - n+1 / Bn+1 dt n + 1 / B

pourvu que n > 1.

(b) En déduire une expression de b,, en fonction de by, ..., b,_1.

Solution. L’identité précédente évaluée en 1 donne, au rang n + 1,

n+1 n+1
n+1 n+1
Buya(1) =) ( i >b(n+1>—k = ( I >b(n+1>—k

k=0 k=0




Puisque Bj,4+1(1) = B+1(0) = by41, on en déduit que :

sy n+1
bpt1 = bpt1 + Z < i >b(n+1)—k'
k=1

La somme ci-dessus est donc nulle. En isolant le terme d’indice k = 1,
n+1
n+1 n+1
( 1 )bn+kz_2 ( k )bn+1k~

Donc finalement, aprés changement d’indice j =n+1—k,

n—1
1 n+1
b, = — E . b;
n+1j_0< j )J

(c) Calculer b5 et be.

Solution. D’apres la formule établie ci-dessus :

1
b5 = — (bo + by + 15by + 2005 + 15b4) = [0].

1 1

o bg = - (bo + 7by + 21by + 35b3 + 35by + 21b5) =|—

Q.15 Pour tout n € N, on pose C,, = (—1)" B, (1 — X).
(a) Montrer que : Vn € N, C,, = B,,.

Solution. Pour n =0, on a bien Cy = (—=1)°1 = 1 = By.
Soit n € N tel que C,, = B,,. Aurang n + 1, on a par définition :

Crir(X) = (~1)"™ By (1 - X),
et By, ., = (n+1)B, donc
1 (X) = (n+ 1)(=1)"By(1 = X) = (n+ 1)Cr (X).

Par hypothese de récurrence on a donc C/, 41 = By. De plus, par changement




(b)

de variable s = —t,

1
/CnJrl t)dt = (— )”“/ By (1 —t)dt

/ Bn+1

On a donc C 11 = Bp4+1 par unicité de By41.

Par principe de récurrence, on en déduit que : ‘Vn eN, C,=0B,. ‘

Montrer que, pour tout m > 3 impair, les réels 0, 1 et = sont racines de By,

Solution. Puisque m est impair, Cp,(X) = =By, (1 — X). Donc B, (X) =
—B,,(1 — X) d’apres la question précédente. Donc B,,(1) = —B,,(0) par

évaluation en 1. Or B, (1) = B,,(0), donc finalement :

Par évaluation en 3, on trouve B, (%) = — By (

2’

% est racine de B,,

Q.16 Soit n € N.
(a) Exprimer Bﬁbk) en fonction de B,,_j pour tout k € {0,...,n}. Simplifier Bg").

Solution. Soit k € [0,n]. Par définition de la suite (B,,), on obtient de
proche en proche pour ¢ € [0,k — 1],

B® =nB{"V =n(n—1)-(n—i)B}~I"}

D’ou en particulier,

|
Bk = (n%'k)'Bn_k . |BM™ =nBy=n!

(b) Montrer que pour tous a € R et h € R,

a+h:zn:() a) h*.

k=0



Solution. Soient @ € R et h € R. Le polynéme B,, est de degré n donc la

formule de Taylor polynomiale donne directement :

n

" B (q n
B.x) = P =3 (k) By 4(@)(X — a)*
k=0 k=0

d’apres la question précédente. On conclut par évaluation en a + h.

(¢) En déduire I'identité suivante dans R[X] :

Bu(X +1) = By(X) =" (Z) Bi(X).

Solution. Quel que soit x € R, on obtient pour a =z et h=1:

Bp(z+1) = kf:_o (Z) Bp_p(z)1F = f: (Z) B;(x)

=0

<.

par changement d’indice j = n — k. Autrement dit, tout € R est racine du

polynéme différence :

Bu(X +1) — Bu(X) — nz_:l (Z) Bi(X),

k=0

Ce polynéme admet une infinité de racines donc il est nul.

N

Q.17 Soit p € N. Pour tout N € N, on pose S,(N) = Zk”
k=0

(a) A l'aide d’une somme double et de la relation obtenue en Q.14, montrer que :

Vn € N*, Bo(X+1)—B,(X)=nX""1

Solution. Soit n € N*. On développe les polyndmes By, puis on intervertit



I’ordre de la sommation triangulaire :

Bu(X +1) = Bo(X) = > Zk: (Z) (’;) b X7

On effectue alors le changement d’indice i = k — j, en observant que :

<Z> (l;) ~jln— kr>b:<k - (?) (Z:D

ce qui conduit & :

car tous les termes s’annulent sauf celui pour j =n — 1.

(b) En déduire que, pour tout N € N,

Bpi1i(N +1) — by
p+1 ’

SP(N) =

Solution. En posant n = p+ 1, la formule précédente donne :
VkeN, Bppi(k+1)—Bpi(k)=(p+1)kP.

On somme alors pour k € [0, N — 1],

N—

H

Bpi1(k+1) = Bpga(k)) = (p + 1)Sp(N).
kiO

Mais cette somme vaut aussi Bpy1(N + 1) — B,41(0) par télescopage, d’ot le




résultat car Bpy1(0) = bpy1.

(¢) Déterminer, en fonction de N € N, la valeur de S3(IN) et Sy(N).

Solution. D’apres la formule précédente :

By(N+1)—by (N+1)*—2(N+1)*+ (N +1)>

S3(N) = 1 = 1

ce qui donne finalement apres simplification :

N2(N +1)?

Sa(N) = ==

On obtient de méme Sy(N) en déterminant d’abord le polynéme

5 5 1
Bs=X°"—-ZXx*+Zx3-Z2X
5 5t T3 6"

ce qui conduit apres simplifications a :

Bs(N+1)—bs |6N®+15N*+10N3 — N
5 o 30

S4(N) =




