Sixieme devoir en temps libre

& rendre vendredi 9 février

I Comparaison de moyennes

Q.1 Inégalité de Jensen. Soit f : I — R une fonction convexe, définie sur un intervalle
I. En raisonnant par récurrence, montrer que : pour tout n > 1, pour tous z1,...,T,
dans I et A\q,..., A, dans Ry tels que Ay +--- 4+ A, =1,

f (ZM%‘) <Y N f(wi).
i—1 i=1

Q.2 Soient x1,...,x, des réels strictement positifs.

(a) Etudier la convexité de la fonction In.

(b) En déduire V'inégalité arithmético-géométrique :

Q.3 Soient x1,...,z, des réels strictement positifs Pour tout oo € R, on pose :

M(a) = <i2xf‘) .

(a) Etudier, pour tout réel v > 0, la convexité de la fonction z — 27 sur RY.
(b) Montrer, & I'aide de I'inégalité de Jensen, que M : R} — R est croissante.

(c) Quelle est la limite de la fonction M en 07 en 400 ?



II Probleme d’analyse

A  Préliminaire.

Q.1 Soit (a,b) € R? tel que a < b. On considere la fonction ¢ : R — R définie par

(b—1)*

VteER, ot)=e +e'(b—1t)+ef 5

(a) Montrer qu’il existe ¢ € ]a, b tel que () = ola) = lec (b—c)%

b—a 2
L x 1 s
(b) En déduire que, pour tout z € R, |e* =1 —x — 5 < ¢ |z]°.
B Etude d’une fonction
Soient a un réel et f la fonction de R dans R définie par :
z
f(0)=a et VzreR" f(z)= 1

Q.2 Continuité.
e’ —1
.
(b) En déduire 'unique valeur de a telle que f soit continue en 0.

(a) Calculer lim
z—0

On supposera dans toute la suite que a est égal da cette valeur.
x? N

Q.3 Régularité. Pour tout z € R, on pose g(z) =1—z + 5 = e ",

(a) Montrer que f est de classe € sur R* et que :

vz e R*, f(z) = (g(x) — 1) f(z)?e®.

2 2

1
(b) Montrer que : Vz € R, |g(x)| < ielm”x\‘?.

1
(c) En déduire que f est de classe €' sur R tout entier et que f/(0) = —3

Q.4 Allure de la courbe
(a) Montrer que f est strictement décroissante sur R.

(b) Dresser le tableau de variation complet de f (avec limites en —oco et en +00

notamment). On fera apparaitre la valeur en 0.



(c) Montrer que la droite d’équation y = —x est asymptote a la courbe de f en —cc.

On précisera leurs positions relatives.
(d) Quelle est ’équation de la tangente en 07

(e) Tracer l'allure de la courbe représentative de f sur R.

C Etude d’une suite

Q.5 Encadrement de la dérivée.
1

a) Soit x € Ry. Vérifier que f'(z) + - est du signe de h(x) = e** — 2ze” — 1.

Soit x € R. Vérifi ! 5 est du signe de h 2 _9xe® —1
(b) Montrer que h est une fonction positive sur R.

1

c) En déduire que < = sur Ry. Que peut-on en déduire pour f7

En dédui ’<2 Ri. Q t dédui ?
. onvergence. Soit uy € R%. On considere la suite (uy,)nen telle que :
6 C Soit R%. O idere la sui 11

Un

YneN, upp = o 1

(a) Justifier que cette suite est bien définie et & termes strictement positifs.
(b) Montrer que f admet un unique point fixe o sur R, qu’on explicitera.

(¢) Montrer alors que :

1
VneN, |upir —al < §|Un —al.

(d) En déduire que la suite (u,,) est convergente et préciser sa limite.



