Huitieme devoir en temps libre

Solutions

Exercice 1

Soit ' un R-espace vectoriel de dimension finie. Le but de I’exercice est d’étudier les

endomorphismes f € Z(F) qui vérifient :

1 .
f2=§(f+1dE)~ (*)
On notera Fy; = Ker(f —idg) et Fy = Ker(f + %idE).
Q.1 Exemple en dimension 2. Dans cette question uniquement, on suppose que :
2 2 1
E=R et V(z,y) € R?, f(x,y)zz(x+3y,3x+y).
(a) Justifier que f est bien un endomorphisme de E.

Solution. L’application f est bien définie de R? dans R?. Montrons qu’elle
est linéaire. Soient (x,y) € R?, (2/,y') € R? et A\, \' réels :

1
fOx+ N2 y+Ny') = Z()\x + Na' + 3y + 3Ny, )
!/

A A
= q@+3y )+ @ 3y

= )‘f(xvy) + )‘/f(xlvy/)'

(b) Montrer que f est solution de (x).



Solution. Soit (x,y) € R%. On calcule f?(z,y) par linéarité :

F(Fy) = 1/ +3y,32 + )

= %((x +3y) + 3Bz +y), 3(xz+3y) + (3z+y))

1
= E(10:c + 6y, 62 + 10y)

1
= §(5w+3y,3x +5y).
1 .
Et d’autre part pour §(f +idg)(z,y) :

(x4 3y,3z+y) + (z,v))

(

(5z + 3y, 3z + 5y).

==

(f@.y) + (z,y)) =

N
O =N =

1
Ces termes sont égaux pour tout (z,y) € R? donc f? = §(f +idg).

(c) Déterminer une base de E; et une base de F5. En déduire que E; et Ey sont

supplémentaires dans F.

Solution. Soit (z,y) € R?. Par définition,
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En paramétrant, il vient alors :
Ei={(\N) | A € R} = Vect(u), on u=(1,1).

Puisque f(z,y) + 3(z,y) = 2(z + y,x + y), on obtient de méme :

Ey ={(A\, =) | A € R} = Vect(v), on v=(1,-1).

Les vecteurs u,v sont non nuls donc (u) et (v) sont des bases de Ey et Es
respectivement. En particulier, dim F; + dim Fs =1+ 1 = dim E.
De plus, Eq = Vect(u) et B2 = Vect(v) sont en somme directe car Vect(u) N




Vect(v) = {(0,0)} (sinon u et v seraient colinéaires). Par caractérisation en

dimension finie, on a donc E = E; ® Fs.

(d) Soit p le projecteur sur E; parallelement & Es. Pour tout vecteur (z,y) € E,

expliciter I'image p(z,y).

Solution. Soit (x,y) € E. Il existe (A, \) € Ey et (u, —p) € E uniques tels
que (z,y) = (A A) + (u, —), ce qui se traduit par :

T=A+pu et y=XA—pu.

1
Par définition de p, il vient donc p(x,y) = (A, ) = g(x +y,z+y).

Q.2 Retour au cas général. On suppose seulement que f € Z(FE) vérifie (%).

(a) Montrer que f est un automorphisme de E et déterminer des réels o, § tels que

Fl=af+pBidg.

Solution.

e M#éthode 1. On procéde par factorisation comme pour les matrices : 2f2 —
f=idg,donc fo(2f—idg) = (2f —idg)o f = idg. Il s’ensuit directement

que f est bijective, de réciproque :
f~t=2f —idg.

o Méthode 2. On étudie le noyau. Soit = € Ker f. Par linéarité f?(z) =
£(0) = 0 mais aussi f*(z) = 2(f(z) + 2) = iz par hypothése, d'ou
x = 0. Ainsi, Ker f = {0}. Donc f est injective. Par caractérisation des
isomorphismes en dimension finie, f est donc aussi bijective de E dans E
car dim E = dim E. Sachant que 2f? — f = idg, on en déduit expression

de f~! par composition.

(b) On pose p = %(Qf +idg). Montrer que Kerp = Es et Imp = Fj.

Solution. Soit x € E. En multipliant par le réel % non nul,

p(x) =0 <= (f + Lidg)(@) = 0.



(c)

(d)

Ceci montre déja que Kerp = Fs.

Montrons maintenant que Im p = E; par double inclusion.

e Soit z € Ey. Alors f(z) — 2 =0, donc p(z) = §(2z + ).
En particulier = p(z) € Im p.

« Soit y € Imp. On dispose de = € E tel que y = £ (2f(z) + ). Mais alors,
par hypothése sur f2,

fy) =31() + 3f(2) = 3f(2) + 32 =v.
Autrement dit f(y) —y =0 donc y € E;.

Montrer que p est un projecteur. Qu’en déduire pour Fp et Fo?

Solution. On sait que p € Z(E). Calculons p* sachant que 2f commute
avec idg, a laide de ’hypothese sur f2 :

p? = LA+ 4f +idp) = 3(6f + 3idr) = 1 (2f +idp),

c’est-a-dire que p? = p. Par caractérisation algébrique, il existe alors F, G s.e.v.
supplémentaires (dans E) tels que p est le projecteur sur F' parallelement a G.

Mais alors Imp = F' et Ker p = GG. Finalement, F et Es sont supplémentaires.

Calculer po (f —idg). En déduire que Im(f — idg) = Es.

Solution. On développe par bilinéarité :
1 . . .
§(2f +idg)o (f —idp) = 2(2f* — f —idg) = 0.

Soit y € Im(f — idg). On dispose alors de € E tel que y = f(z) —z. I

vient :
(f + 3idp)(y) = 3(2f +idp)(y) = 3 (po (f —idgr)) () = 0,
de sorte que Im(f — idg) C Es. D’apres le théoréme du rang,
dim F = dimIm(f — idg) + dim Ker(f — idg)

donc dimIm(f — idg) = dim F — dim E; = dim Es. Par cas d’égalité des




| dimensions pour un s.e.v. on conclut : Im(f — idg) = Es.
(e) Pour tout n € N, déterminer A\, u, réels tels que [ = \,p + ppidg.

Solution. Par définition de p, on a directement f = %p - %idE. Puisque %p
commute avec 'homothétie —%idE, on obtient directement par formule du

binéme de Newton pour tout n > 1 :

= 2% Z (Z) (—1)"—kgkpk

k=0

Sachant que p? = p, on peut simplifier les termes d’indices k > 1 :

> (1) <—1>”k3k> p

on on \ &
(=", 2" — (—=1)"
_ d .
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Exercice 2

On consideére le polynéme A = X (X — 3)(X — 1) de R3[X].
Q.3 Soit ¢ € .Z(R3[X],R?) définie par :

VP e Rs[X], ¢(P)=(P(0),P(3),P(1)).

(a) Montrer que Ker ¢ = Vect (A). Quel est le rang de ¢ ?

Solution. On raisonne par double inclusion. Pour tout A € R, il est clair
que p(AA) = (0,0,0), donc Vect(A) C Ker ¢.

Réciproquement, soit P € Ker ¢. Alors P(0) = P(3) = P(1) donc 0, 3 et 1
sont racines de P de multiplicités au moins 1. Il existe Q@ € R[X] tel que
P=(X-0)(X—1)(X —1)Q. De plus deg @ < 0 car deg P < 3. Donc (Q est
un polynéme constant, c’est-a-dire que P € Vect (A).

Il s’ensuit que Ker¢ = Vect(A) est de dimension 1 car A n’est pas nul.

D’apres le théoreme du rang :

dim R3[X] = dimKerp + rg




| doncrgpy=4—-1=3.

(b) En déduire qu'il existe (Py, Po, P3) € R3[X] tels que :

@<P1> = (1’070), ‘p(P2) = (Oa 170)a @<P3) = (070’ 1)

et justifier que (A, Py, Py, P3) est une base de R3[X].

N.B. On ne demande pas d’expliciter ces polynomes.
Solution. D’apres la question précédente, dimIm ¢ = rgy = 3.

e Or Imy est un s.e.v. de R3, donc nécessairement Im ¢ = R3. Notons
(e1,€e2,e3) la base canonique de R3. Par surjectivité de ¢, ces vecteurs
admettent des antécédents P;, Py, P3 dans R3[X].

o Montrons que la famille (A, Py, P>, P3) est libre. Soient «, 81, 82, 83 réels
tels que
aA+ 1P+ BaPe + B3P3 = 0.

En appliquant ¢, on obtient par linéarité
0+ pre1 + Baea + Bzes =0

c’est-a-dire que (81, B2, 83) = (0,0,0). Mais alors aA = 0, donc o = 0

aussi car A n’est pas nul.

e Par caractérisation en dimension finie, la famille libre (A, Py, P», P3) est

une base de R3[X] car sa dimension est 4.

1
Q.4 On pose z/ A(t) dt.
0

(a) Justifier que I = —I par changement de variable t = 1 — s. En déduire I.

Solution. Notons I cette intégrale. La formule de changement de variable

donne :

I:/OlA(t)dt:—/IOA(l—s)ds:/OlA(l—s)ds

ot A(1—s)=(1—-s)(3—s)(1—(1—s5))=—A(s) sur [0,1].
Ainsi, I = —1I et donc I = 0.




(b) En considérant les polynémes Py, P, et P3, montrer qu’il existe un unique triplet
(A1, A2, A3) de réels tel que :

VP € Ry[X], /1 P(t)dt = MP(0) + AP(}) + AsP(1).

Solution.

o Analyse. Soit (A1, A2, A3) un triplet solution. En particulier

1
/ Pl(t) dt = /\1P1(0) + )\gpl(%) + )\3P1(1) =)\
0

par (P1(0), Pi(3), Pi(1)) = (1,0,0). De méme :

1 1
/ Pg(t) dt = /\2 et / Pg(t) dt = )\3.
0 0

o Synthése. Vérifions que le triplet (A1, A2, A3) défini par les intégrales de
Py, P>, P; est bien une solution.
Soit P € R3[X]. Puisque (A4, Py, P2, P5) est une base, il existe a, 51, 82, 3
réels tels que P = aA + 1Py + B2Ps + (83 P3. Mais alors, par linéarité de

I'intégrale :

/ dt—a/A dt—&-Zﬁz/ dt—o+ZﬁH

On en déduit I'égalité voulue car Ay P(0) = A1(0+ 81 + 0+ 0) et de méme
)\QP(%) = )\2,82 ainsi que )\3P(1) = )\353.

(c) Montrer que A\; = §, Ay = % et A3 = .
Solution. Pour P = X(X — 1), la formule donne en particulier :

1
~ 2 = MP(0) + AaP(3) + s P(1) = / (2 tydt = —,
0

. On en déduit ensuite que A3 = l en prenant par exemple

Alzgavechl—X.

Q.5 (Facultatif) Soit f une fonction de classe €* de [0,1] dans R.



(a) Montrer qu’il existe M € Ry tel que : Yz € [0,1], |f*(z)] < M.

Solution. La fonction f (4) est continue sur le segment [0, 1], donc elle est

bornée d’apres le théoreme des bornes atteintes.
(b) On pose S(f) = A1 f(0) + A2 f(3) + A3 f(1). Montrer alors que :

1
aae-si0)| < i
0

Solution. L’idée est de remplacer f par un polynome de R3[X] :

1

by

k=0

-3~

l\D\»—A

D’apres la formule de Taylor—Lagrange a ’ordre 3 en 7,

vt e[0,1], [f(t)— P < oIt — 31"

1
On sait que / P(t)dt = S(P). Donc par inégalités triangulaires :
0

/01f<t> dt—S(f)‘ -

/lf(t) dt — /1 P(t)dt + S(P) — S(f)
0 0

<[ [ - <>>dt‘+|s<> S(P)
/|f () dt+1S(f) = S(P)|.

B

L’inégalité de Taylor-Lagrange permet de majorer I'intégrale :

M [ M
AL — - DAt < ——
4l /o (b= 3)"dt 4! x 40’
ainsi que le second membre :
1f(0) = PO)] 4o | |f(1)—P1)] M




Pour conclure, il suffit de remarquer que ﬁ + ﬁ < 1.

Commentaire. En appliquant ce résultat a une subdivision de l'intervalle, on
obtient une méthode de calcul numérique d’intégrale beaucoup plus précise
que la méthode des rectangles pour les fonctions suffisamment réguliéres : la

méthode de Simpson.

(¢) En déduire qu’il existe un réel C' > 0 tel que :

C

nd’

<

1 n—1 n—1
e, | [ -5 (1042 s+ Y s
0 0 =1 =0

Indication. Considérer les fonctions fi, : t — f(E) pour k € [0,n — 1].



