Premier devoir en temps libre

Solutions

Exercice 1

Soit n un entier naturel. Calculer les sommes et produits suivants :

3n
Q.1 > k(4n—k

k=2n

Solution. Par changement d’indice j = k — 2n puis linéarité :

> @n+)2n—j5) =Y (4n® — 57

j=0 j=0

nn+1)2n+1)
6

=4dn*(n+1) -

n(n+1)(22n — 1) .

12[ (2k +1)(2k — 1)
(2k + 3)(2k + 5)

Solution. C’est un télescopage sur deux rangs car (2(k +2) 4+ 1) = 2k + 5 et

2(k +2) — 1 =2k + 3. On peut se ramener a deux télescopages simples :

n n n

(2k+1)(2k—1) 2k +1)(2k — 1) (2k +3)(2k+ 1)
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3n

Q.3 Z (_1)max(k,2n)

k=n-+1
Solution. On regroupe les termes en deux paquets selon que n + 1 < k < 2n ou

m+1<k<3n:

2n 3n 1_ ( l)n
Z ( 1)2n + Z (71)k _ n( 1)271 + (71)2n+1 5
k=n-+1 k=2n+1

Solution. La somme porte que les couples (i, 7) tels que (0 <i<neti<j<n),

ce qui équivaut & (0 < j < net0<i<yj). On intervertit 'ordre de sommation :

. n 7 .
s (550
o<i<i<n =0 i=0 \!

n

> (a+2y

J=0

3n+1 -1
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Exercice 2

a
Rappel : un réel x est rationnel s’il existe a € Z et b € Z* tels que x = 3 Il est dit

irrationnel sinon. L’ensemble des rationnels est noté Q.

Q.5 Soient x,y deux réels. Montrer que :

(z€QetyeQ) = (z+yeQetazxyeQ).



Solution. Supposons que x € Q et y € Q. Montrons que z +y € Q. Par hypothese,

on dispose d’entiers a, b, ¢, d tels que b, d sont non nuls et :

_ad+bc

+

€
d bd

r==, y=- don az+y=

SallEs}

Par sommes et produits, ad + bc est un entier et bd est un entier non nul. Donc

:chyéQ.Deméme,xxy:%EQ.

Q.6 Un produit d’irrationnels est-il toujours irrationnel 7 Une somme d’irrationnels

est-elle toujours irrationnelle ? (indication : on rappelle que V2 est irrationnel)
Solution. Considérons z = v/2 et y = —v/2 pour obtenir des contre-exemples :
o /2 est irrationnel ;

e —V/2 est irrationnel aussi (sinon son opposé serait rationnel);

0
e lasomme z+y=0= 1 est rationnelle;

e le produit z x y = -2 = T est rationnel.

Q.7 Soit  un réel. Montrer que si 22 est irrationnel, alors x est irrationnel aussi.

Solution. On a vu que le produit de deux rationnels a, b est toujours rationnel.

En particulier pour z = a et x = b, on a donc :

reQ = 2?2 eQ.

Par passage a la contraposée, il vient : ’xz ¢Q = x2¢Q. ‘

Q.8 Soient z,y réels. Montrer par I'absurde que : (x ¢ Qet y € Q) = =z —y ¢ Q.

Solution. Raisonnons par I'absurde : on suppose que I'implication est fausse,
c’est-a-dire que sa négation (z ¢ Q et y € Q) et z —y € Q est vraie. On remarque
alors que = = (z — y) + y est la somme de deux rationnels et donc z € Q d’apres la
question a), ce qui contredit ’hypothése x ¢ Q. On conclut par ’absurde.



Probleme
Préliminaires
Q.9 Déterminer tous les nombres de Fibonacci inférieurs a 100.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
F,10 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 &9

Solution.

Le prochain nombre de Fibonacci est 55 + 89 = 144, qui dépasse 100.

Q.10 Montrer que pour tout entier n > 1, le nombre F}, est un entier naturel non nul.

Solution. On montre ceci par récurrence double :
e C’est clairement vrai pour Fj et Fj.

e Soit n € N tel que F), et F, 41 sont des entiers naturels non nuls. Alors Fj, ;o est

aussi un entier naturel par somme, et Fj, 1o > 1+ 1 donc en particulier F,, 4o # 0.

Q.11 Montrer que la suite (F},) est strictement croissante a partir du rang 2 et que :

VneN, F,>n-—1.

Solution. Pour tout n > 2, F,, 41 — F,, = F,,_1 > 0 d’apres la question précédente.
La suite (F},)n>2 est donc strictement croissante. La proposition F;, > n — 1 est

clairement vraie pour n = 0,n = 1 et n = 2. De plus, pour tout n > 2,
Fozn-1= F,ju2n—1+F,1>2(n+1)-1

Par récurrence sur n > 2, elle est donc vraie pour tout entier naturel.

Q.12 On note P la proprosition suivante : In € N* Vk > 2, (Fp, <n = Fi41 < n).
(a) Déterminer la négation de P.

Solution. La négation est : Vn € N*,3k > 2, (F), < n et Fyy1 > n).

(b) Montrer que si P est vraie, alors il existe n € N* tel que : Vk > 2, Fy < n.



Solution. Supposons que P est vraie. On dispose donc d’un entier n € N*
tel que :
Vk =22, (F,<n = Fri1 <n).

Puisque F> = 1, la proprosition F5 < n est vraie. Par récurrence, on a donc :

(¢) Démontrer que, pour tout n € N*, il existe un entier k& > 2 tel que F, < n < Fyiq

et que cet entier est unique.
Solution. Soit n € N*,

e FEzistence. Supposons que P est vraie et cherchons une contradiction :
d’apres la question précédente, on dispose de n € N* tel que Fi < n quel
que soit k > 2. Donc en particulier F), 2 < n. Mais ceci est absurde car

on sait que Fy, 12 > (n+2) — 1. On en déduit que P est fausse, d’ou :
(Fkgnet Fk+1>’ﬂ) <— I} < TL<Fk+1

e Unicité. Soient k > 2 et £ > 2 deux entiers naturels non nuls tels que

Fr, <n < Fiyq et Fy <n < Fypyq. Alors de deux choses ['une :

Fy, < Fyyq, donck< /{41
Fy < Frq1, doncl<k+1

par stricte croissance de (F),),>2. Il vient donc k < £ et £ < k, d’ou k = £.

Diagonales de Pascal

Q.13 En effectuant le changement d’indice &’ = k + 1 dans la somme D,,, montrer que :

V’I’LEN, Dn+Dn+1 :Dn+2-
Solution. Soit n € N. En posant ¥ =k +1,ona k=% —1 dou:

o () (1)

k'=1 k=1



) = 0 par définition, on peut aussi écrire

n+1
n+1—k
Dn:Z< Lol )

k=0

1
Puisque (n +1

En ajoutant D, 1, la formule de Pascal donne alors :
n+1 n+1
n+1—k n+1-—k n+2—k
D, + D, = = .
=3 | () (-5 )

Ceci correspond bien a D, o car

(2=

Q.14 En déduire que : Vn € N, D,, = Fj 4.
Solution. On raisonne par récurrence double.

e Montrons que Dy = F; et D1 = F5 :

w20 pex (3 -0)+0)-

k=0

e Soit n € N tel que D,, = Fj,41 et D1 = F,yo. Alors, d’apres la question

précédente et la définition de la suite de Fibonacci,
Dn+2 = Dn + Dn+1 = Fn+1 + Fn+2 = Fn+37

ce qui donne bien ’égalité au rang n + 2.

Formule de Binet

Q.15 Montrer que Péquation 22 = z + 1 d’inconnue x admet deux solutions réelles,
notées ¢ et 1, qui vérifient p — 1» = v/5. Calculer la somme ¢ + 1 et le produit .

2

Solution. L’équation du second degré z“ — xz — 1 a pour discriminant A = 5. Ses



solutions sont donc

Elles satisfont bien ’égalité ¢ — 1 = V5. De plus :

2 2

Q.16 On consideére la suite (G, )nen de terme général G,, = Fy, 11 — oF,,.

(a) Montrer que (Gy,)nen est une suite géométrique de raison 1.

Solution. Soit n € N. D’apres les calculs précédents :

Fn+2_§0Fn+1:(1_¢)Fn+1+Fn:¢Fn+1 ¢F _’(/}( n+1 —

On a donc : ‘Vn eN, Gpy1 =9vG, ‘

(b) En déduire que, pour tout entier naturel n,

&ﬂ;f(@’i

n 0
e AN

Solution. Soit n € N. La suite (G)ken est géométrique, donc :
Vk €N, Fii — @F), = *(F — pFpy) = ¢*.

En divisant par ¢*T!, on obtient pour tout k € N :

SDkJrl ,(/)Ic - ©

Frppn Fry 1 <¢>k
®

La formule demandée s’ensuit alors puisque, par télescopage,

— ([ Fri1 _F, Fy
Z k+1_7 ~— on 0

e @0

Q.17 Donner finalement une expression de F), en fonction de n.

oFy).



Solution. Soit n € N. D’apres la question précédente,

wn
1X1‘(6)

g <7
4 1 s

[

En utilisant le fait que p — ¥ = /5, on obtient finalement :

YneN, |F,= (" —y™).

Sl

Théoréme Z

Q.18 Trouver une Z-décomposition pour chaque entier de 1 a 13.

Solution.
1=F, 2=1Fj3 3=F3+Fy, |4=F,+F, | 5=F;
6=1F5+ F> 7T=F5+ F3 8= Fg 9=Fs+ Fy | 10 = Fg + F3

U=Fs+F |12=Fs+F,+F | 13=F;

Q.19 Démontrer par récurrence forte que tout n € N* admet au moins une Z-décomposition

ol k1 est déterminé par l'encadrement Fy,, <n < Fj,41.

Solution.

e Pourn=1,onal=F,et Fy <1< F3 est bien vrai.

o Soit n € N. Supposons que tout entier m € [1,n] admet au moins une Z-
décomposition. Considérons I'entier n + 1. On dipose d’un entier k1 >> 0 unique
tel que Fi, < n+1 < Fy, 41 d’apres les préliminaires.

Si Fy, =n + 1, ceci donne déja une Z-décomposition. Sinon, m =n + 1 — Fy,
vérifie m € [1,n], donc m admet une Z-décomposition m = Fy, +--- + I}, telle

que Fi, <m < Fj,41. On en déduit la Z-décomposition suivante pour n +1 :
n—l—l:Fkl +Fk2+"'+FkP~

Vérifions que k1 >> ko : on sait que Fy, < n+1— F), et donc Fy, + Fj, <n+1.
Par ailleurs n +1 < Fy, 41 et Fyy41 = Fyy + Fiy—1, donc Fy, < Fj, 1. Par

croissance de la suite, on en déduit que ko < ky — 1, d’ou | by >> ko |.




Q.20 Démontrer de plus que toute Z-décomposition d’un entier n € N* vérifie nécessai-

rement 'encadrement Fj, < n < Fi, 41 et qu’elle est unique.

Solution. On raisonne & nouveau par récurrence forte.
e Pour n = 1, la seule décomposition possible est 1 = F5 car les nombres de
Fibonacci suivants valent au moins 2. On a bien Iy < 1 < F3.
e Soit n € N*. Supposons le résultat vrai pour tout m € [1,n] et démontrons-le
au rang n + 1. Soit une Z-décomposition n + 1= Fy, + -+ Fy .
L’inégalité Fj,, < n + 1 est claire. Etudions lautre :
(i) Sip > 1, alors Fy, + --- + Fy, est une Z-décomposition de n 41 — Fy,
donc par hypothese de récurrence n + 1 — Fy, < Fy,4+1. Or k1 >> ko donc
Fi,41 < Fj,—1 par croissance, ce qui donne n + 1 < Fy,,_1 + F},, d’'ou
n+1< Fk1+1.
(ii) Sip =1, alors F,, =n+1; encadrement Fj,, < n+1 < Fj, 41 est trivial.
Etant donnée une autre Z-décomposition n + 1 = Fy, + -+ Fy,, on aura de

méme Fy, <n+1< Fy 41 et donc ¢ = k; nécessairement. L’égalité
Fiy+ -+ Fry = Foy + -+

montre alors par hypothese de récurrence que ces deux Z-décompositions sont

égales, d’ott 'unicité pour la Z-décomposition de n + 1 aussi.




