PSI* 2022-2023

Feuille d’exercices posés aux oraux 2022
aux éléves de PSI* de La-Fayette

Planche 1. ccINP

Exercice 1

4 o Ja M,(R) — My(R)
Soit A € M,(R). On pose : M s AM
a) Montrer que fa est un endomorphisme.
b) Montrer que si A = A? alors f4 est un projecteur.
¢) Montrer que : A est diagonalisable si et seulement si fa est diagonalisable

d) Montrer que : A et fa ont méme spectre.
Exercice 2

On consideére une urne contenant n > 2 boules numérotés de 1 a n indiscernables au toucher.
On tire deuz boules simultanément et on note X le plus petit tirage et Y le plus grand.
a) Calculer pour (i,7) € [1;n]? la valeur P(X =iNY = j)
b) Déterminer les lois marginales de X etY.
¢) Calculer E(Y) Uespérance de Y .
d) Calculer E(Y (Y — 1))
e) Déterminer V(YY) la variance de Y.

Planche 2. Télécom

Exercice 1
N

On pose VN € N* | Sy = \/Lﬁ Déterminer la nature de Y 23

n=1

Exercice 2
A base d’une matrice 5 X 5 ...




Planche 3. CCINP

Exercice 1

2 1 1
Onpose A=|—-6 3 =5
-3 -1 -2

a) Quelles sont les valeurs propres de A ?

b) A est-elle diagonalisable ¢

¢) Trouver deuz vecteurs propres u et v de A, et un vecteur w, tels que (u, v, w) soit une base.
d) Montrer que A est trigonalisable.

Exercice 2 .
On pose Vn € N* | Vt € I =|0,+00[ , fu(t) = W et F(t) =" fu(t)
n=1

a) Déterminer le domaine de définition D de F
b) Montrer que F est de classe C' sur I et en déduire les variations de F.
c¢) Déterminer les limites de F' auz bornes de I.

Planche 4. CCINP

Exercice 1
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 2
Soit uw € L(E). On note Z, = {v € L(E) , uov =vou}
Pour A € C on pose E\ = ker(u — Al dg)
On suppose que u admet n valeurs propres distinctes.
1) Montrer que Z, est un espace vectoriel.
2) Montrer que, pour v € Z,, E\ est stable par v.
3) Déterminer la dimension des sous-espaces propres de u.
4) Montrer que si v € Z,, alors tout vecteurs proprés de u est aussi vecteurs propres de v.
5) Montrer qu’il existe une base B de E telle que, Vv € L(FE) :
v E€ Z, < Mpg(v) est diagonale.
6) En déduire la dimension de Z,.
7) Montrer que la famille (Idg,u,u?, ..., u""") libre dans L(E) et en déduire une base de Z,.

Exercice 2
Soit f it In(t)e'.
a) Montrer que f est intégrable sur]0,1]
+o0

1
b) Démontrer que : [In(t)e'dt = — Y ﬁ
0 n=1




Planche 5. Mines-Télécom

Exercice 1
Soit ag, ay,...,a, des réels deur a deux distincts.
1) Soit les polynomes définis par : Vi € [0;n] , Q:i(X) = (X +a;)"
Montrer que la famille (Qo, ..., Q) est une base de R, [X]

2)929¢

Exercice 2

Pour tout x €0, +oo[ on pose F : x — f t‘zqﬁ;(t) dt

"AC

+o0
1) Justifier Uexistence de I = { t‘zﬁ;" dt

2) Montrer que F est de classe C™ sur |0,4o00| et donner une expression de F’.
3) Déterminer alors la valeurs de I.

Planche 6. ccINP

Exercice 1

Soit f € L(R3) tel que f3 = Idgs et f # Idgs

1) Montrer que 1 est valeur propre de f.

2) Montrer que : R = ker(f — Idgs) @ ker(f? + f + Idgs)

3) Montrer que f est semblable a

= o O

1
0
0

S = O

Exercice 2
Soit une urne avec a boules blanches et b boules noires. On tire successivement n boules, avec
remise o chaque tirage, de maniére équiprobable.
Pour i € [0;n], on note B; I'événement : "i boules blanches ont été tirées".
1) Calculer la probabilité de I’événement B;.

[3] A " "
2) Montrer que : Vn € N, Vz € R | ;} (;)SCQZ St Lt )il ;(17@

3) Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre pair de boules blanches ?

Planche 7. ccINP

Exercice 1

Soit p €]0, 1] et (X,)nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant toutes une loi de Bernoulli
de parameétre p.

On pose Vn e N* | YV, = X,, + X, 11 et M,, = =
1) Enoncer la loi faible des grands nombres.

2) Les variables aléatoires Y, sont-elles mutuellement indépendantes ?
3) Déterminer l'espérance et la variance de M,,.

4) (?) Soit € > 0, montrer que nETMP(|Mn —2p|>€)=0




Exercice 2
Soit le systeme différentiel (S) < < o/ (t) = 2x(t) +

1) Ecrire (S) sous forme matricielle.
2) Diagonaliser la matrice trouvée en 1).

3) Résoudre (S)

Planche 8. ccINP

Exercice 1

Soit la suite de fonctions (fn)nen définit par¥Vn € N | Vo € [0,400[, fo(x) = zexp(—y/nx).
a) La suites de fonctions (fn)nen converge-t-elle simplement ¢

b) Calculer sup |f,(z)]

2€[0,+00]
Que peut-on en déduire sur la suite (f,)
+o0
c¢) Soit la série de fonctions F(x) = > fu(x).

n=0
Cette série de fonctions convergent-elle simplement ¢ uniformément ? normalement ? sur quel in-

tervalle ¢

Exercice 2
Soit A € GLy(R) telle que A # Iy et A? = AT
1) Trouver un polyndme annulateur de A.
2) Montrer que les valeurs propres de A sont racines de tout polynome annulateur de A. Que dire
de sp(A) ?
3) Montrer que A est une matrice orthogonale.
4) Déterminer det(A).
5) Trouver toutes les matrices A possibles.

Planche 9. ccINP
Exercice 1
ug > 0

VneN,| up = ¢

—un

Soit la suite (up)nen définie par {

1) Déterminer lim u,
n—+o0o

2) Déterminer lim nu,
n—+oo

3) Nature de > u, et de > (—1)"u,

Exercice 2




Planche 10. ccINP
Exercice 1
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parameétre A > 0.

+oo
1) Démontrer que : Vn e N, P(X <n) =L [ e "a"dx
)

o0
2) Trouver une équivalent de u, = [ e “z"dx
A

3) Soit Gx la fonction génératrice de X. Calculer Gx(1) et Gx(—1)

4) Calculer la probabilité que X soit paire.

5) Soi'Y une variable aléatoire indépendante de X, suivant une loi uniforme sur [1;2]
Calculer la probabilité que XY soit paire.

Exercice 2

Soit (E,<,>) un espace préhilbertien.Soit (eq, ..., e,) une famille libre de E telle que :
Va S y ||IH = Z <Z,6 >2

i=1
1) Montrer que : Vj € [1;n] , |le;]| <1

2) Soit x un vecteur unitaire orthogonale vect(ey, ..., e,_1)
Calculer < x,e, > et en déduire ||e,||*
3) En déduire que (eq,...,e,) est une base orthonormale de E.

Planche 11. ccINP

Exercice 1

Soit E =R"™ que 'on muni du produit scalaire canonique.

Soit A € M,(R). On note u l’endomorphisme admettant A comme matrice relativement a la base
canonique de E et w U'endomorphisme admettant AT comme matrice relativement & la base cano-
nique de E.

1) Montrer que :¥(z,y) € E* | <u(z),y >) =< z,w(y) >

2) Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. Montrer que F* est stable par w.

1 11
3) Soit A=|—-1 0 1
0 10

Déterminer le polyndome caractéristique de AT.
A et AT sont-elles diagonalisables ?
4) Trouver les sous-espaces vectoriels stables par u.

Exercice 2

+o0 400
Justifier Uexistence des deux termes de ['égalité : of Tmdr = nzzjo ﬁ

Montrer celte éqalité.




Planche 12. ccINP

Exercice 1

On considére une urne avec boules, indiscernable au touché, numérotées de 1 a 3.

On effectue une suite de tirages avec remise (indépendants).

Y est la variable aléatoire associée au nombre de tirages nécessaires pour obtenir 2 numéros diffé-
rents.

Z est la variable aléatoire associée au nombre de tirages nécessaires pour oblenir les 3 numéros.
1) Déterminer la loi de Y

2) Identifier la loi de Y — 1 et en déduire l'espérance et la variance de Y.

3) Déterminer la loi du couple (Y, Z).

4) Déterminer la loi de Z et l’espérance de Z.

Exercice 2
+00

On considere p(z) = [ eT_tsm(xt)dt
0
1) Montrer que ¢ est définie sur R.
2) Montrer que @ est continue et dérivable sur R.
3) En déduire ¢’ (x) et exprimer ¢(x) & laide des fonctions usuelles.

Planche 13. Mines-Ponts

Exercice 1 (15 minutes de préparation, 40 minutes de passage)

1) Soit (an)nen une suite réelle. Est-ce que Y. a, converge = Y. a2 converge ?

St ce n’est pas le cas, trouvez un contre exemple.

2) Soit (bn)nen une suite réelle telle que a,, = o(by,)

FEst-ce que Y a,, converge = > b, converge ?

Si ce n’est pas les cas trouver un contre-exemple.

3) Soit X une variable aléatoire a valeur dans N.

a) Que dire de E = {t € R, ¢ admet une espérance }

b) Trouver une variable aléatoire X telle que E = R~ et telle que t — E(e!™) soit C sur E.

Exercice 2 (pas de préparation, 15 minutes de passage, l'exercice est donné a la fin du passage
du premier)
Soit (E,<,>) un espace euclidien de dimension n > 2
On s’intéresse dans cet exercice a une notion hors programme : les endomorphismes antisymé-
triques. On notera A(E) l’ensemble de ces endomorphismes et on a, pour f € L(E) :
feAE)eV(r,y) € B, < f(x),y>=— <= fly) >
1) Dans cette question E est de dimension 2.
Démontrer que det(f) >0
2) Dans cette question E est de dimension 4.
On suppose que [ admet un plan stable P, on notera f' 'endomorphisme induit par f sur P.
a) Que dire de det(f") ¢
b) Que dire de det(f) ¢
3) Soit X € sp(f). Montrer que A = 0.
4) Montrer que si f admet une valeur propre complexe non réelle, alors f admet un plan stable.
5) Montrer que si dim(E) est paire alors det(f) >0
6) Que dire de det(f) si dim(FE) est impaire ?



