PSI*

Feuille d’exercices posés aux oraux 2023
aux éléves de PSI* de La-Fayette

1 ccINP

Planche 1. ccINP Nolan Thomas

Exercice 1
On pose Vn € N* | f.(z) = chn;(x)
1) Montrer que les fonctions f, sont intégrables sur [0, +o0]
+00
= S S
On pose I, = bf Ty de

2) Montrer que la suite (I,)n,en+ est convergente et déterminer sa limite.
3) Déterminer la nature de Y (—1)"1,

Déterminer la nature de > I,

4) Déterminer le rayon de convergence de >, I,x"

Exercice 2

1 -1 0
Soit A= {1 0 0]. On poseu, =tr(A")
1 0 0
1) En utilisant un polyndéme annulateur de A de degré 3, donner une relation linéaire entre u, o,

Up+1 €L Up.

En déduire une expression de u, en fonction de n.

2) Montrer que A est diagonalisable dans Ms(C)

Trouver une relation entre les valeurs propres de A et u,,.
3) Nature de > uy,




Planche 2. ccINP Titouan Séguy

Exercice 1
Soit o €]0, 1] et > 0.

Soit X et'Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que :

V(l,]) €N , ]P(X = i,ﬂY = j) = {(e)—ﬁﬁiaj(la)i—j ey
e

1. Donner la loi de X. )

2. Donner la loi de Y .

3. X etY sont-elles indépendantes ¢

4. On pose Z = X —Y. Donner la loi de Z.

9. Donner la probabilité de Y = j sachant Z = k. (222)

6. Conclure ... (?22)

$ii>

Exercice 2

Soit n > 2 et E =R,[X]. On pose, pour P =Y ax X" et Q = Y bp X"
k=0 k=0

On pose H={P € E, P(1) =0}

a) Montrer que <,> est un produtt scalaire.
b) Déterminer la projection orthogonale de R =1 sur H.

; <P,Q >= Zakbk
k=0

Planche 3. ccINP Emilien Carvhalo

Exercice 1

Soit une suite de variable aléatoire indépendantes (Xi)ren+. On pose ¥n € N* | S, = > Xj.
k=1

On suppose que chaque Xy, suit une loi de Bernoulli de paramétre py €]0, 1].

On pose : Vn € N* | P, = zw_
a) Donner lespérance et la variance de i—n
b) Montrer que : lim V(22) =0

n——+o00 n

Soit € > 0.

¢) Montrer que : liril P(| ettt _ P> ) =0
n—-+0o0

On suppose que : lirf P, =np.
n—-+00

d) Montrer que : lir}rq P(|XtXetetXn ) > g) = 0
n—-+0oo



Exercice 2

0 1 0 0
0
Soit n > 2 et A la matrice de M,(R) suivante : |+ . .. ..
0O ... 0 |
1 0 ... 0 0

a) Montrer que A est diagonalisable dans M, (C) et donner ses valeurs propres.
b) Quel est la dimension de l’espace vectoriel engendrée par la famille (Ak)keN.
c) Calculer le déterminant de A.
5

d) On pose B, = *=—. Déterminer l_1£1 B,
n o

Planche 4. ccINP Mathieu Testeil

Exercice 1
Soit a un réel strictement positif.
1

1) Montrer que : f 1jta dt est convergente.
0

1

2) Montrer Uexistence et calculer ft"“dt pour n € N
0

1 +to0 n
8) On donne Uégalité [ ljtadt =3 (1_17211
0 n=0

3)a) Peut-on montrer cette égalité & l’aide de la convergence uniforme ?

3)b) Peut-on montrer cette égalité grice a la majoration du reste ¢

3)c) Peut-on montrer cette égalité par le théoréme d’intégration terme & terme ?
4) Que donne cette égalité pour a =17

Exercice 2

2 -1 1
Soit A= |3 4 —5] e M;(R) et f l'endomorphisme de R® associé.
3 2 -3

1) Calculer les valeurs propres de A

2) A est-elle diagonalisable ?

3) Trouwver u et v deuz vecteurs propres de f, et w un vecteur de R? pour que (u,v,w) soit une
base.

4) Déterminer la matrice de f relativement a la base du 3).




Planche 5. ccINP Quentin Meyzonnier

Exercice+1
On pose I = [ sinlt) g
0

sh(t)

1) Montrer que : I est convergente.

2) Montrer que : ¥t €]0, 400 , Zi:((tt)) = 2etsin(t) > e
=0
+o00 9 "
3) Montrer que I = eTEsyeEst
+o - 5
4) On domne : > # =% . Donner un encadrement de I.
n=1

Exercice 2
On définit ¢ une application de R3[X| qui & P associé le reste de la division euclidienne de P par
X2 -1
1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R3[X]
2) ¢ est-il diagonalisable ? Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢
3) On note A la matrice associée & @ relativement a la base canonique.
Quelle est le déterminant de A ? A est-elle inversible ? ¢ est-il un automorphisme ?
Quelle est le déterminant de A+1, ? A+ 1, est-elle inversible ? ¢+ Idp,, est-il
un automorphisme ? A quoi ressemble (I, + A)~' 2

Planche 6. ccINP Maeva Cluzel

Exercice 1
Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et B une base de E.
On considere deux endomorphismes f et g de E tels que : go g = f.

N — O

10
On suppose de plus que la matrice de f relativement a B est A= |0 2
11

1) Trouver les valeurs propres de A et les vecteurs propres. A est-elle diagonalisable ¢

2) On note ey un vecteur propre de [ associé & la valeur propre 1, montrer que g(e1) un vecteur
propre de [ associé & la valeur propre 1.

On note ez un vecteur propre de f associé & la valeur propre 3, montrer que g(es) un vecteur
propre de f associé a la valeur propre 3.

3) g est-il diagonalisable ?



Exercice 2
—+o0

On pose pour tout réel x : f(x) = J t:;_tf dt
1) Déterminer le domaine de définition D de f.
2) Déterminer liril f(zx)
T—>+00
3) Calculer f(x — 1) — f(x)
4) Montrer que f est continue sur son domaine.
5) #2222

Planche 7. ccINP Lilian Garcenot

Exercice 1
“+o0

On pose o(z) = [ —emp(_lf_(tljtz))dt

0
1) Montrer que ¢ est définie et continue sur [0, 400]
2) Montrer que ¢ est de classe C' sur ]0, +o00[

3) Calculer (0) et lim ¢(z)
r—r-+00

+oo
On pose A= [ e du
0

4) Montrer que A est convergente.
5) Ezprimer, pour v >0, ¢'(x) en fonction de A et des fonctions usuelles.
6) Calculer A

Exercice 2

Soit (X;)ien une suite de variable aléatoire indépendantes et suivant toute une loi de Bernoulli

de parameétre p. Soit S, = > X;
i=1

1) Déterminer la loi de S,.

—+o00

2) Calculer Y (})a™*
n=k

Soit N wune wvariable aléatoire telle que N+1 suive une loi géométrique de paramétre

On considére une urne contenant une boule rouge et une boule verte indiscernabdble
au toucher.
On effectue N tirages avec remise et on note X le nombre de boules wvertes tirées.

3) Déterminer la loi de X.




Planche 8. ccINP Hangard Floy

Exercice 1
Soit (un)nen une suite décroissante, positive de limite nulle.

1) Montrer que > (—1)"u, est convergente.
400 4-00

On cherche & montrer l’égalité : [ i;}r);dt: _WZL@)
0 n=1
2) Montrer que lintégrale est convergente.
+oo
. 1 —
8) Montrer que : of pdt = 3

(="

+oo
4) Etudier la convergence uniforme de : t — 21 s
n=

5) Montrer 1’égalité voulue.

Exercice 2
Soit E el F' deuzx R espace vectoriel de dimension finie et G un sous espace vectoriel de E.
On pose : A={ue L(E,F), GC ker(u)}
1) Montrer que A est un sous espace vectoriel de L(E, F')
2) Donner la dimension de A.

Planche 9. ccINP Morin Nathan

Exercice 1

1. Vn € N, on pose :

Justifier Uexistence de la suite (uy)nen €t démontrer qu’elle converge vers 0.

2. VYn € N*, on pose :

Justifier la convergence de la série Y v,.

3. Vn € N*, on pose :

FEtudier la convergence de la série Y wy,.

4. ¥Yn € N*, on pose :

FEtudier la convergence de la série Y x,,.



Exercice 2

Soient n > 2, et A, B deux matrices de M, (R).
On définit M € Mo, (R) la matrice par blocs de la fagon suivante : M = (51 ﬁ), ot 0, est
la matrice nulle de M,,(R).

1. Montrer que VP € R[X], si A et B sont sont semblables, alors P(A) et P(B) sont sem-
blables.

Soit k € N, donner lexpression de MF¥.
En déduire une expression par blocs de la matrice P(M) en fonction de P(A), P'(A) et A.

Montrer que si M est diagonalisable, alors A est diagonalisable.

Etudier la réciproque

6. Montrer que si M est diagonalisable alors A est nulle.

2 Mines télécom

Planche 10. Mines-Télécom Quentin Meyzonnier

Exercice 1

On pose S(x) = Jrfzo In(n+ 1)x™ et on note Rg le rayon de convergence de celte série entiére.
1) Déterminer RT:O

On pose U(x) = Jioln(l + L)zn

2) Montrer que nV::i €|]—R,R[, (1—2)S(x)=U(x)

3) Montrer que U est continue sur [—1,1]
4) Déterminer les limites de S et en 1 et —1

Exercice 2
Soit E un R espace vectoriel.
Soit f € L(E) tel que : (f —Idg) o (f*+ Idg) = O et f# Idg
1) Montrer que ker(f — Idg) et ker(f* + Idg) sont supplémentaires dans E.
2) Montrer que si E est de dimension 3, alors, il existe une base B dans laquelle la matrice de f

1 0 O
est |0 0 -1
01 0




Planche 11. Mines-Télécom Nathan Morin

Exercice 1

Soit n € N, on définit la suite (u,)nen par :

{ ug € )0; 7|

Vn € N | up,yq = sin(u,)

1. Montrer que (up)nen converge vers .

. 1 1
2. (a) FEtudier la convergence de la suite ( 5~ —2> :
Un+1 Unp, neN
(b) On admet le théoréme de Césaro :
n
st (Up)nen converge vers £ € R, alors la suite v, = — > uy, converge également vers (.
N p=1

Etudier la série de terme général u,,.

3. Donner le rayon de convergence de la série entiére | u,2".

Exercice 2

Soit E un espace euclidien et B = (eq, ..., e,) une base de E.

Soit Uapplication [ définie par : Vr € E, f(x) =) <z,e; > e;.

=1
1. Montrer que f est un endomorphisme. Est-il injectif ? surjectif ¢

On suppose de plus que DB est une base orthogonale.

2. Montrer que [ est symétrique. A quelle(s) condition(s) f est-il un projecteur ?

Planche 12. Télécom Titouan Ségquy

Exercice 1
Soit A dans M,(R) admettant X3 — 3X — 5 comme polynéme annulateur.
Montrer que : det(A) > 0.

Exercice 2

On pose, pour n € N : u, = [ (1-2)

a) Montrer que u,, est bien définie.

b) Etudier lim u,.
n—4o0o




3 Centrale

3.1 Centrale : mathématiques 1

Planche 13. Centrale Math 1 Nathan Morin

e dt
1. Yz > 0, démontrer la convergence de l'intégrale F(z) = / ——5 5 ¢t calculer sa
0 1 + x4 + t2
valeur.

2. Soit a un réel positif.

T dt
(a) ¥n =1, on définit I, :/ —
o 1+ nomesin®(t)
. 1
A laide du changement de variable u = —(t)’ calculer la valeur de I,.
an

(b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur o pour que > I, soit convergente.

Planche 14. Centrale Math 1 Titouan Ségquy

On dispose de boules indiscernables au toucher. On départ on a N > 2 boules rouges dans
["urne.

On tire une boule, si elle est rouge on la remplace par une boule verte, sinon on la remet dans
l'urne.

On note X, la variable aléatoire donnant le nombre de boules rouges aprés n tirage.

l.a) Montrer que : P(X,41 = k) = 2EP(X, = k) + E2P(X, =k + 1)
1.b) Trouver une formule liant B(X,,) et E(X,11)
1.¢) Ezprimer E(X,,) en fonction de N et de n.




3.2 Centrale : mathématiques 2

Planche 15. Centrale Math 2 Nathan Morin

Ce sujet est en lien avec l'utilisation de Python sous pyzo, et il est conseillé d’utiliser les lignes
de code suivantes : import numpy as np et tmport numpy.linalg as alg

Soit (ag, ..., a,) € R™™ et (by, ..., b,) € R on définit la matrice M(a,b) de la fagon suivante :
V(i; 5) € [0;n]?, (M(a,b));; = (a; + b;)" ou (M(a,b)),; est leij-éme coefficient de M(a,b)

Les indices varient de 0 a n pour étre en accord avec l’indentation de Python.

1. Rappeler la définition et l'expression du déterminant de Vandermonde.
2. (a) Sous Python, définir une fonction récursive prenant un entier naturel n en parametre et
et qui renvoie la valeur de n! .

(b) Rédiger une fonction qui prend en parameétres deux entiers naturels n et k et qui renvoie
la valeur du coefficient binomaial (Z) avec une complexité linéaire, on supposera que les
opérations d’addition et de multiplication sont a codt constant.

(c¢) L’éléve Némo Isation propose de créer une fonction récursive se basant sur la formule
du triangle de Pascal pour répondre a la question précédente. Qu’en pensez-vous ?

(d) Rédiger une fonction Python qui prend un entier naturel n en paramétre et qui renvoie
la valeur de o, défini par :

VneN, a, = ()" [ @

k=0

3. On suppose qu’il existe i1 et iy deux entiers tels que : a;; = a;, ou b;;, = b;,. Prouver que le
déterminant de M (a,b) est nul.

On suppose désormais que les (a;)icfon) sont deuz & deux distincts, et que les (bj)jcom]
sont également deux a deux distincts.

4. Soit f: P~ (P(ag), P(ay), ..., P(ayn)). Montrer que f est un isomorphisme de R,,[X]| dans
R Expliciter la malrice de f relativement a la base canonique de R,[X]| et a la base
canonique de R,

5. On définit Vi € [0;n], Q:(X) = (X 4+ b;)". Démontrer que B = (Qo, Q1, ..., Qn) est une base
de R,[X]. Expliciter la matrice de passage de la base canonique de R, [X] a la base B.

6. Démontrer, en utilisant la formule de bindéme et en faisant apparaitre un produit matriciel
que :

det(M(a,b)) = o [] (aj—a) [ (b —b)

0<i<j<n 0<i<j<n

A I'agide de Python, tester pour quelques valeurs de (ag, ..., ap) et (b, ..., by) la validité de la
formule obtenue précédemment.

10



Planche 16. Centrale Math 2 Titouan Ségquy
lsine A

Si A est une partie de N on définit la suite (a,)nen par a, = ‘
0Osing A

+o00
On pose : fix) = Y apa™.
n=0
Si la limite existe dans R on pose P(A) = lir{1 (1 —2z)fa(z)
T— 1"
On note &/ ’ensemble des partie A de N tel que P(A) existe dans R.

1.) Montrer que le rayon de convergence de fa est supérieur ou égal 6 1.
2.) Etudier la cas A =0 et le cas A=N

3.) Montrer que si A, B € of alors : AC B= P(A) < P(B)

4.) Montrer que si A € o alors : P(A) € [0, 1]

5.) Montrer que : AABe€ o et ANB=0= AUB € <«

6.) Montrer que : A€ of = A€ A

7.) Etudier les cas A =2N et A=3N+5

8.)Si A={n?, neN}.
Ftudier avec Python fa, P(A) ...

11



4 Mines-Ponts

Exercice 1 (15 minutes de préparation, 40 minutes de passage)
Exercice 2 (pas de préparation, 15 minutes de passage, 'exercice est donné a la fin du passage
du premier)

5 ENS

Planche 17. ENS Paris-Sarclay Nathan Morin
(30 minutes de préparation, 30 minutes de passage)

Soit n un entier naturel.
—+o00

+oo
On définit : A, = [ t"e teos(t)dt et B, = [ t"e 'sin(t)dt ainsi que X, = (gn)
0 0 n

1) Montrer que pour tout n € N, A, et b, sont bien définies et que :
Vn € N, |A,> +|B,.]> < (2n)!

2) Déterminer Aqy et By

3) Montrer qu’il existe une matrice de rotation R(6y) telle que : ¥Yn € N | (n + 1)X, =
\/§R(90>Xn+l
On précisera 0

4) En déduire les expressions de A, et B, pour tout n € N

5) Quelles sont les valeurs de n telles que A, = B, ¢

6)727

12



