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Planche 1 (Max)

Exercice 1

Pour p et n entiers naturels, on dé�nit fn,p(t) = tn(ln(t))p

On pose ϕ(t) = tt si t ∈]0, 1] et I =
1∫
0

ϕ(t)dt

a) Montrer que la série
∑

1
nn est convergente.

b) Montrer que l'intégrale I est bien dé�nie.

c) Montrer que
1∫
0

fn,p(t)dt est bien dé�nie et la calculer.

d) Montrer que I =
+∞∑
n=1

(−1)n

nn

Exercice 2

Soit a, b ∈ R et E = Mn(R). On pose ∀M ∈ E , u(M) = aM + bMT

1 ) Montrez que u est un endomorphisme.
2 ) Montrez que u est diagonalisable et déterminez ses valeurs propres.
3 ) Calculez tr(u) et det(u).

Exo 1
a) Pour n ≥ 2 , 0 ≤ 1

nn ≤ 1
n2

c) Si on pose In,p =
1∫
0

fn,p(t)dt alors, par IPP, In,p =
−p
n+1

In,p−1 et donc In,p =
(−1)pp!
(n+1)p

d) Théorème d'intégration terme à terme

Exo 2
E = Sn(R)⊕ An(R) ...
tr(u) = n(n+1)

2
(a+ b) + n(n−1)

2
(a− b)

1



Planche 2 (Maxime L.)

Exercice 1

On pose ∀n ∈ N∗ , ∀x ∈ (0,+∞[ , un(x) = (−1)n e−nx

n

a) Montrer que la série de fonctions
+∞∑
n=1

un(x) converge simplement sur [0,+∞[

b) Montrer que la fonction
+∞∑
n=1

un est continue sur [0,+∞[.

c) Montrer que la fonction
+∞∑
n=1

un est dérivable sur ]0,+∞[.

d) Calculer
+∞∑
n=1

un

Exercice 2

A) Soit n ≥ 1, E = R2n. Soit u ∈ L(R2n) tel que u2 = 0E et rg(u) = n.

a) Montrer que Ker(u) = Im(u)

b) Montrer qu'il existe une base B de E telle que la matrice de u relativement à B soit de la

forme

(
0n In
0n 0n

)
B) Soit n ≥ 1, E = R3n. Soit u ∈ L(R3n) tel que u3 = 0E et rg(u) = 2n.

a) Montrer que Ker(u) = Im(u2)

b) Montrer qu'il existe une base B de E telle que la matrice de u relativement à B soit de la

forme

0n In 0n
0n 0n In
0n 0n 0n



Exo 1

Exo 2
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