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Planche 3 (William et Océane)

Exercice 1

On pose f(x) =
+∞∑
n=0

ln(1 + e−nx)

a) Donner le domaine de dé�nition D de f .
b) f est-elle continue sur D ?
c) Montrer que f est décroissante sur D.
d) Déterminer la limite de f en +∞
e) Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers inf(D)
d) Déterminer f(D).

Exercice 2

Soient E un espace vectoriel de dimension �nie et s est une symétrie vectorielle.
On pose pour u ∈ L(E) , g(u) = 1

2
(u ◦ s+ s ◦ u)

a) Montrer que g est un endomorphisme de L(E).
b) Calculer g3 et en déduire un polynôme annulateur de g.
c) L'endomorphisme g est-il diagonalisable ?

exo 1
a) ln(1 + u) ≤ u pour u = e−nx , D =]0,+∞[
b) Oui par CU

c) 0 ≤ f(x)− ln(2) =
+∞∑
n=1

ln(1 + e−nx) ≤
+∞∑
n=1

e−nx = e−x

1−e−x −→ 0

d) f décroissante et f(x) −→
x0+

+∞
f(D) =]ln(2],+∞[

exo 2
b) g3 = g
c) g diagonalisable car poly annulateur scindé simple
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Planche 4 (Maéva et Alexandre)

Exercice 1

1. Soit A ∈ Mn(C) et B =

(
0 A
In 0

)
a) Etude d'un exemple : dans ce a) uniquement A = In. Calculer B2. B est-elle diagonalisable ?
Quel est la nature de l'endomorphisme de R2n associé à B.
b) Déterminer rg(B) en fonction de rg(A).
c) Déterminer le polynôme caractéristique de B en fonction de celui de A.
d) Quel lien existe-t-il entre sp(B) et sp(A) ?
e) Si A est inversible et admet n valeurs propres distinctes, montrer que B est diagonalisable.
f) Est-ce encore vraie si A est non inversible et diagonalisable ?

Exercice 2

a) Montrer que pour tout x dans un domaine D à préciser, on a tan(2x) = 2tan(x)
1−tan2(x)

b) Montrer que : π
8
=

+∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
(
√
2− 1)2n+1

exo 1
a) rg(B) = n+ rg(A)
b) PB(X) = PA(X

2)
e) non prendre A non iversible ... par exemple matrice nulle de M2(R)

exo 2
D = [R\{kπ

4
, k ∈ Z}] ∪ {kπ , k ∈ Z}

tan(π
8
) =

√
2− 1 et DSE0 de arctan
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