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Planche 4 (Mathieu, Maxime S.) : Centrale Mathématiques 1

Soit A ∈ Mn(R) telle que A3 = I et B ∈ Mn,1(R).

1) Déterminez une matrice de M3(R) dont les valeurs propres sont exactement les racines troi-
sièmes de l'unité.

2) On suppose dans cette question que 1 n'est pas valeur propre de A.
(i) Montrez que l'entier n est pair.
(ii) Exprimez A2 à l'aide de A et In.
(iii)Résoudre l'équation AX = X −B d'inconnue X ∈ Mn,1(R).

3) Dans cette question : on suppose que 1 est valeur propre de A.
Résoudre l'équation AX = X −B d'inconnue X ∈ Mn,1(R)

Planche 5 (Matéo) : Mines-Télécom

Exercice 1

Soit a ∈ R∗ et la matrice A =

 0 a a2
1
a

0 a
1
a2

1
a

0


Déterminer An pour n ∈ N

Exercice 2

1) Résoudre sur ]0,+∞[ l'équation di�érentielle : x2y′′(x) + xy′(x)− y(x) = 2x

2) Résoudre (E) sur R.
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Planche 6 (Alexandre V.) : ccINP

Exercice 1

1. Trouver des réels a, b, c tels que

∀t ∈ R\ {−1, 0, 1} 1

t(t2 − 1)
=

a

t
+

b

t− 1
+

c

t+ 1

2. Résoudre sur ]1,+∞[, puis sur ]0, 1[, puis sur ]0,+∞[ l'équation di�érentielle :

t(t2 − 1)x′(t) + 2x(t) = t2

Exercice 2

Soit (e1, . . . , en) une base orthonormée d'un espace euclidien E.

Soient n vecteurs u1, . . . , un tels que
n∑

k=1

∥uk∥2 < 1.

1. Soit (λ1, . . . , λn) ∈ Rn, montrer que

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

λkuk

∥∥∥∥∥
2

⩽

(
n∑

k=1

λ2
k

)(
n∑

i=1

∥ui∥2
)

2. Montrer que (ei + ui)1⩽i⩽n est une base de E.

Planche 7 (Maéva) : Mines-Télécom

Exercice 1

Soit (E,<,>) un espace euclidien et u une isométrie vectorielle de E.
a) Montrer que sp(u) ⊂ {−1, 1}

b) On suppose que la matrice de u relativement à la base orthonormée (i, j, k) de E est

1 0 0
0 0 1
0 −1 0


Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de u.

Exercice 2

a) Résoudre sur ]0,+∞[ l'équation di�érentielle (E) ⇔ ty′(t)− y(t) = −1

On pose Ω =]0,+∞[2 et on considère l'équation aux dérivées partielles :
(F ) ⇔ 1 + x∂f

∂x
(x, y) + y ∂f

∂y
(x, y)− f(x, y) = 0

b) Montrer que h : (x, y) 7→ 1 +
√
x2 + y2 est solution de (F ) sur Ω.

c) Soit f une solution de (F ). On pose g(r, θ) = f(rcos(θ), rsin(θ))

Montrer que g est solution de (G) ⇔ 1 + r ∂g
∂r

− g = 0

d) Résoudre (G) puis (F ).
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Planche 8 (Maxime L.) : Centrale Mathématiques 1

Soit gn :
R → R

t 7→ e−nt2

n2

pour tout n ∈ N∗.

1. Montrer que
∑

gn converge.

On note g : t 7→
+∞∑
n=1

gn(t).

2. Montrer que g est continue sur R.
3. Montrer que g est de classe C1 sur R.

4. Montrer que la série
∑ e−n(x2+y2)

n2
converge.

On note f :

R2 → R

(x, y) 7→
+∞∑
n=1

e−n(x2+y2)

n2

.

Montrer que f est de classe C1 sur R2\{(0, 0)}.
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