PSI*

Feuille d’exercices posés aux oraux 2023
aux éléves de PSI* de La-Fayette

1 ccINP

Planche 1. ccINP Nolan Thomas

Exercice 1
On pose Yn € N* | f,(x) = ch";(x)
1) Montrer que les fonctions f, sont intégrables sur [0, +o0]
On pose I,, = J;f Ch+(x)dx
2) Montrer que la suite (I,)n,en+ est convergente et déterminer sa limite.
3) Déterminer la nature de Y (—1)"1,
Déterminer la nature de > I,

4) Déterminer le rayon de convergence de >, I,x"

1) Les fonctions f, sont continues sur [0, +oo|. Etudions le probléme en +oc.

falz) ~ 27" et x> 2e7 ™" est intégrable sur [0, +oo[. d’aprés le cours.
r=-+00

Done, par regle de I'équivalent, | les fonctions f, sont intégrables sur [0, +oo].

2) e Avec 'équivalent du 1), on a Vx €]0,+o0 , lir+n falz) =0
n—-+0oo

Donc la suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle (notée 0) sur |0, +o0|
eVn e N* V>0, |fu(z)| < filx) avec fi qui est intégrable sur |0, +o0].

On a Uhypothése de domination.

e On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée et obtenir :

“+o00 “+oo —+00
nl_lgloo of fo(z)dx = bf nl_lﬁloo fo(x)de = of O(z)dx =0
On a donc :| lim I, =0
n—-+00
T 1 — ch(x)
) L Of chn+1(x) X
<0

Donc la suite (I,,) est décroissante, comme sa limite est nulle on peut appliquer le théoréme spécial

et on a|> (—1)"1, convergente.‘




4) eNotons R le rayon de convergence de »_ I,a"
Comme > (—1)"1I, est convergente alors R > 1
e Pourx>0etn>1:

+oo

ch(w)

La premieére intégrale est convergente par régle de comparaison. On y effectue le changement de
variable C' bijectif : u = ch(x)

+o0
Ona: [ “rdu<I,=[—L{*<[,=>0<1<]I,

1
Donc par la régle de comparaison pour les séries a termes positifs, comme Y. + est une série di-
n

vergente, alors > I, est divergente.
o Comme ) I, est divergente alors R <1

e R<1 et R>1 donc|le rayon de convergence de > I,z" vaut 1.

Exercice 2

1 -1 0
Soit A=11 0 O0]. On pose u, = tr(A")
1 0 0
1) En utilisant un polynoéme annulateur de A de degré 3, donner une relation linéaire entre u, o,

Up41 €F Upy.

En déduire une expression de u,, en fonction de n.

2) Montrer que A est diagonalisable dans Ms(C)

Trouver une relation entre les valeurs propres de A et u,,.

3) Nature de > uy,

X-11 0
DxaX)=| -1 x o]=x3-Xx24+X.
-1 0 X

Par le théoréme de Hamilton-Cayley : X? — X2 + X est un polynome annulateur de A de degré 3.
Pour n > 1 on multiplie A3 — A2+ A =0 par A" 'etona: A"2 — A"l 1 A" = () et par linéarité
de la trace : ’un+2 — Upt1 + Uy = 0‘

(U )n>0 suit une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 homogéne a coefficients constants d’équa-
tion caractéristique : X2 — X +1=0

& X = li“[ & X =exp(if) ou X = exp(—%)
D’apres le cours, en remarquant que |exp(i’f)| =1, on a :
J(a,b) eR*, ¥n > 1, u, = acos(¥) + bsm(M
Comme uy = tr(A2) =—letu = tr(A) 1 alor
u2:_71a+‘/7§b:—1 —a+\/§b:—2 a=2
u = ta+ Bb=1 T et V=2 “o=o0
On a donc : |Vn € N* | w, = 2cos(%")




2)4 D’aprés le pplynéme caractéristique, A admet dans C trois valeurs propres distinctes, 0,
exp(ig) et exp(—i'y)
On a donc | A diagonalisable dans M;3(C) | et A semblable a diag(0, exp(5), exp(=F)).
Donc A™ est semblable & diag(0, exp(%2=), exp(=4T)) et donc

=0+ exp(i™F) 4 exp(—ing) = 2cos(%") On retrouve bien le résultat du 1).

3) u, ne tend pas vers 0 (par exemple car ug, = 2) donc| > u,, est divergente. | (grossiérement).

Planche 2. ccINP Titouan Séguy

Exercice 1

Soit a €]0,1[ et > 0.

Soit X et'Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que :

(i, j) €N, P(X = i,NY = j) = {(j%iaj(l_a)u r=d
I

1. Donner la loi de X.

2. Donner la loi de Y.

3. X etY sont-elles indépendantes ¢

4. On pose Z = X =Y. Donner la loi de Z.

5. Donner la probabilité de Y = j sachant Z = k. (22?2)

6. Conclure ... (?22)

1) Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (Y = j)jen
associc a Y,ona:Vie N, P(X =i) = Z]P( =i1NY =j)
Alors : P(X =1)
= iIP’(X:iﬂY:j) car P(X =iNY =7)=0sii<j

_ €_Bﬁi Z ajgl'fa')i—j

1Gi—j)!
= J1(i—7)

=e fpis Z ,(Z’—]) o/ (1 — )7 on utilise la formule du binéme

= e Fpis Z (j)oﬂ(l —a) =ePpi(a+1—a) = e=BL

7!
Jj=0

On reconnait alors que : ‘X suit une loi de Poisson de paramétre ‘




2) Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (X = i);en
associ¢ a X,ona:VjeN, K P(Y =j) = ZIP’( =iNY =j)
Alors : P(Y = j)
sz(X:iﬂY:j) car P(X =iNY =j)=0sii<j

_ SN ey
2 TG
=]

_ eBpBig jio 83 (1—a)i—i
o 3! : i—3)!

B . . 4o
—c ﬁﬁjaj 3 (5(1;;1))’9 on reconnait le DSEy de exp
k=0

B p(B(1 — a)) = S

On reconnait alors que : ’Y suit une loi de Poisson de paramétre aﬁ‘

J)PX =1NY =2) =0car 1 < 2, de plus, comme X et Y suivent des lois de Poisson,
PX=1)#0et P(Y =2)#0
Onadonc P(X =1NY =2) #P(X =1)P(Y =2) et donc ’X et Y ne sont pas indépendantes.

4) Comme P(X =iNY =j)=0sii<jalorsonaX >Y et donc Z(§2) =N.

+o00

Soit ke Nyalors: (Z=k)=JX=iNnY =i—k)
i=k

Comme on a des événements incompatibles :

P(Z = k)
:fjop(xzmyzi—k)

e,ﬁﬂLLkla)
_ZW

_eB,Bkloz Zﬂlk

_ € —Apk(1—a)* aﬁ —e —B(1— a)(ﬁ(l 04) )
%!

On reconnait alors que : | Z suit une loi de Poisson de paramétre 3(1 — «)

Remarque : B(1 —a) > 0 car a €]0,1[ et 5> 0

5) P(Y = j|Z = k)
_ P(Y=jnZ=k)
— P(Z=k)
P(Y=jnX—Y=k)
P(Z=k)
P(Y=jnX=j+k)
P(Z=F)
eiﬁ Itk oI (1—a)k .
_ . j!k!( : — g—apaB)
e—B(1—a) (B(lgla)k) 4!

On reconnait alors que : | Y|z suit une loi de Poisson de paramétre S




Exercice 2 . . .
Soit n > 2 et £ = R,[X]. On pose, pour P = > ;X et Q = S p X* : < P,Q >= > aby
k=0 k=0 k=0

On pose H={Pe€ E, P(1)=0}

a) Montrer que <,> est un produit scalaire.
b) Déterminer la projection orthogonale de R = 1 sur H.

a) <,> est le produit scalaire canonique en considérant la base canonique comme une base
orthonormeée.

b) On remarque que H est le noyau de la forme linéaire P — P(1), donc H est un hyperplan
et on en déduit donc dim(H=*) = 1.

Sionnote: P=Y g XFalors Pe H& P(1)=0< > a, =0
k=0 k=0

Donc, si on pose Q = > X* alors P€ H &< Q,P >=0
k=0
On en déduit : H+ = Vect(Q)
Notons R, la projection orthogonale de R sur H+ et R* celle sur H.
Alors, par le théoréme de projection orthogonale : Ry = 29> et R = R, + R*

<Q,Q>
On a donc Rl:R—igjgiQ
_ ke _ 1 1 H_ n 1 k
<R,Q>—<1,’§X >—1,<Q,Q>—n+1doncR —1_n_+lQ—n_+l_n_+lk;X

La projection orthogonale de R = 1 sur H est 1o — —5 >~ X*
k=1

Planche 3. ccINP Emilien Carvhalo

Exercice 1

Soit une suite de variable aléatoire indépendantes (Xi)pen+. On pose Vn € N* | S, = > Xj.
k=1
On suppose que chaque Xy, suit une loi de Bernoulli de paramétre py €]0, 1].

On pose : ¥Yn e N* | P, = w.
a) Donner l'espérance et la variance de Sn—"
b) Montrer que : lim V(52) =0

n—-+00
Soit € > 0.

¢) Montrer que : lim P(|2tXatatXe _ p | > £y =
n——+oo

On suppose que : lim P, = p.
n—-+o0o

d) Montrer que : lim P(|2t2ztetXn  pl > ) =0

n—-+o0o n




a) On a pour tout k : E(Xy) = pr et V(Xi) = pe(1 — pr)-
Par linéarité de Uespérance : E(52) = LE(S,) = L S E(Xy) = P,
1

Comme les variables aléatoires (Xy) sont indépendantes, et par propriété de la variance :

Z P (1—pr)
V(S,) = ZV(Xk) S,
> pe(1-pK)
On a donc : |E(%2) = P, et V(5n) = =0
i 1
b) Comm60<pk(1—pk)<1alorsO<V(Tn)§ =1 :% _+> 0 done V(%ﬂ T 0
n—-+0o0 n—-4oco
Sn
) P Xttt _ p | > ) = P(% —E(%)] 2 §) < D3 par Vingalité de Bienayme-
Tchebychev.
Comme par le b) on a V(%”) — 0 on en dédust :| lim P {M P,| > %) —0
n—+4o00 n—-+o0o

S,

d) [HebetXe _pl — |52 _p| = |52 — P, 4+ P, —p| < |5 — B,| + |y — pl

Comme on a supposé lir}rl P,=palors AN € N*, n> N = |P, —p| < §
n—-+00

Donc pour n > N, +_p’§ %_Pn’_|_§
Onadonc:w p‘>€:>__P|>€
Donc (| Xt82totXn p’ — P,| > §) et donc :

IP’(‘X1+++)?” p|>e <IP"S" P‘>

Avec la limite du ¢) on a finalement :| lim P( |M p‘ >e€)=0

n—-+4o0o n
Exercice 2
0 1 0 0
0 ) C
Soit n > 2 et A la matrice de M,(R) suivante : | © . .. ..
o ... 0 .1
1 0 ... 0 O

a) Montrer que A est diagonalisable dans M, (C) et donner ses valeurs propres.
b) Quel est la dimension de l’espace vectoriel engendrée par la famille (A'“)keN.
c) Calculer le déterminant de A.
nilAk
d) On pose B, =*="—. Déterminer lim B,

n n—-+0o0o




a) Le polynéme caractéristique de A vaut :

X -1 0 ... 0
0

xa(X)=:1 . o0
0 ... 0 . -1
-1 0 ... 0 X

En développant par rapport a la premiére colonne, on obtient :
xa(X) = XXm g (~1)* (- 1)(= 1) = X"~ 1

Xa(X) =0 < X est une racine n-iéme de l'unité. A € M,,(C) et admets n valeurs propres dis-

tinctes, donc | A est diagonalisable dans M,,(C) et ses valeurs propres sont les racines n-iéme de 'unité.

b) o A" = In donc (Ak>k€N = (Ak>k€[[0;n_1]]

e On pose w = exp(%X). Ainsi avec le a), A est semblable & D = diag(1l,w,w?, ... ,w" )

On a donc dim(Vect((A*)ren)) = dim(Vect((A")iefom-17)) = dim(Vect((D*)refom-11))

n—1 )
e Soit (ag,a,...,a,—1) € C" tel que : > a;D* =0
i=0

n—1
Alors Y a;diag(1,w’, (w?)', ..., (W™ 1)) =0
i=0

Qo
n—l)

= (0)

ce qui s’écrit V (1, wy,w?, ..., w

J

Vand;’rmonde Ap—1
Comme les racines n-iéme sont distinctes, la matrice de Vandermonde est inversible donc les a;
sont nuls.
On en déduit Vect((D*)yefon—1] libre, et donc |dim(Vect((A")yen)) = n

¢) x4(0) = det(—A) = (—1)"det(A) et xa(0) = —1 donc |det(A) = (—1)"*!

d) En calculant A%, A3, ... on remarque que :| B,, = +U avec U la matrice ne contenant que des 1.

T on

Remarque : ces calculs des puissances de A pouvaient permettre de résoudre le b) car on obtient
une famille clairement libre.

e) On a déja vu que A = PDP~! avec D = diag(1,w,w?, ... 0" 1)

pn—1 pn—1 pn—1 pn—1 pn—1
Soit p € N, calculons : Cp, = > D¥ =diag( Y 1, > " (Y W ..., Y (W)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
pn—1 "
Mais Y wh = 11’25 = 1_1(i”w)p = 0 si w est une racine n-iéme de I'unité différente de 1.
h=0 pn—1
pn—1 AF
Donc > D* = diag(pn,0,...,0) et donc C,, = ’“:};’n = Pdiag(1,0,...,0)P~! = %U par le d)
k=0



n -1 N-1
Ak—‘,- Z Ak
0

K= iy
Soit N € N, alors Cy = ~ S
N—-1
f4k
n[%j—l LZNJ
k ni
L. 3 _ n k=0 bornée car somme finie
qui s’écrit C'y = N ~— + i
=
1
N—+oo ~U

On a finalement : | lim C,, = U

Remarque : c’est la matrice de la projection orthogonale sur vect((1,...,1))

Planche 4. ccINP Mathieu Testeil
Exercice 1
Soit a un réel strictement positif.

1
1) Montrer que : f 1Jﬁalt est convergente.
0

1
2) Montrer Uezistence et calculer [t"*dt pour n € N
0

1 400 "
3) On donne Uégalité [ mdt = (-1)
0

14+na

n=0
3)a) Peut-on montrer cette égalité & l’aide de la convergence uniforme ?
3)b) Peut-on montrer cette égalité grice a la majoration du reste ?
3)c) Peut-on montrer cette égalité par le théoréme d’intégration terme da terme ?
4) Que donne cette égalité pour a =1 %

1
1)t~ # est continue sur le segment [0, 1], donc |lintégrale [ 1Jﬁdt est convergente.
0

1
2) De méme t — t"* est continue sur [0,1] donc [¢"*dt est convergente.

0
1 1
De plus [ t™dt = [%]5 = ﬁ On a donc : | [ t"dt = ﬁ
0 0
+o00 +o00
3) a)Vte[0,1], H% = > (=t = > (=1)"t"* cart* € [0,1]
n=0 n=0
N
a\n 1—(—¢a (N+1)
Zo(_t ) - (1:-7)5“
N o (@) (NHD a(N+1)
& e = B = E e )



0,1] — R
Fludions 0,1}

’ uN+1
u = 14+u
A est dérivable et A'(u) = (Nﬂ)ul(vﬁz)z)_"]vﬂ = “N((]\([ﬁ)t;N“N) >0

On en déduit ||Ry||,, = A(1) = 5 qui ne tend pas vers 0 et donc il n’y a pas convergence
uniforme de la série de fonctions.

On ne peut pas démontrer [’égalité voulue avec la convergence uniforme.

3) b) ‘Rn(t)‘ = ‘<_1)N+1ta(N+1)

1+te

N
On va utiliser cette majoration du reste. Comme 1z = ZO(—)”t”a + Rn(t) on a :
n=

1 1 N 1
Ofljtadt—f Z(—)”t”adt‘ < 0f|RN(t)\dt

n=0
1 ’ N 1 1
= J T dt — z_joof(—)"t"adt’ < b[t“(N“)dt

L — 0

= S TR0 N pec

1 . N (—1)"
f 1+tudt o Z 1+na
0 0

n—=

La majoration du reste permet d’obtenir [’égalité voulue.

1
3) ¢) 32 [t"dt = ;7= qui est divergente.
0

Donc on ne peut pas utiliser le théoreme d’intégration terme a terme.

+OO n
4) Pour a =1, on a alors : [In(2) = > (Gl
0

Exercice 2

2 -1 1
Soit A= |3 4 —5] e M;(R) et f l'endomorphisme de R® associé.
3 2 =3

1) Calculer les valeurs propres de A

2) A est-elle diagonalisable ?

3) Trouver u et v deuz vecteurs propres de f, et w un vecteur de R3 pour que (u,v,w) soit une
base.

4) Déterminer la matrice de f relativement a la base du 3).




1) xa(X) = (X 4+ 1)(X — 2)? et donc sp(A) = {-1,2}

1
2) On trouve : Ey = ker(A — 213) = Vect(| 1 |) qui est de dimension 1 alors que 2 est valeur
1

propre double, donc A n’est pas diagonalisable.

0
3) u= | 1| est un vecteur propre associée a la valeur propre -1.
1
1
v= | 1] est un vecteur propre associée a la valeur propre 2.
1
0
Soit w = {0
1

Si on note B, la base canonique alors : detp, (u, v, w) =

— = O

10
1 0|=-1+£0
11
S de

donc (u,v,w) est une base avec u et v deux vecteurs propres de A.
4) On a déja : f(u) = —u, f(v) =2v

f(w) = au+bv + cw
1 0

S| -5 =all
-3 1
(b=1

S qa+b=-5
(a+b+c=-3
(=1

S <ca=—6

\c:2

1 0
+b|1) +c|O
1 1

On a donc f(w) = —6u + v + 2w, la matrice de f relativement & la base (u,v,w) est :
-1 0 -6
0 2 1
0 0 2

10



Planche 5. ccINP Quentin Meyzonnier

Exercice+1
On pose I = [ sinlt) g
0

sh(t)

1) Montrer que : I est convergente.

. +oo
2) Montrer que : ¥t €]0, +oo| , 228 — 9e~tgin(t) 3. e~ 20t
n=0

sh(t)
+o00
3) Montrer que I = m
+o - 5
4) On donne : 21# =% . Donner un encadrement de I.
n=

1) On pose pour tout t >0, f(t) = 228 glors f est continue sur |0, 400]

T sh(t)
Au voisinage de 0 : f(t) = EIZEE; v 1 donc f est prolongeable par continuité en 0 et donc f
—
est intégrable sur |0, 1].
Pourt>1:0<|f(t)] < %Ne—%:%_t

Mais t — e est intégrable sur [1,4o00[ donc par équivalent, puis comparaison, [ est intégrable sur
[1, +o0]

[ est intégrable sur0,1] et sur [1,4o0[, donc sur |0, 4o00| et donc ‘ I est convergente. ‘

2) Pourt>0: 5= = 25 = 21

sh(t) et—e~ et 1—e2t

+o00
Comme u = e~ €]0,1[ on peut utiliser : 74— = > u"
n=0

1 9 +o0o 9 +o00o 9
— 2 —2nt _ —t —2nt
Donc O > e 2¢7" Y e

. +oo
On a donc bien finalement : |Vt > 0 , ZZ:((;)) = 2etsin(t) > et
n=0

11



3) e
+oo '
I= [ sml) gt on utilise la question 2)
0

sh(t)

+oo +o0

= [ 2e tsin(t) Y e *Mdt
0 n=0
+00 +00

= [ > 2etsin(t)e dt
0

On veut intervertir le signe-somme et le signe intégrale.
Ici le théoréeme d’intégration terme a terme ne s’applique pas et on va utiliser le théoreme de
convergence dominée.

On pose VN € N | Sy(t) = Z 2e~tsin(t)e 2

Avec la question 2) on a (SN)NeN qui converge simplement sur |0, 400 vers la fonction f (définie

en 1)).

N +o0 B
Comme ¥Vt > 0, |sin(t| <t alors : |Sy(t)| < D 2e7tte 2 < Y 2e e 20 = 2o i
n=0

1—e—2t
n=0

On pose : ¥t >0, p(t) = ff‘é:;t. ¢ est continue sur |0, +00.

2t(140(1)) o
T (—rro(D) :0> 1 donc ¢ est prolongeable par continuité en O et donc

Au voisinage de 0 : @(t) =
intégrable sur |0, 1[.

En 400 : ¢(t) ~ 2te™ = o(3), donc, par négligeabilité, comme t — 5 est intégrable sur [1,+00]
alors p est intégrable sur [1, +oo[

Finalement ¢ est intégrable sur |0, 4o00|

e On a donc : les (Sy) sont continues par morceauz sur |0, +o0o[, (Sy)nyen converge simplement
vers f sur]0,+oo et ¥t >0, |Sn(t)| < o(t) avec ¢ intégrable sur |0, +ool.
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée et on a :

+o0 +o00

]l Sv@di= Jim ' Sw(Ddt
+00 +oo N

= [ f®)dt= lim [ Z 2e~tsin(t)e ?"dt Comme on a une somme finie
+o00o N +oo ot

= E[ f(t)dt Nl_l)I_Ii_loo >, f 2etsin(t)e " dt

e On fait maintenant le calcul intermédiaire :

7m26_tsin(t)e_2”tdt
E——
= Im(2 f exp((—(2n + 1) +i)t)dt
= fm<[2m ( szffl) 15)
= Im([- @ntl) +z)
=1Im ([(2n+ﬂ))
(Qn—ﬁi) 7

12



N

En revenant a la relation précédente : [ = lim )

2
(2n+1)241

+oo
et finalement, on a bien : |1 = Z:O—(Q”ﬁ)%“l

2 2 2
4) (2n+1)2+2 < (2n+1)2+1 < (2n+1)2
- 2 2 < 2
An?+4n+3 — (2n+1)2+1 — (2n+1)?

S 2 2 2 2

An2+48n+4 < 4n2+4+4n+3 < (2n+1)2+1 < (2n+1)2
2

=

2 2
:>2(

(27L—1&-2)2 < (2n+5)2+1 < (2n—2|—1)2
n+1)? < (2n+1)2+1 < (2n+1)?

—+o00

“+o00 1 “+o00 9 9
= 2 e S X @ S 2 @
n=0 n=0 n=0

Finalement : | %= < <Z

Exercice 2
On définit ¢ une application de R3[X]| qui a P associé le reste de la division euclidienne de P par
X2 -1
1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R3[X]
2) ¢ est-il diagonalisable ? Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de
3) On note A la matrice associée & ¢ relativement a la base canonique.
Quelle est le déterminant de A ? A est-elle inversible ¢ ¢ est-il un automorphisme ¢
Quelle est le déterminant de A+ 1, ? A+1, est-elle inversible ? ¢+ Idg, est-il
un automorphisme ? A quoi ressemble (I, + A)~' 2

13



1) Soit P et P, € £ = R3[X].
En posant R = ¢(P) et Ry = ¢(P;) alors on a : P = Q(X? — 1) + R avec deg(R) < 2 et
Py = Q(X? — 1)+ Ry avec deg(Ry) < 2
Donc P+ AP; = (Q + AQ1)(X? — 1)+ (R+ AR;) avec deg(R + AR;) < 2
On en déduit (P + AP;) = ¢(P) + Ap(P;) (par unicité de la divison euclidienne)
Donc ¢ est linéaire et comme ¢(R3[X]) C R3[X] alors : | ¢ est un endomorphisme de R3[X]

2) On écrit la matrice de ¢ relativement a la base canonique. On la note A.
Ona:p(l)=1,p(X) =X,
X2 =1(X?—-1)+ 1 donc p(X?) =1,

X3 =X(X?—-1)+ X donc p(X?) =X
1 010
0101
On a alors : A = 000 0
0000

Comme A est triangulaire supérieure alors ses valeurs propres sont sur la diagonales et donc
sp(A) = sp(p) = {0,1} avec 0 et 1 qui sont valeurs propres doubles.

On a directement E, = ker(p — Idg) = Vect(1,X) et Ey = ker(p) = Vect(X? — 1, X(X? — 1))
dim(Ey) + dim(Ey) =2+ 2 =4 = dim(FE) donc ‘gp est diagonalisable. ‘

3) @ Vu que 'on connait déja A : det(A) = 0, donc A n’est pas inversible et donc ¢ n’est pas
un automorphisme.

2010
e A+ 1, = (8 29 5) donc det(A+1,,) =4 # 0, donc A+ I,, est inversible et ¢ + Idpg,[,] est un
0001

automorphisme.
Comme I, + A est triangulaire supérieure alors (I,, + A)~! aussi.

Planche 6. ccINP Maeva Cluzel

Exercice 1
Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et B une base de E.
On considere deux endomorphismes f et g de E tels que : go g = f.

=N O
N = O

1
On suppose de plus que la matrice de f relativement a B est A= |0
1

1) Trouver les valeurs propres de A et les vecteurs propres. A est-elle diagonalisable ¢

2) On note ey un vecteur propre de [ associé & la valeur propre 1, montrer que g(e1) un vecteur
propre de [ associé a la valeur propre 1.

On note ez un vecteur propre de f associé 4 la valeur propre 3, montrer que g(es) un vecteur
propre de f associé a la valeur propre 3.

3) g est-il diagonalisable ?
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0
), By =wect(| 1 ])
—1
dim(Ey) + dim(F,) =1+ 1 =2 < 3 donc A n'est pas diagonalisable.

1) xa(X) = (X —1)*(X —3), B3 = vect(

[ )

2) fler) = e
= (gog)(er) = er = g((g o g)(er)) = gler) = (90 9)(g(er)) = gler) = flg(er)) = gler).
De plus g(e1) # O0p car sinon e; = 0 ce qui est impossible car ey est un vecteur propre.
On a donc bien g(ey) est un vecteur propre de f associé a la valeur propre 1.
eDe méme g(e3) est un vecteur propre de f associé a la valeur propre 3.

3) Si g était diagonalisable, alors go g = [ le serait, donc A le serait. Ce qui n’est pas.

Donc ’g n’est pas diagonalisable. ‘

Exercice 2 .
On pose pour tout réel x - f(xr) = [ " dt
0

et—1

1) Déterminer le domaine de définition D de f.
2) Déterminer liril f(x)

T—+00
3) Calculer f(x — 1) — f(x)

4) Montrer que f est continue sur son domaine.

+oo 5
5) On donne Y = =7-. Calculer f(0)
n=1

g : RxI — R . +20
otz pour avoir f(x) = [ g(x,t)dt
@) ]

et—1

1) On pose I =|0, 400 et
Pour x € R, t — g(x,t) est continue sur I. Il faut regarder les problémes en 0 et en 4o00.

L — 1 donc t — g(z,t) est prolongeable par conti-

Au voisinage de t = 0 : g(x,t) ~ TH—1+o(t) 10
_)

nuité en 0 et intégrable sur |0, 1].

Au voisinage de t = 400 : g(x,t) ~ te;:z = te~ =1 donc :

+oo
Siz+1<0< x<—1alors g(x,t) o, Tooet [ g(z,t)dt est divergente.
— 100 1

Siz+1<0%& x> —1alors g(x,t) = o(3) et par comparaison a une intégrale de Riemann

+oo
[ g(x,t)dt est convergente.
1

On a donc : | Le domaine de f qui vaut : D =] — 1, 400

15



2) On peut prolonger ¢ — == par 1 en 0. On a alors une fonction continue sur [0, 400, de
limite nulle en +o0. Alors cette fonction est bornée sur [0, +oo[et IM >0, Vte I, 0< = <M
Alors 0 < g(x,t) < Me™™ et en intégrant entre 0 et +00: 0 < f(z) <4 — 0

T z—+oo
Donc ml_l}gloof(x) =0

Remarque : on peut aussi utiliser le théoréme de convergence dominée avec paramétre ...

3) Soit x >0, alorsz € Det x —1 € Detona:

flx—1) = f(x)
oo e—t(z—1) e—tT
= f [t et—1 tet—l]dt
0
+OO tx
- ‘0[ t:t_l [e! — 1]dt
“+o00
= [ te "dt
0
—tx —+00
= [l [ e
N , 0
= [=5— 3
— 1
- 2

On a donc : |Vz > 0, f(m—l)—f(x)zm%

4) Soit a €]0,1[. Alors : Vo > a, 0 < g(z,t) < ’;i:t; =g(a,t)
On a donc :
i)Vt € I, v+ g(x,t) est continue sur [a, +00]
ii) Vo € [a,+o0] , t +— g(z,t) est continue par morceaux sur [
iii) V(x,t) € [a,+o0[x1 , |g(z,t)] < g(a,t) avec t — g(a,t) qui est intégrable sur [ (car a € D)

Par le théoréme de continuité pour les intégrales & paramétre on en déduit que f est continue
sur [a, 400

Comme de plus | [a,+o0[= D alors ’g est continue sur D.‘
a>—1

N N
5)Ona > (f(n—1)— f(n)) = > =5 en utilisation la relation du 3).
n=1

—_

n=

N
Par télescopage : f(0) — f(N) = Y . Comme avec la question 2) f(N) ey 0 alors :
n=1 ——+00

-l—oo1 5
f(o)zglﬁ:%
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Planche 7. ccINP Lilian Garcenot

Exercice 1
e ex (1+t2))
On pose p(z) = [ p(let
0
1) Montrer que ¢ est définie et continue sur [0,4o00]

2) Montrer que ¢ est de classe C* sur ]0, +o00]
3) Calculer ¢(0) et lirf o(x)
T—r+00

+0o0
On pose A= [ e % du
0

4) Montrer que A est convergente.
5) Ezprimer, pour v >0, ¢'(r) en fonction de A et des fonctions usuelles.
6) Calculer A

1) O I =10,+o00] et r B
n pose I = |U,+00| € exp(—z(14t%))
(ZI},t) = . 1+¢2

On pose Y(t) = # pourt € I et on a1 qui est intégrable sur I.

On a alors :
iyVtel |, xw f(x,t) est continue sur I
i) Ve el |t f(x,t) est continue par morceaus sur I
i) ¥(x,t) € I? | | f(x,t)] < U(t) avec ¥ qui est intégrable sur 1.

Par le théoreme de continuité pour les intégrales & parametres, on a : | ¢ est continue sur I = [0, +o0[

2) fest C* sur I? et 2 (x,t) = —e® z(1+t%)
Soit a > 0. Alors ¥(x,t) € [a,+o0[xI , gf (z,t)] < p—a(1+t2)
On pose VU(t) = e—a(1+?) qut est intégrable sur I el on a alors :
)Vtel , v f(x,t) est C* sur [a, +oo|
i) Ve el |t f(x,t) est continue par morceauz et intégrable sur I
wi)Ve el | t— g—i(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur I

) Y(z,t) € [a,+oo[x1 , %(m,t)‘ < U(t) avec VU qui est intégrable sur I.

Par le théoréeme de classe C' pour les mtegmles a parameétres, on a : @ est C* sur [a,+oo] et

+
Vo € [a,+oo[ , ¢'(z) = [ YL(z,t)dt = — f e~ *(1H+%) g
0
Comme |0, +o00[= | [a, +oo[ alors :
a>0
+oo
p est C' sur]0, 400 et Va €]0, +o0o[ , ¢'(x) = [ Z(x, =— f e~ =(1+t%)

0

400

3) o(0)= [ 1jt2dt z donc | (0) =3
0

17



<1

+o0o rt2 +o0o

0< )= [ %dt < [ Hgdt=5T — 0 et donc| lim o(z) =0
0 0

T—r+00 T—+400

4) A est Uintégrale de Gauss, on a montrer plusieurs fois sa convergence.

+oo

+0o0
5) @(x)= [ e 004t = e [ et
0 0

Changement de variable C* bijectif u = \/xt :

+oo
o x)=e" [ 6*1‘2%
0
Donc : | (z) = Af/;
+oo
6) | ¢(x)de = hrf o(x) —¢(0) = 5 (avec la question 3)
0 T—r+00
+00
D’autre part : [ ¢(x)dx
0
+oo

=— A\e/f_im dx changement de variable C bijectif u = \/x
0

+oo )
=—A f e % 2su
0
= —2A?

Donc : 2A% = % et comme A > 0 alors :|A =

oI

Exercice 2

Soit (X;)ien une suite de variable aléatoire indépendantes et suivant toute une loi de Bernoulli

de paramétre p. Soit S, = > X;
i=1

1) Déterminer la loi de S,.

2) Calculer EO:O (B)ar*

k
n=~k

Soit N une variable aléatoire telle que N+1 sutve une lot géométrique de paramétre

On considére une urne contenant une boule rouge et une boule verte indiscernadble
au toucher.

On effectue N tirages avec remise et on note X le nombre de boules wvertes tirées.

3) Déterminer la loi de X.

18



1) C’est du cours, S, suit une loi binomiale de paramétre (n,p).

2) D’apres le cours : Vo €] — 1,1] Z "

C’est une série entiére, on peut derlver autant de fois que 'on veut, terme a terme, sur 'intervalle
ouvert de convergence. On a, en dérivant k fois :

‘v’xe]—ll[,dz[ =l = Z(nk

+oo +oo

+o0
On adonc : |Vz €] - 1,1[, > (})a" " =
n=0

3) On a, par définition d’une loi géométrique : N(Q) =Net Vk e N, P(N =k) = (1 —p)*p
On remarque que : X(2) = N. Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet
d’événements (N = k)gen, on a donc Vk € N

PX = k) = S P(X = kAN =n) = 52 P(X = k| N = n)P(N = n)
n=0 n=k

__
A—z)F+1

On remarque que X |y—, soit une loi binomiale de paramétre (n,p) (c’est la question 1), donc :

P(X = k)
=2 (P =p)" (1 = p)"p
= (1= p)h z°° (M)(1 - p)2yn

On utilise alors le 2) :

P(X = k)

p ‘o <—1 P)2)FFT
=p(1-p)* W

La loi de probabilité de X est donc donnée par : X(Q) = Net Vk € N, P(X = k) = - [2=2]*

Remarque : X + 1 suit une loi polynomiale de paramétre Q%p
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Planche 8. ccINP Hangard Eloy

Exercice 1
Soit (un)nen une suite décroissante, positive de limite nulle.
1) Montrer que > (—1)"u, est com)ergente

On cherche & montrer l’égalité : f Z n2+t2 4[;(2)
2) Montrer que lintégrale est convergente.
“+oo

3) Montrer que : [ ——dt = I
0

4) FEtudier la convergence uniforme de : t — Z nQi)tZ

5) Montrer 1’égalité wvoulue.

1) Question de cours : c’est le début du TSCACSA!!!

+o00
(—1)n - .
2) Y. yzz est une série alternée avec (

n=

la série est convergente.

De plus, par le TSCACSA ‘ > e

nen+ décroissante donc, on peut appliquer le 1) et

)

1
—= 1—|—t2

n24-t2

+oo
Comme ¢ — Htg est intégrable sur [0, +oo[ alors par comparaison ¢ — 21 QHQ est intégrable sur
n

[0, +00[ et donc P'intégrale est convergente.

3) Pour n € N* |
+oo

f n2+t2 e dt
0

+oo
=1 Of 1+( —L—dt changement de variable C* bijectif u =

TR
=3 of 1+uQndu
= %[arctcm(u)]aroo
+00
=2~ On abien : bfﬁdt:%
+00 (—1) N (—1)n
4) Posons S(t) = n;l oz et Sn(t) = n;l -
Alors par le TSACSA : |S(t) — Sn(t)] < m < 77 N 0
+o00o

Dl

—= converge donc uniformément vers S sur [0, +oo]

La série de fonctions Z (2
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n24t2
0 n=1
+oo N 400
_ (=" —1)
= J[X et X opld
n=1 n=N-+1
+

o n=N+1
Ry
N 1 n
- Z (_27)1, - + RN
n=1
. +oo L
En réutilisant le TSACSA : |R,| < Of arredt = s N 0
7 . oo (_l)n
On en déduit : [ = 5 > >
n=1
. Py : TR o —rin(2)
On utilise que : Y7 = = —In(2) et on obtient : | [ > ofadt = =5
n=1 0 n=1

Exercice 2
Soit F et I’ deux R espace vectoriel de dimension finie et G un sous espace vectoriel de F.
Onpose: A={ue L(E,F), G C ker(u)}
1) Montrer que A est un sous espace vectoriel de L(E, F')
2) Donner la dimension de A.

1) Or(e,p) est bien dans A. Soit u et v sont dans A, et si A € R.
Siae A, (u+v)(a) =u(a) + Mv(a) =0p + \0p = 0p donc A C ker(u+ Av) et u+ v e A
On a donc bien A qui est un sous-espace vectoriel de L(E, F).

2) Soit (e, ..., ep,) avec p = dim(A) une base de A, que 'on compléte en (eq, ..., €p, €pi1, ..., €n)
une base de E (avec n = dim(FE)).
Soit m = dim(F). Soit B’ une base de F.
Alors, si u € A, alors la matrice de u relativement & B et B’ est de la forme : (O K) avec
K € My_pm.
La réciproque est directe.

On en déduit : |dim(A) = (n — p)m = (dim(E) — dim(A))dim(F)
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Planche 9. ccINP Morin Nathan

Exercice 1

1. Vn € N, on pose :

Justifier Uexistence de la suite (uy)nen €t démontrer qu’elle converge vers 0.

2. VYn € N*, on pose :

Justifier la convergence de la série Y vy,.

3. Vn € N*, on pose :

FEtudier la convergence de la série Y wy,.

4. ¥Yn € N*, on pose :

Etudier la convergence de la série Y x,,.

1) % est une série alternée, convergente car (\/LE) est décroissante de limité nulle.

(uy,) est la suite des restes, donc|(u,) est convergente et lirf Uy, =0
n—-+0o0

o o 1 1 1
2) Par le théoréme spécial, |u,| < 7 < o et done Un| < —7

Comme Y # est une série de Riemann convergente alors, par comparaison, » v, est absolument
convergente donc convergente.

+oo 1k
3) Posons S =5 S alors :
k=1

Vk
w, = (_i)n [S —u,] = S—(_:b)n — Uy,

Comme ) % est une série alternée convergente (car (L) est décroissante de limite nulle) et que

> vy, est convergente (par la 2) alors | w, est convergente.

est une série convergente de limite positive.

S (CDEH
4) Par le TSACSA, k;l 7

Done3C >0, x, ~ ¢

n

Par Riemann, on a alors : |y x, divergente.
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Exercice 2

Soient n > 2, et A, B deuz matrices de M, (R).
On définit M € Mo, (R) la matrice par blocs de la fagon suivante : M = (64 ﬁ), ot 0, est
la matrice nulle de M,,(R).

1. Montrer que VP € R[X], si A et B sont sont semblables, alors P(A) et P(B) sont sem-
blables.

Soit k € N, donner lexpression de M.
En déduire une expression par blocs de la matrice P(M) en fonction de P(A), P'(A) et A.

Montrer que si M est diagonalisable, alors A est diagonalisable.

AT TR

Etudier la réciproque

6. Montrer que si M est diagonalisable alors A est nulle.

1) A et B semblable = 3Q € GI,(R) , A=QBQ™!
Par récurrence : Vk € N | A* = QB*Q~!, puis par linéarité VP € R[X], P(A) = QP(B)Q ' et
donc | P(A) et P(B) sont semblables.

2 2 3 3 k k
2) M?* = (A 24 ), M3 = (A 34 ), puis, par récurrence : |Vk € N, MF = (A kA )

0 A2 0 A3 0 Ak
N N
N SoapgM* Y kapM*
3) Si P =" a;X* alors, P(M) = | k=0 k=0
=0 0 akMk
k=0

et donc | P(M) = (P (4) AP’(A)>

0 P(A)

4) M diagonalisable
= JP € R[X] scindé simple tel que : P(M) =0 [on utilise 1’expression du 3) ]
= dP € R[X] scindé simple tel que : P(A) =0
= A est diagonalisable

On a donc : ‘M diagonalisable = A diagonalisable.

5) Si A =1, alors M =

o O O
O O = O
S = O =
_— O = O

On a A diagonalisable et M qui ne I'est pas car M n’admet qu’une seule valeur propre et M n’est
pas diagonale. ‘La réciproque est fausse.

23



6) Si M est diagonalisable, alors d’aprés 4), A est aussi diagonalisable et donc A est semblable
a une matrice du type : D = diag(A, ..., \y)
M diagonalisable donc il existe un polynome annulateur de M scindé simple tel que P(M) =0
Avec Pexpression du 2) : P(A) =0et AP'(A) =0, avec le 1) : P(D) = DP'(D) = 0 et comme D
est diagonale on a : Vk € [1;n] , P(Ax) = MeP'(Ag) =0
Par I'absurde : SI A\ # 0 alors P(\z) = P'(Ax) = 0 et donc A est racine d’ordre au moins 2, ce
qui contredit le fait que P soit & racine simple. ABSURDE On a donc A\, =0
Toute les Ay sont donc nuls, donc D est nulle, donc A est nulle.

2 Mines télécom

Planche 10. Mines-Télécom Quentin Meyzonnier

Exercice 1 .
On pose S(x) = > In(n+ 1)z™ et on note Rg le rayon de convergence de cette série entiére.
1) Déterminer RT;ZO
On pose U(x) = +Zojln(l + L)am

2) Montrer que : Va €]—R,R[, (1—2)S(x)=U(x)
3) Montrer que U est continue sur [—1, 1]
4) Déterminer les limites de S et en 1 et —1

1) Par comparaison puissance-ln : |z| <1=In(n+1)z" — 0

n—+400
On a aussi : || > 1= In(n+ 1)a" o oo
n—-+0o0
Comme R = sup({x € R, In(n+ 1)a" = 0} alors, on en déduit :
n—-—+0oo
2)Vx €] - R,R[,
(1 —2)S()
+o0o

=(1—2)> In(n+1)z"

. n=0 oo
= > In(n+1)a" = > In(n+ 1)z

oo oo
= > In(n+1)a" = > In(n+1)z" ™!

oo oo
= > In(n+1)z" = > In(n)x"

n=1 n=1

+oo
= > [In(n+1) —In(n)|z™

ot
= > [In(1+ 1)]z"

n=1
=U(x) On a donc : |Vx €] —1,1[, (1 —x)S(x) = U(x)




3) ¢ U est une série entiére de rayon de convergence R =1 donc U est continue sur | — 1,1].

e On va maintenant montrer la continuité en —1 (et donc la convergence de U(—1))

. u, @ [-L0 — R
On pose ¥Yn € N* | . — In(1 + %)x”
On a alors, comme x < 0, u,(x) = (=1)" [u,(z)] = (=1)"In(1 + 1) |z]"

Alors, pour x € [—1,0[, la suite (|u,(x)|)nen est décroissante car |x| < 1 et de limite nulle, on
peut donc appliquer le théoreme spéciale.

+00
La série de fonctions > u,, converge donc simplement sur [—1,0[ vers une fonction que l'on
n=1
a notée U. (au passage on a montré la convergence de U(—1)

La suite du théoréme spécial donne : ¥z € [—1,0] , VN € N* |

400 N
glun(x) - nz::l un ()| < Junia ()] < Jzlin(l+ F5) <In(1+ §5) car |z| <1
+o00 N
0 d n(x) — n <ln(l+——) — 0
n a donc ;lu () nz::lu ()] <n( +N—|—1)n—>+oo
ne dépend pas de x

“+o0o

On en déduil que la série de fonctions > u, converge donc uniformément vers U sur [—1,0]
n=1

Comme les u, sont continues sur [—1,0[, alors, par le théoreme sur la continuité des séries de
fonctions on a U conlinue sur [—1,0]

o U est continue sur | — 1,1[ et sur [=1,0[ et donc|U est continue sur [—1,1]

4) e Comme U est continue en —1, alors : lirriJr U(z) =U(—1) <0 (signe d’apreés le TSACSA
T—>—
) et comme S(z) =29 on en déduit : lim S(x)

_ U=
I—z rz——1t

2

400 1 1
e On a, pour x>0 :U(x)= > In(l+ E)x" > S In(1+ 2)a" =In(2)x
n=1

n=1, ,
>0

Done : S(z) = Yl > n@e — oo done par comparaison lir? S(x) =400
z—1= z—1-
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Exercice 2
Soit E un R espace vectoriel.
Soit f € L(E) tel que : (f — Idg) o (f*+ Idg) = Oy et f # Idg
1) Montrer que ker(f — Idg) et ker(f*+ Idg) sont supplémentaires dans E.
2) Montrer que si E est de dimension 8, alors, il existe une base B dans laquelle la matrice de f

1 0 O
est |0 0 -1
01 0

1) On pose F = ker(f — Idg) et G = ker(f* + Idg)
e Soitx € FNG
Alorsz € F= f(z)=zetr € G = f*(z)+x=0g
r=f(x)= f(z)= f(z) =>2=—2=2=0p
On adonc FNG ={0g}

e Soit x € I ,
Recherche : x =a+baveca € Fetbe G= f*(z)=a—bdonca="""2 + Vet b= +@

Rédaction : On pose a = +f;(x ot b= x—f;(x)
Onabien:a+b==zet fvérifie: 3 — 2+ f—Idp=0= 3= f2— f+ Idg

De plus f(a) = L@@ _ J@+PE)-f@te _ Pe)ts _ o qone g € F

20— A (g
2(b) f()Qf()

_ fAo)—f(f3(2))
2
_ [A@)—f(f2(z)—f(z)+a)
2
_ @)= @)+ (@) f(z)
2
— L@@t (I)”Hﬂ( =@ 7f2(2"’3)7:'3 = —bdonc b € G (calculs a vérifiés)

Doncx=a+bavecac F,be Gdonc FEC F+Getdonc F+G=F

e Finalement

2) Soit e € G non nul.
Montrons que (e, f(e)) est libre.
Soit (a, B) € R? tel que : ae + Bf(e) = 0g
En composant par f, comme e € G alors : af(e) — fe = 0g
Par combinaison linéaire des deux égalités :
alae +ff(e)) = Blaf(e) — fe) = 0p
= (Oé2 + ﬁ2)€ =0g
= (a?+5%) =0
=a=0£=0
Donc la famille (e, f(e)) est libre.
On en déduit que dzm(G) =0 ou dim(G) > 2
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De plus G est stable par f, donc ¢ = f|g vérifie ¢* = —Idg
En prenant le déterminant det(p?) = det(p)? = (—1)%™S) et donc, avec le signe dim(G) est paire.
Donc dim(G) = 0 ou dim(G) = 2
De plus f # Idg donc dim(F') < 3

On a aussi : £ = F @& G et donc dim(F')+ dim(G) = 3
3 0 ou 2
< ou

dim(G) = 0 est impossible car sinon dim(F') = 3, on a donc dim(G) =2 et dim(F) =1

Soit (e1) une base de F'. Si on prend es non nul dans G, on a montrer que l'on avait (es, f(e2))
était une base de G.

Finalement, par concaténation de bases adaptées a la somme directe : £ = F & G on a
1 0 0
(e1, e, f(e2)) qui est une base dans laquelle f a pour matrice {0 0 —1
01 0

Planche 11. Mines-Télécom Nathan Morin

Exercice 1

Soit n € N, on définit la suite (up)nen par :

{ up € ]0; 7|

Vn € N | upy1 = sin(uy,)

1. Montrer que (up)nen converge vers 0.

. 1 1
2. (a) FEtudier la convergence de la suite ( 5~ —2> .
Unt1®  Un® /ey
(b) On admet le théoréme de Césaro :
si (Ap)nen converge vers £ € R, alors la suite B, = — > Ay converge également vers (.
N =1

Etudier la série de terme général u,,.

3. Donner le rayon de convergence de la série entiére »  u,z".

1) Comme sin([0,]) C [0,1] C [0, 7] alors : Vn € N | u, € [0, 7]
On sait que Vx>0, sin(z) < x
done ¥n € N | sin(uy,) < u, = Uy < up
Donc (uy,) est décroissante et minorée par 0, donc convergente vers une solution de sin(x) = x.
Comme 0 est la seule solution de cette équation alors :

(u,) est décroissante et converge vers 0
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2)a) Comme u,, tend vers 0.

1 1
2
uz u2
-1 1
sin(un)? u?

R T
(un—“+o(u}))?

B R N
U (- to(ud)? U
2 2
= (L + 5 +o(u))) — o
= % + o(un)

On a donc :| lim —— — L =1
n—+oo Yn+t1

2)b) Par le théoréeme admis de Césaro et avec télescopage :
1

-
1 1 1 _1r1 1 1
;gl(g—@)—;[?—a]“ﬁ

n

Donc —X5 ~ L et done, comme u, >0 :|u, ~ \/g
nuz 3 n

Avec Riemann, on en déduit que : | u, est divergente.

3) Pour z # 0 on pose a, = u,z" # 0
~ Y|

3

ant1 n+1

_ | unt1z
Up 2™

Donc z| — 7|

n n—+oo
Alors, par la régle de D’Alembert pour les séries numériques :

|z] < 1= > u,z™ convergente et |z| > 1= > u,z" divergente

On en déduil que : |le rayon de convergence de Y u,z" vaul R =1

Exercice 2

Soit E un espace euclidien et B = (e, ..., e,) une base de E.

Soit Uapplication f définie par :Vx € E, f(x) =) <x,e; > e;.

=1

1. Montrer que [ est un endomorphisme. Fst-il injectif ? surjectif ?

On suppose de plus que B est une base orthogonale.

2. Montrer que [ est symétrique. A quelle(s) condition(s) f est-il un projecteur ?
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1) <x+ A y,e; >=<x,¢; >+ <y,e; >donc f(x+ Ay) = f(z)+ Af(y) et f(E)C E donc f
est une endomorphisme de F.

r€ker(f)= fx)=0p= > <x,¢>¢ =0g
i=1
Comme (eq,...,e,) est une base, alors : Vi € [1;n] , < z,e; >=0
Donc z € Vect((€;)icping)™ = = € E- = {0g} Donc ker(f) = {0g}, donc f injective et comme f
est un endomorphisme alors f est un automorphisme.

2) Si de plus que B est une orthogonale.
Alors f(ek) =< e, e > ek

On pose ¢}, = -2 ainsi B’ = (€, ..., €,,) est une base orthonormee.
k™ llexl] T

Alors f(e}) = He—lka(ek) = m < ep, e > e =< e, e > €},
La matrice de f relativement a la base orthonormée B’ est donc diag((< ey, e, >)) qui est symé-

trique donc ’ f est symétrique.‘

f est un projecteur < Vk € [L;n] , < e, e >=1

Donc f est un projecteur si de plus B est orthonormée. (et on a alors f = Idg)

Planche 12. Télécom Titouan Ségquy

Exercice 1
Soit A dans M,(R) admettant X3 — 3X — 5 comme polynéme annulaleur.
Montrer que : det(A) > 0.

On pose :Vt e R | f(t)=1>—3t+5
fest C® et f'(t) =3t — 3 =3(t* — 1) D’ou le tableau de variation :

t —00 —1 1 +00
1) + 0 - +
7 +00
f(t) / N /
—00 3

On en déduit qu’il existe une unique valeur réelle « telle que : f(a) = 0. De plus cette racine
est simple. Comme f(0) = —5 on en déduit o > 0.

On sait que si P est un polynome annulateur de A alors le spectre de A est inclus dans ’en-
semble des racines de P.

A admet donc au plus une valeur propre réelle.

f(t) = 0 admet aussi une racine compleze \ et comme f(t) est un polynéme a coefficients réels

alors sp(A) C {a, \, \}

29



Soit k Dordre de multiplicité de X\ comme valeur propre de A el k' Uordre de multiplicité de o
comme valeur propre de A. B
Comme A est réelle, alors \ et A\ ont méme ordre de multiplicité.

Alors det(A) = aF NN = o (A

On a bien :|det(A) >0

Exercice 2

1
On pose, pourn € N :u, = [ (1\7%) dx

0
a) Montrer que u,, est bien définie.

b) Etudier lim wu,.
n—-+oo

a) T > % est continue sur |0, 1]. Probléme en 0 pour u,,.

. .. L (1—z)" oL
Mais, au voisinage de 0 : 7~

Comme x \/Lg est intégrable sur |0, 1] alors, par équivalent, x — (1?/‘?n est intégrable sur |0, 1]

et donc ’un est bien déﬁnie.‘

b) On pose Vn € N | Vo €]0,1[, f.(z) = \/?n

Comme z €]0,1[= 1 —z €]0, 1] alors f,(x) e 0, donc (f,,) converge simplement vers la
—

fonction nulle sur ]0, 1]

De plus : Vn € N, Vx €]0,1], |fu(z)]| < \/LE avec T \/Li qui est intégrable sur |0, 1]

Les f, étant continues par morceaux sur |0, 1], on a veérifié toutes les hypothéses du théoréme de
convergence dominée et on a :

1
lim w, = lim ffn d:zc—f lim f,(z)de = [0dz =0
0

n—-+00 n—-+0o 0 0 n—-+o0o

Conclusion : | lim wu, =0
n—-+o0o

Remarque : Vo €]0,1[, 0 <1< —= donc 0 < (1 —2)" < (1=z)"

N
1
En intégrant enntre 0 et 1, comme les intégrales sont convegente : f (1 —2)"dx < u,
0
donc 0 < -1 < wu, et donc, par régle de comparaison, comme > — -7 est une série de Riemann

divegente, alors > u, est divergente.
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3 Centrale

3.1 Centrale : mathématiques 1
Planche 13. Centrale Math 1 Nathan Morin

e dt
1. Yz > 0, démontrer la convergence de l'intégrale F(z) = / ———— et calculer sa
o 1+a2412
valeur.
2. Soit a un réel positif.
i dt
(a) ¥n =1, on définit I, :/
0

1+ noresin®(t)’

A laide du changement de variable u = : calculer la valeur de I,.

L
an(t)’

(b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur o pour que > I, soit convergente.

A 1 _rA 1 1 _ 1 t A 7
1) fo 14 22 4 ¢2 dt = fo 1+ 22 1+(\/1t+?)2dt - [ 1422 arctan( 1+x2)]0 A:lo 2V1+a?
On a donc : Vo € R, F(x) convergente et F/(z) = 52—

2)a) I, est intégrale d’une fonction continue sur un segment donc I, est convergente.

T dt
1 + nome sin?(t)
—du
1+ nore sin?(u)
2 du

1+ noresin?(u)

changement de variable u =7 — ¢

Ow\::\

I
CN Iy

us

2 dt
On a donc : I, =2 —
o 1+ nom>sin®(t)

Dans I,, on effectue le changement de variable C! bijectif u = tmi(t) = %8 ,
du __ —sin(t)sin(t)—cos(t)cos(t) 2
dat sin?(t) - (_1 —u )

. o . sin?(t) o 1 1
sin (t) T cos?(t)+sin2(t) T cos?(t)+sin?(t) w241

sin2(t)
0 7du2 +o0o d /
T = a4l _du /2y m
Onadonc:I,=2 [ Trmeme g = 2 { s = 2F((nm)*?) = ——
+o0 u

Bilan : [n == \/1++7a7ra
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2)b) Si a =0, (I,) est constante égale a [ 1Jr+ng(t)dt # 0, donc Y I, est divergente.
0

Sia >0, alors I, ~ —7—7 > 0 et Y —L5 est convergente (par Riemann)
si et seulement si /2 > 1< o > 2

On a donc : | > I, convergente si et seulement si o > 2

Planche 14. Centrale Math 1 Titouan Séguy

On dispose de boules indiscernables au toucher. On départ on a N > 2 boules rouges dans
["urne.
On tire une boule, si elle est rouge on la remplace par une boule verte, sinon on la remet dans
["urne.
On note X, la variable aléatoire donnant le nombre de boules rouges aprés n tirage.

1.a) Montrer que : P(X,41 = k) = 2EP(X, = k) + B2 P(X, =k + 1)
1.b) Trouver une formule liant B(X,,) et E(X,11)
1.¢) Ezprimer E(X,,) en fonction de N et de n.

a) On remarque pour commencer, qu’il y a toujours N boules dans I'urne et que :
Xn(€2) € [0; V]

Remarque : en fait on a : Xg = N car c’est la composition initiale de ['urne, et comme au
premier tirage on a une boule rouge, que l'on remplace par une verte, alors X, () C [0,N — 1]
pour n > 1
On a méme X5(Q) =N —2; N —1]), X5(Q) =[N —-3,N—1] st N > 3.

Il faut n > N pour avoir X,,(2) = [0; N — 1]

Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (associé a X,)
(X, = J)jefo:ng On a, pour k € [0; NJ :

N
j=

Mais pour avoir X,,41 = kil faut X,, € {k+ 1, k} puisque, a chaque tirage, on enléve une boule
rouge ou on ne change rien.

On a donc :
P(X,1 =k)=P(X,01 = k| X, =k)P(X,, = k) + P( X1 = k| X, =k+ 1DP(X, =k +1)

Lorsque X,, = k la composition de I'urne est : k boules rouge et N — k boules vertes. Donc par

A 3 1ith - _ _ __ nb de boules vertes __ N—k
équiprobabilité : P(X, 1 = k| X, = k) = B8 20080 — 2o

Lorsque X,, = k + 1 la composition de I'urne est : k£ + 1 boules rouge et N — (k + 1) boules

vertes. Donc par équiprobabilité : P(X,,1 = k| X, = k) = 2 i%%%uée;uﬁzsges = %
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On a donc : |Vk € [0; N] , P(X,41 = k) = EP(X, = k) + EHLP(X,, = k + 1)

b) On écrit la relation du a) d’une autre maniére :
P(Xp1 = k) =P(X, = k) — £P(X,, = k) + BLP(X,, =k + 1)
On multiplie par k :
KP(X, 11 = k) = kP(X, = k) — EP(X, = k) + HEDP(X, =k + 1)
= kP(X,1 = k) = kP(X,, = k) — EP(X,, = k) + EEDEDpy, — k4 1)
= KP(Xpp1 = k) = kP(X,, = k) — EP(X, = k) + ELEP(X, = k+ 1) — ELP(X, = k + 1)

Onsommede k=0a k=N :

N
> kP( X1 = F)
k=0

N N N
— S KP(X, = k) + Y [-EP(X, = k) + ELEP(X, =k + 1)) — £ S (k+ DP(X, = k+ 1)
k=0 k=0 k=0
On reconnait des espérances et une somme télescopique :
E(Xn-i-l)

= E(X,) — $P(X, = 0) + &L P(X, = N +1)] -+ E(X,,)

~~
=0

On a donc : |E(X,11) = ~LE(X,)

¢) (E(X,)) est donc une suite géométrique de raison 21 et de premier terme E(Xy) = N car
il y a N boules rouges avant le premier tirage.

On a donc : |E(X,) = N(%)"

33



