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DS no 2 Solution

 Partie I— Conversion de puissance (Centrale PSI)

1  Phase active 0⩽ t <αT

1. Le transistor étant fermé, on a vTr = 0. La loi des
mailles conduit donc à vs + vD = 0, d’où

vD =−vs < 0.

Comme vD < 0, la diode est bloquée.

Le schéma électrique équivalent est donc
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2. La loi des mailles (mailles du générateur) s’écrit

Vps = L
diL

dt
,

d’où comme iL(t = 0) = iL,min

iL(t ) = Vps

L
t + iL,min . (1)

3. Le temps caractéristique associé à l’ensemble
résistance-condensateur est

τ= RC .

La tension vs, qui varie avec le temps caractéristique τ,
doit très peu varier pendant les phases de fonctionne-
ment du montage, soit

τ≫ T .

On en déduit la condition

C ≫ T

R
.

2  Phase de roue libreαT ⩽ t < T

4. Durant la phase de roue libre, la diode est passante
et le transistor bloqué; le schéma équivalent au circuit
est donc
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5. La loi des mailles s’écrit

vs +L
diL

dt
−Vps = 0.

Avec iL(t =αT ) = iL,max, on en déduit

iL(t ) = Vps − vs

L
(t −αT )+ iL,max . (2)

3  Valeurs moyennes sur une période

6. Écrivons que iL(t = αT ) = iL,max à partir de l’équa-
tion (1) :

iL,max =
Vps

L
αT + iL,min ,

d’où

iL,max − iL,min = Vps

L
αT . (3)

En régime périodique établi, on a iL(t = 0) = iL,min, d’où
iL(t = T ) = iL,min à partir de l’équation (2) :

iL,min = Vps − vs

L
(1−α)T + iL,max ,

d’où

iL,max − iL,min = vs −Vps

L
(1−α)T . (4)

7. L’intensité iL(t ) est affine par morceaux, croissante
pendant la phase active et décroissante pendant la
phase de roue libre, d’où

0 αT T 2T t

iL,min

iL,max

iL(t )

8. On a vL(t ) = L
diL(t )

dt
, d’où 〈vL(t )〉 = L〈diL(t )

dt
〉.

Comme iL(t ) est périodique, on a

〈diL(t )

dt
〉 = 0

d’où
〈vL(t )〉 = 0 .

D’après (3) et (4), on a

Vps

L
αT = vs −Vps

L
(1−α)T

soit αVps = (1−α)vs − (1−α)Vps. On en déduit

vs =
Vps

1−α
.

9. Comme 0 < α < 1, on a vs >Vps , d’où le nom de

hacheur-survolteur.

Le rapport cyclique est donné par α= 1− Vps

vs
.

Avec Vps = 72 V et vs = 350 V, on obtient

α= 0,79 .
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 Partie II—Machine frigorifique avec une source de température variable (CCINP MP)

1. La machine thermique provoque un transfert ther-
mique dans le sens non spontanée de la source froide
(la mer) vers la source chaude (l’atmosphère), ce qui né-
cessite une puissance mécanique.

Aokiji
(machine)

atmosphère
(source chaude)

mer
(source froide)

Givro-Fruit

δQc < 0

δQf > 0

δW > 0

2. Pendant un cycle, on peut considérer les tempéra-
tures des sources comme constantes ; le second prin-
cipe peut alors s’écrire sous forme infinitésimale

dS = δQc

θc
+ δQf

T ′ +δScréé .

L’évolution étant supposée réversible, on a δScréé = 0.

Le fonctionnement étant cyclique, on a dS = 0 sur un
cycle (l’entropie est une fonction d’état). On en déduit

δQc

θc
+ δQf

T ′ = 0 .

3. Le premier principe s’écrit sous forme infinitési-
male :

dU = δQc +δQf +δW .

Pour un cycle, on a dU = 0.

L’énergie reçue pendant un cycle de durée dt est δW =
P dt , d’où

δQc +δQf +P dt = 0.

L’eau reçoit de la part de la machine un transfert ther-
mique opposé à celui reçu par la machine de la part
de l’eau. Le premier principe sous forme différentielle
appliqué à la masse m d’eau liquide s’écrit donc, pour
cette évolution isobare

dH =−δQf .

Comme dH = mceau dT ′, on a

δQf =−mceau dT ′ .

Avec δQc =−θc

T ′δQf d’après le second principe, on a

0 = δQf

(
1− θc

T ′

)
+P dt

soit

0 =−mceau

(
1− θc

T ′

)
dT ′+P dt .

La relation

P dt = mceau dT ′−mceauθc
dT ′

T ′

intégrée sur la durée du processus s’écrit

P∆t = mceau

ˆ Tf

θc

dT ′−mceauθc

ˆ Tf

θc

dT ′

T ′

= mceau(Tf −θc)−mceauθc ln

(
Tf

θc

)
d’où

∆t = mceau

P

[
Tf −θc −θc ln

(
Tf

θc

)]
.

4. On calcule

Pmin = 103 ×4,18×103

10×60

[
273,15−293−293× ln

273,15

293

]
soit

Pmin = 4,9 kW .

5. Cette fois, la température de l’eau reste constante
pendant la solidification. Il n’est donc pas nécessaire
d’envisager une transformation infinitésimale sur un
cycle.

Pour toute la phase de solidification, le second principe
s’écrit

Qc

θc
+ Qf

Tf
= 0.

En appliquant le premier principe à la mer, on a

∆H =−Qf = mLsol =−mLfus .

On a donc Qf = mLfus, d’où

Qc =−θc

Tf
mLfus .

Le premier principe s’écrit de même

0 =Qf +Qc +Pmin∆t ′

soit

0 = mLfus −
θc

Tf
mLfus +Pmin∆t ′ ,

d’où

∆t ′ = mLfus

Pmin

(
θf

Tf
−1

)
.

On calcule

∆t ′ = 4,9×103 s = 82 min .
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6. L’efficacité totale de la machine frigorifique est don-
née par

η= Qf,tot

Wtot
avec

Qf,tot =−mceau(Tf −θc)+mLfus

et
Wtot =P(∆t +∆t ′) ,

d’où

η= mceau(θc −Tf)+mLfus

P(∆t +∆t ′)
.

On calcule

η= 15 .

 Partie III — Traitement des eaux usées

1—  Dessalage—Déshuilage

1. Dans le référentiel du fluide au repos supposé gali-
léen, la bille est soumise à

— son poids
#»
P = m #»g =−4

3
πr 3ρsg #»uz ;

— la poussée d’Archimède
#»
ΠA = 4

3
πr 3ρeg #»uz ;

— la force de frottement
#»
F t =−6πηr v #»uz .

2. Lorsque la bille atteint sa vitesse limite, le principe
fondamental de la dynamique conduit à

#»
0 = #»

P + #»
ΠA + #»

F t ,

soit en projetant selon #»uz :

0 =−4

3
πr 3ρsg + 4

3
πr 3ρeg −6πηr vℓ .

On en déduit

6πηr vℓ =
4

3
πr 3gρe

(
1− ρs

ρe

)
= 4

3
πr 3gρe(1−d) ,

d’où

vℓ =
2r 2gρe

9η
(1−d) .

En notant ν= η/ρe , on a donc

vℓ =
2g r 2

9ν
(1−d) .

Il y a sédimentation (soit vℓ < 0) si d > 1.

Il y a remontée en surface (soit vℓ > 0) si d < 1.

3. On calcule vℓ =
2×9,81

9×10−6 (1−2,65)r 2 puis tc = 2

vℓ
.

Sable grossier Sable fin Limon
|vℓ| 3,6 ms−1 36 mm · s−1 0,36 mm · s−1

tc 0,56 s 56 s 93 min

Argile Colloïde
|vℓ| 3,6 µm · s−1 36 nm · s−1

tc 6,4 jours 640 jours

4. On veut tmax = H

|vℓ|
= 9νH

2g r 2
min(d −1)

, d’où

rmin =
√

9νH

2g tmax(d −1)
.

On calcule

rmin =
√

9×10−6 ×2

2×9,81×2×3600× (2,65−1)
= 8,8×10−6 m,

soit rmin = 8,8 µm .

2—  Décantation des boues résiduelles

 Profil de concentration à l’équilibre dans un modèle
convecto-diffusif

5.a) En coordonnées cartésiennes,

#      »

gradn∗ = ∂n∗

∂x
#»ux + ∂n∗

∂y
#»uy + ∂n∗

∂z
#»uz ,

La densité étant de la forme n∗(z, t ), on en déduit

#»ȷD =−D
∂n∗(z, t )

∂z
#»uz .

5.b) Les particules traversant une section S normale à
Oz, orientée selon #»uz (soit

#»
S = S #»uz ), pendant dt sont

comprises dans le cylindre de hauteur vℓ dt et de sec-
tion S.

Son volume étant dτ = Svℓ dt , il contient δN =
n∗(z, t )dτ= n∗(z, t )Svℓ dt particules.

On définit la densité #»ȷC = jC
#»uz associée à la convection

par δN = #»ȷC · #»
S dt = jC

#»uz ·S #»uz dt = jC S dt .

En identifiant avec l’expression précédente, on obtient
jC = n∗(z, t ) #»v ℓ, soit

#»ȷC = n∗(z, t ) #»v ℓ .

Le flux total de particules est alors

#»ȷ =−D
∂n∗(z, t )

∂z
#»uz +n∗(z, t ) #»v ℓ .
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En notant #»v ℓ =−vℓ
#»uz on obtient

#»ȷ =−D
∂n∗(z, t )

∂z
#»uz −n∗(z, t )vℓ

#»uz .

5.c) Effectuons un bilan de particules sur volume de
section S, compris entre z et z +dt .

Il contient δN = n∗(z, t )S dz particules. Entre t et t +dt ,
ce nombre varie de

d(δN ) = (n(z, t +dt )−n(z, t ))S dz = ∂n∗

∂t
S dz dt .

En l’absence de sources internes de particules, le bilan
de particules s’écrit d(δN ) = δ2Nreçu.

Entre t et t +dt , le système reçoit

δ2Nreçu = j (z, t )S dt − j (z +dz, t )S dt =−∂ j

∂z
S dz dt .

Le bilan s’écrit alors

∂n∗

∂t
=−∂ j

∂z
soit

∂n∗

∂t
= D

∂2n∗

∂z2 + vℓ
∂n∗

∂z
.

On obtient bien l’équation de Mason-Weaver.

6. Cas du régime stationnaire.

6.a) Considérons le régime stationnaire atteint (limite

t → ∞). On a alors
∂n∗∞
∂t

= 0, et l’équation de Mason-

Weaver s’écrit

D
d2n∗∞

dz2 + vℓ
dn∗∞

dz
= 0 soit

d2n∗∞
dz2 + vℓ

D

dn∗∞
dz

= 0.

Chaque terme ayant la dimension de [n∗∞]/L2, on peut
définir une longueur caractéristique

λ= D

vℓ
.

L’équation d’écrit alors
d2n∗∞

dz2 + 1

λ

dn∗∞
dz

= 0. Il s’agit

d’une équation du premier ordre en F (z) = dn∗∞
dz

, de la

forme
dF

dz
+ F (z)

λ
= 0, dont la solution générale s’écrit

dn∗∞
dz

= F (z) = A e−z/λ ,

A étant une constante déterminée par les conditions
initiales.

Une intégration supplémentaire conduit alors à la
forme générale de la solution de l’équation différen-
tielle :

n∗
∞(z) =−λA e−z/λ+B .

On note n∗
0 = n∞(z = 0) = B −λA, soit

n∗
∞(z) = n∗

0 +λA
(
1−e−z/λ

)
.

On peut aussi remarquer que l’on a une équation diffé-
rentielle homogène d’ordre deux. L’équation caractéris-
tique associée est r 2 + r /λ = 0, soit r (r + 1/λ) = 0. Elle
admet donc deux racines réelles r1 = −1/λ et r2. La so-
lution générale s’écrit alors n∗∞(z) = A′ er1z +B ′ er2z , soit

n∗∞(z) = A′ e−z/λ+B ′. On retrouve la forme générale éta-
blie précédemment.

Aucune particule ne pouvant traverser le fond du bac,
on a la condition limite j (z = 0) = 0 :

D
dn∗

dz
(0)+ vℓn∗(0) = 0 soit

dn∗∞
dz

(0)+ n∗∞(0)

λ
= 0,

d’où A+ n∗
0

λ
= 0. La densité de particules s’écrit donc

n∗
∞(z) = n∗

0 −n∗
0

(
1−e−

z
λ

)
soit n∗

∞(z) = n∗
0 e−

z
λ .

6.b) La densité de particules s’écrit 1

n∗
∞(z) = n∗

0 exp
(
− z

λ

)
= n∗

0 exp

(
−z |vℓ|

D

)
= n∗

0 exp

(
−2g r 2(d −1)z

9νD

)
,

soit, avec D = kBT

6πηr

n∗
∞(z) = n∗

0 exp

(
−2g r 2(1−d)z6πηr

9νkBT

)
= n∗

0 exp

(
−4πr 3(d −1)ρeg z

3kBT

)
.

Une particule de masse m = 4

3
πr 3ρs a une énergie po-

tentielle dont dérivent la résultante du poids et de la
poussée d’Archimède

#»
P + #»

ΠA =−4

3
πr 3ρsg #»uz + 4

3
πr 3ρeg #»uz

= 4

3
πr 3ρe(1−d)g #»uz =−dep

dz
#»uz .

L’énergie potentielle vaut donc

ep(z) =−4

3
πr 3ρe(1−d)g z .

La densité volumique de particules en régime station-
naire est bien donnée par la statistique de Boltzmann

n∗
∞(z) = n∗

0 exp

(
−ep(z)

kBT

)
.

6.c) Pour T = 300 K, on calcule

λ= D

vℓ
= kBT

6πηr

9ν

2g r 2(1−d)
= kBT

4
3πr 3ρe(d −1)g

.

rayon r = 1 µm r = 0,1 µm r = 0,01 µm
λ 61 nm 61 µm 6,1 cm

La diffusion ne joue de rôle notable que sur une distance
de l’ordre de λ. On peut donc négliger la diffusion dans
un bac de profondeur H si λ ≪ H . D’après les résul-
tats du tableau précédent, on voit que la diffusion peut
être négligée dans la modélisation de la sédimentation
pour les trois tailles de particules envisagées.

1. Attention à la différence de notation de vℓ entre les premières questions et les questions suivantes. . .
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 Partie IV— Le bioéthanol (Mines PSI)

1. La structure de Lewis de l’éthanol est

H C

H

H

C

H

H

O H

Du fait de la présence de l’atome d’oxygène électroné-
gatif, la molécule d’éthanol est polaire et susceptible
de former des liaisons hydrogène, comme la molécule
d’eau, ce qui explique que l’eau et l’éthanol sont mis-
cibles.

Les alcanes présents dans l’essence sont des molécules
apolaires, peu miscibles dans l’éthanol.

Un carburant à base d’essence et d’éthanol sera donc
hétérogène, formé d’une phase alcool et d’une phase al-
cane.

2. La réaction de fermentation anaérobie d’une mole
de glucose s’écrit

C6H12O6(s) −−→ 2CH3CH2OH(ℓ)+2CO2(g) .

3. L’enthalpie standard de cette réaction est donnée par

∆rH o = 2∆fH
o(C2H5OH)+2∆fH

o(CO2)−∆fH
o(C6H12O6) .

L’enthalpie standard de formation du glucose n’est pas
donnée, mais on donne l’enthalpie standard de la réac-
tion

C6H12O6(s)+6O2(g) −−→ 6CO2(g)+6H2O(g)

soit comme ∆fH
o(O2(g)) = 0 (élément dans son état

standard de référence)

∆combH o = 6∆fH
o(CO2(g))+6∆fH

o(H2O(g))

−∆fH
o(C6H12O6) .

On en déduit

∆rH o =∆combH o +2∆fH
o(C2H5OH)−4∆fH

o(CO2)

−6∆fH
o(H2O(g)) .

On calcule

∆rH o =−2816+2× (−277)−4× (−394)−6× (−242)

soit
∆rH o =−342 kJ ·mol−1 .

On a ∆rH o < 0 : la réaction est exothermique.

4. La réaction de combustion de l’éthanol a pour bilan

C2H5OH(ℓ)+3O2(g) −−→ 2CO2(g)+3H2O(ℓ) .

Contrairement à la combustion d’hydrocarbures fos-
siles, le carbone rejeté par la combustion du bioéthanol
a été préalablement fixé par les plantes ; le bilan est donc
neutre en terme de production de gaz à effet de serre.
De plus, la combustion de l’éthanol libère moins de CO2
que celle des alcanes constituants l’essence (octane).

5. On part initialement de n moles d’éthanol (corres-
pondant à m = 3 g).

Le mélange initial contient donc 3n moles de O2 , 12n
moles de N2 et neau moles d’eau.

Le mélange final contient 2n moles de CO2, les 12n
moles de N2 qui ne participent pas à la réaction et
neau+3n moles d’eau (eau formée par la réaction et eau
initialement contenue dans le calorimètre).

On calcule

n = m

Méth
= 3

46
= 6,5×10−2 mol

et

neau = 1000

18
= 55,5 mol.

Le réacteur étant isolé, le premier principe appliqué au
contenu du réacteur s’écrit

∆H = 0.

On décompose la réaction en deux étapes fictives :

1re étape : réaction isotherme et isobare, la variation
d’enthalpie du système étant ∆H1 ;

2e étape : élévation de la température du milieu final de
Ti à Tf, la variation d’enthalpie du système étant
∆H2.

L’enthalpie étant une fonction d’état, on a

∆H =∆H1 +∆H2 .

Pour l’étape correspond à la réaction chimique, l’avan-
cement final est ξf = n, d’où

∆H1 = n∆rH o .

Pour l’étape d’élévation de température, on a

∆H2 =
[

2nC o
pm(O2)+12nC o

pm(N2)

+(neau +3n)C o
pm(H2O)

]
(Tf −Ti) .

De la relation ∆H1 +∆H2 = 0 on déduit

∆rH o =−
[

2C o
pm(O2)+12C o

pm(N2)

+
(
3+ neau

n

)
C o

pm(H2O)
]

(Tf −Ti) .

On calcule

∆rH o =−
[

2×29+12×29+
(
3+ 55,5

6,5×10−2

)
×75

]
× (318−298)

soit
∆rH o =−1293 kJ ·mol−1 .
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6. L’enthalpie standard de réaction de de combustion
de l’éthanol (liquide) est donnée par

∆rH o = 2∆fH
o(CO2(g))+3∆fH

o(H2O(ℓ))

−∆fH
o(C2H5OH(ℓ))−3∆fH

o(O2(g)) .

On calcule en kJ ·mol−1

∆rH o = 2× (−394)+3× (−286)− (−277)

soit

∆rH o =−1369 kJ ·mol−1 .

La grandeur estimée expérimentalement ne diffère que
de 6 % de la valeur tabulée, ce qui est correct compte
tenu des hypothèses effectuée (capacité calorifique du
calorimètre négligée).

 Partie V—Maîtrise des outils mathématiques

1. Le flux à travers le cylindre Σ est

Φ=
Ó

M∈Σ
#»
J (M) ·d

#»
SM = 2πr H × J0r 2

soit Φ= 2πH J0r 3 .

2. Le flux à travers la sphère Σ est

Φ=
Ó

M∈Σ
#»
J (M) ·d

#»
SM = 4πr 2 × a

r 2

soit Φ= 4πa .

3. Volume d’une sphère de rayon a :

V = 4

3
πa3 .

Volume d’un cylindre de rayon a et de hauteur H :

V =πa2H .

4. Surface d’une sphère de rayon a :

S = 4πa2 .

5. Surface latérale d’un cylindre de rayon a et de hau-
teur H :

S = 2πaH .

6. Volume d’une coquille sphérique de centre O, de
rayon r et d’épaisseur dr :

dτ= 4πr 2 dr .

7. La solution générale de l’équation différentielle

τ
du(t )

dt
+u(t ) = 0 est

u(t ) = A e−t/τ .

On a u(t0) = A e−t0/τ =U0, d’où

u(t ) =U0 e−(t−t0)/τ .

8. La solution générale de
d2T

dx2 + T (x)

L2 = T0

L2 est

T (x) = A cos
( x

L

)
+B sin

( x

L

)
+T0 .

On a

T (0)−= A+T0 = T1

d’où A = T1 −T0, et

dT

dx
=− 1

L
sin

( x

L

)
+ B

L
cos

( x

L

)
d’où

dT

dx
(x = 0) = B

L
= 0.

Finalement

T (x) = (T1 −T0)cos
( x

L

)
+T0 .

9. La solution générale de
d2T

dx2 − T (x)

L2 = 0 est

T (x) = A ex/L +B e−x/L .

On a T (0) = A+B = T0, et

lim
x→+∞T (x) = 0

n’est possible que pour A = 0.

Finalement B = T0 et

T (x) = T0 e−x/L .

10. On a N1(0) = N0 et N2(0) = 0, ainsi que

lim
t→+∞N1(t ) = lim

t→+∞N2(t ) = N0

2
.

t

N0

2

N0

Ni (t )

N1(t )

N2(t )

τ
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