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TD phénomenes de transport

Jean Perrin E. SAUDRAIS

Diffusion thermique

1 — Métabolisme d’'un mammifere

1. On considére la sphere de rayon r > R. Le bilan
thermique s’écrit, en régime stationnaire pour une du-
réed:s:

0= 5Qrequ + iPprod de,
ol P est la puissance totale créée dans I’animal par son

meétabolisme.

La sphere, surface fermée, est conventionnellement
orientée vers l'extérieur; en notant ®(r) le flux ther-
mique sortant, le bilan s’écrit

0=-®(r)dt+Pproadt.
On en déduit :
D(x) =Py = {Pprod .

Le flux thermique a travers une sphere est indépendant
de son rayon, et est égal a la puissance thermique pro-
duite a l'intérieur de la sphere, qui est intégralement
évacuée par transfert thermique a travers sa surface.

2. Leprobleme étant a symétrie sphérique, le flux ther-
mique sortant s’écrit

@) = # ToMDdSy =4nr?jo(r).
MeX

La puissance totale produite dans la sphere de rayon R
est

4
P=_nR3p,.
3Py

Le bilan ®¢ = P conduit donc a

pvR? _}LdT(r)

Je(n = 3r2 dr

en utilisant la loi de Fourier. On a donc, la température
loin de I'animal (r — oo) valant Ty :

T 3 00 g0 3 00 3
/ dT:—pVR / dr’  pyR [1] _ PR

ﬁ_ 30 ], - 3Ar
d’olt
pvR3
T(r)=To+
(r) 0 3Ar

On remarque que T (r) > Ty comme attendu : le méta-
bolisme de I'animal réchauffe son corps.

3. En considérant un contact parfait, la température
est continue a la surface de 'animal; sa température
cutanée vaut donc T, = T(R), soit

psz

T. =Ty +
c 0 31

Quand R est fixée, T, diminue quand A augmente : le
milieu est meilleur conducteur de la chaleur et éva-
cue mieux la puissance thermique produite par I'ani-
mal qui est plus refroidi.

Quand A est fixé, T, augmente, de facon affine, quand
R augmente. Une augmentation de R augmente le flux
thermique évacué selon R? (proportionnel  la surface
de 'animal), mais la puissance totale produite est pro-
portionnelle au volume de I’animal donc a R®. On a

donc . .
puissance produite

puissance évacuée

X

4. Le métabolisme volumique est donné par

31
pV:ﬁ(TC_TO)y

SOit | Pyair =2,4kW-m™3 et pyeau=240kW-m™3 .
Comme Aeay = 10045, 0N A Py.eau = 100py air pour une
méme taille R de I'animal.

De plus py iz : pour un animal 10 fois plus petit,
le métabolisme volumique nécessaire doit étre 100 fois
plus important.

Dans l'eau, ou la conductivité est plus importante, le
métabolisme serait trop important pour un mammi-
fere de petite dimension. Le plus petit mammifére ma-
rin est d’ailleurs le béé phoque, dont environ la moi-
tié de la masse corporelle est constituée de graisse iso-
lante!

2 — Modeéle d'un fusible

1. On considere la tranche de fusible comprise entre
les abscisses x et x + dx. En régime stationnaire, le bi-
lan d’énergie interne s’écrit

0= 6%Qrecu + 0Pproad.

Le transfert thermique recu pendant d ¢ vaut

djo(x
52 Qrecu = Lo - jo(x+dx] sdr = -2 g4 q,
soit avec la loi de Fourier
d’T(x)
8% Qrecu = AVdedr.
Le trongon de longueur dx a pour résistance électrique
5=
S

La puissance dissipée par effet Joule y est alors donnée

par
%12 )

2
5P prod = ORI? = o
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Le bilan d’énergie s’écrit alors

2
T
0= 28T gaar+ B 2ar,
dx? YS
soit
d2T+ I? o
dx?2  Ays?2

Avec la condition T'(0) = T'(L) = Ty, la solution s’écrit

2

I
T(x) = T() arF WX(L—X) .

T(x)

2. La température est maximale au milieu du fusible,
en x = L/2. En cas de dépassement de I, la rupture
se produit donc en x = L/2.

On a alors )
15 L
Tp = Ty + 22
F 0T By s?
d’on
ImaxL

22y (Tr-To)
Pour I, = 16 A, on calcule

16x2,5x 1072

21/2 x 1,2 x 105 x 65 x (390 — 290)
=1,6 x107% m?

S16 =

soit | S =1,6 mm? , ordre de grandeur tout a fait réa-
liste.

3. La température est maximale au milieu du fusible,
en x = L/2. En cas de dépassement de I, la rupture
se produit donc en x = L/2.

On a alors .
15 L
Tp = Tp+ 22
F 0T By s?
d’on1

22y (Tr-To)
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Pour I, = 16 A, on calcule

16x2,5x 1072

21/2 % 1,2 x 108 x 65 x (390 — 290)
=1,6 x 107% m?

S16

soit | S16=1,6 mm? |, ordre de grandeur tout a fait réa-
liste.

4. Le vecteur densité de flux thermique est donné par

dT(x)  I?

S __
Jo) dx 2y8§?

(L-2x).

La puissance recue par conduction en x = 0 (donc
transférée dans le sens + &) vaut

Pin(0) = jo(0)S = oL
thlV) = Jo = 2ys

On a Py, (0) < 0 : la puissance est évacuée vers I'exté-

| Pl =0,65W |.

La puissance recue par conduction en x = L (donc
2.2 —>
transférée dans le sens — e ) vaut

rieur. On calcule

P =—j (L)S——IZL
th{L) = —JQ = 2)/8'

Le probleme étant invariant par symétrie par rapport
au milieu x = L/2 du fusible, on a comme attendu
P (0) = Py (L).

La puissance électrique produite par effet Joule dans la
tranche [x, x + dx] s’écrit

12
6Pe =6RI?> = —dx.
rS

La puissance électrique fournie a 'ensemble du fil
s’écrit alors

Ce résultat était prévisible.

Le bilan d’énergie pour tout le fusible s’écrit
0=0Qrecu + Pedt
avec 6Qre(;u = [P (0) + P (L)] dz, d'otr

Pin(0) + Pin (L) + Pe =0 .
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3 — Production d’entropie

1. En régime stationnaire, 'entropie de I'élément de
longueur dx ne varie pas dans le temps. Sa variation
pendant d¢ est donc nulle et le bilan d’entropie s’écrit

0= 525re§u + 525créé-
Lélément recoit en x le transfert thermique
0Q(x) = jo(x)Adt

a travers sa frontiere a la température T'(x); 'entropie
recue en x vaut donc

5Q(x)  jo)
T(x) T(x

5Sret;u,x = Adt

L'élément regoit en x + dx le transfert thermique
6Q(x+dx) = —jo(x+dx)Adr

a travers sa frontiere a la température T'(x + dx); 'en-
tropie recue en x + dx vaut donc

0Q(x+dx) 3 _jQ(x+dx)
T(x+dx) = T(x+dx)

6Srequ,x+dx =
Lentropie totale recue s’écrit alors

2
6 Sregu = 5Sregu,x+dx + 5Sregu,x

_ ]Q(x+dx)_]Q(x) Ads
T(x+dx) T (x)
S FLEICON o
dx | T(x)

En régime stationnaire, 'équation de la chaleur s’écrit
djo(x)
JoW _ 0
dx

Le flux thermique est alors indépendant de x, soit
Jo(x) = jo.Onaalors

525rew:—AdeiiC Tog | dxde
- jo Tzl(x) dg;x)Adxdt
Avec la loi de Fourier, jo = —Adgix) et
i = —TZL (@)ZAdxdt .
(x)\ dx

2. Le terme de production d’entropie s'écrivant
82Seres = 0sAdxdt, le bilan d’entropie conduit a

A (dT(x))\?
os(x) = ( )

T2(x) \ dx

On a bien |ogs(x)>0 , ce qui traduit le caractere irré-
versible du transfert thermique.

Nous en en présence d'un état stationnaire hors
d’équilibre : les grandeurs intensives ne dépendent pas
du temps, mais ce n’est pas un état d’équilibre car elle
ne sont pas uniforme : il y a un gradient de tempéra-
ture, donc un flux thermique dont le sens s’inverserait
si on « passait le film a 'envers ».

Le gradient de température est uniforme en régime sta-

tionnaire :
dT _h-T

dx L
Le taux de production d’entropie est donc maximal a
I'extrémité ou la température est la plus basse, c’est-a-
direenx=0;0na

MT, - Ty)?
212 |

0 S max =

Oncalcule O§max=1,78J-K!-m3.s71 .

4 — Chauffage d'unigloo

1. Question de cours, la conduction thermique étant
supposée unidimensionnelle en cartésiennes si on né-
glige la courbure des parois. La résistance thermique
est Ry = —.
th =75
2. Lapuissance dégagée par I'inuit est
_ 0,5x10°

=1,4x 10> W=0,14 kW.
3600

3. Le flux thermique sortant est donné par

Tint — T, AS
=" = == (Ting— Texd) -
Rth e

La température de l'igloo reste constante si ® = P, soit
pour une épaisseur

AS
e= ? (Tint — Text)
On calcule e=43cm |.

4. On se place en coordonnées sphériques, en consi-
dérant T(r) et 7w = jm(r)€,. En régime station-
naire, le flux est indépendant de r, soit! d(r) = @y =

dT
jth(r)27rr2 = —AEZErz. On a donc

1. Ligloo étant hémisphérique, on prend la moitié de la surface d'une sphére.
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(DO dr
dT=-——.
2 r?
On en déduit
D (1 1 Rint — Rext
T(Rext) — T(Rint) = —> - T AR Roxt |
(Rext) (Rint) 27 (Rext Rint) OZJTARintRext
3/16
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La résistance donnée par T(Rint) — T(Rext) = Rin®o
s’écrit alors
_ Rext_Rint

h==— 1
‘ 27 A Rint Rext

Dans le cas ol1 Rext = Rint + € avec e < Rjpt, on a

e e

R ~—_— = —
th 27R: A AS

ous= ZJIRiznt est la surface de I'igloo. On retrouve I'ex-
pression d'un mur plan, ce qui revient a négliger la
courbure de la paroi.

5 — Banc de Kofler

1. On considére comme systéme la tranche comprise
entre x et x + dx. On effectue un bilan d’enthalpie pen-
dant df en régime stationnaire :

0=Pd(x)dt—D(x+dx)dt— h(T(x)— T,)adxdt,

le transfert entre le banc et I'air se faisant a travers la
surfacedS =(a+2b)dx =~ adx car b < a.

On adonc
do
0= “dx dxdt—h(T(x) — Ty)adxdr
X

soit comme ®(x) = ab ji, (x)

B djin (x)

0=
dx

ab—h(T(x)-Tya.

Avec la loi de Fourier on obtient

d’T
0= Awb— h(T(X) - Ta),
soit
d°T h

W—ﬁ(T(JC)—Ta)ZO .

Ab
Enposant8(x) =T(x)—Tyet |6 = o ,ona

d’0 0(x) _
dx2 62
dont la solution générale est de la forme

0(x)=Be *°+Ce"?,

d’ot1 le profil de température

T(x)=Ty+Be % +Ce™? .
2. La distance § caractérise la variation de la tempé-
rature dans la barre. On peut considérer cette dernier

infinie si | L> 0  (dans la pratique si L > 56 I"approxi-
mation est valide).
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La température ne pouvant diverge, on doit alors avoir
C=0/,soit
T(x)=Ty+Be ™",

On ne connait pas la température en x = 0, mais on
connait la puissance recue : c’est la puissance dissipée
par la résistance R alimentée sous une tension efficace
U, donnée par

U2

P=—.

R

Par continuité du flux thermique en x = 0 a travers la

section ab, on peut écrire

P=0®(x=0)= —Aab%(x =0)= AabE,
dx 1)
d’ou
_U?%
" AabR
3. Dans le banc de longueur L, le temps caractéris-

c
tique des variations de températures est 7* = %Lz. On

peut considérer que la température dans le banc ne dé-
pend pas de la température si, du fait de son inertie
thermique, il n'a « pas le temps » de suivre les variations
de températures de la résistances, qui se font avec la
période 1/ f ou f =50 Hz. Il faut donc

< f.

En considérant un banc en aluminium, on a
p = 27x103kg-m™3, ¢ = 897J-K!-kg7! et A =
237W-m™1-KL; avec L = 0,4m on obtient f >
6 x 10~* Hz, ce qui est largement vérifié avec f = 50 Hz.

pcl?

4. La température dépend de I'abscisse x sur la banc.
Les cristaux restant solides jusqu’a une abscisse x¢, on
en déduit la température de fusion
U%s

" AabR
Cette température dépendant de la température exté-
rieure T, et du coefficient d’échange £, il est nécessaire
d’étalonner le banc avant chaque utilisation.
La température de fusion maximale détectable est

U2
AabR’
La valeur de R permet de choisir la valeur de la tempé-
rature maximale de fusion détectable.
5. Ona

Trys = T e—xf/5 .

Tfus,max =Ta+

a7 U?

dx ~ AabR
Une incertitude Ax sur la lecture de la position se tra-
duit par une incertitude sur la température

-x/6

Uz x/6
= e Y Ax
AabR
soit T T
AT = % Ax.

Lincertitude augmente quand Tj,s augmente.
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6 — Conduction thermique

1. Bilan classique en régime stationnaire :

0=P(x)—d(x+dx)— h[T(x)- T,)2nRdx,
dTr
avec ®(x) = —A—nRz, d’ou
dx

—ﬂ—%[T(X)—T]
~ dx2 AR a

AR
On pose 6 = h a patir de I'équation différentielle.

Le candidat pourra poser 8(x) = T'(x) — T, pour se ra-
mener a une équation différentielle homogene.

La solution générale est
T(x) =Ty + Ae ¥ 1 Be*?

2. La température est imposée a I'extrémité x = 0, soit
TO)=Ty=Ta+A+B.
Le flux thermique est continu a I'extrémité x = L, soit

—ﬂ(g) =h[T(L) - Tal,
dx L

qui donne

A
5 |Ae 0 —Bet?| = n [Ty + Ae M + Bt .

3. Cette hypothese revient a dire L > §. On obtient
T(x) = Ta+(To— To)e™2.

4. La température diminuant le long de la tige, la pa-
raffine est évidemment fondue entre x = 0 et x;!

Labscisse de fusion est donnée par

T(xp) = Ty+ (To—Ty) e ™% =Ty,

d’ ol
To - T.
xfzéln(u) .
Tf_ Ta
X X; X
Pour les deux tiges, on a donc g —2, soit L=
61 b2 VA1
X2 X2 2
= dould =1y (—) =656W-m~!-K 1.
/12 X1

5. Le ventilateur augmente le flux conducto-convectif
(sa partie convective), donc &, donc 6 diminue; les abs-
cisses de fusions sont donc plus petites.

7 — Oscillations thermiques

1. Question de cours :

oT

0°T
ot

a avec
0x2

a=—.
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2. On remplace l'expression T(x,t) proposée dans
I'équation aux dérivées partielles précédente :

- d?6(x)
iwld =a———
V2T A4
soit 20 .
4O 10 =2 e o = O
dx? a a
avec

W in w .
k:\/ie4 =1/—1+1).
- a 2a

La solution générale est de la forme
0(x) = Aek* +Be7kx

On peut introduire une longueur caractéristique

s=yZ|
w

_ (+dx

Q+ix
O(x)=Ae o +Be °

d’ ol

On en déduit
T(x, 1) = éeg s elo! +§e_§ e o e yCx+D.

La température ne pouvant diverger quand x — +oo,
on a nécessairement A=0et C=0, d ol

T(x,f)=Be 5@ +D.
En x =0, on impose
T(0,1) = Ta+0p€e! = Be' +D,
d’ou B =60y et D = T,. Finalement
T(x,1) =0pe 5 e @) +T,.

En prenant la partie réelle, on obtient
_X X
T(x,t)=T,+6pe 2 cos(wt— 5) .

On observe une onde de température :

— son amplitude décroit exponentiellement sur une
distance caractéristique 6 d’autant plus courte que
la pulsation est élevée;

— les variations a une distance x de la surface pré-
sentent un déphasage x/0 avec la variation a la sur-
face, qui augmente avec x.

3.Onaw=2x/Tou T =24h = 86400 s pour la pé-
riode jour-nuit. L'épaisseur caractéristique est donnée

par
aT

0=1/—=14cm.
\/ b

Cette épaisseur est de I'ordre de grandeur de 1'épais-
seur d'un mur. Les fluctuations journaliéres de tempé-
rature sont atténuées mais pas négligeables de 1'ordre
c6té d'un mur de faible épaisseur.
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4. On cherche I'épaisseur L telle que

e

Sdiel

10

soit L =61n(10). On calcule | L=32cm .

8 — Diffusion thermique dans une barre
1. Les sources sont idéales.

l.a) Onadonc |C;— oo et C,— oo .En effet, la
variation de température d'une source dont 'énergie
varie de AU est AT = %; une source idéale est carac-
térisée par AT =0.

1.b) Enrégime permanent, un bilan d’énergie sur une
tranche [x, x + dx] s’écrit

0=[j(x)—jlx+dx)]Sdt

dj _
dx

0o d*T
C Tdx?

2T
On adonc — et
dx?

T(x) =T+ %(Tz -1 .

2. Régime quasi-stationnaire avec sources réelles.

2.a) Le régime quasi-stationnaire suppose que les
températures des sources varient suffisamment len-
tement pour que l'on puisse considérer que le ré-
gime stationnaire de diffusion thermique est réalisé a
chaque instant dans la barre; on peut alors écrire

T, 0) =T+ % [T5(6) - Ty (D)] .

On a bien un profil affine, caractéristique du régime
stationnaire... mais dont la pente varie lentement au
cours du temps.

2.b) Effectuons un bilan d’énergie pour la source 1
pendant d¢. Sa température varie de dT; avec

C1dTy =-®(0)dt=—-j(0)Sdz.

Le courant thermique est donné par

orT
Jjx) =-A—

A
ox L [T (1) - T2(0)] .

On adonc

b A8 -
ldl__ I 1 2 .

Le bilan d’énergie pour la source 2 s’écrit de méme

CodT, = +¢(L) dt.
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Comme le flux est uniforme dans la barre, on a

622 280 - 1y

2q; - W 2(1)] .
On peut poser deux temps caractéristiques
_aL
A8

Les températures des sources vérifient le systéme

CoL

T1 :/18'

et 1o

dTy
T1—— =-Ti (1)

T t

» Vérifions la pertinence :
— si Ti(t) = To(t), les températures restent
constantes comme attendu;
— si Ty (8) > T» (1), T1 () diminue et T»(t) augmente
comme attendu.

Ona
dr; i)+ 12T (1) 0

dt
d’oli compte tenu des conditions initiales

T111(8) + 12 T5(1) =T1TIO+T2T20,

en notant 77 et T} les températures initiales des deux
sources.

On adonc

TP +1.T; 1,

——-—T1(0)
T2 T2

Tr(1) =

qui donne avec la premiere équation

dT1 T1+7T2 T TP+ 12Ty
T == () +——2
dr T2 T2
soit o .
dT; + T, (1) _ TlTl +T2T2
dr T T1T2
enposant
_ T172
B T1+7T2 ’

La solution générale s’écrit

_ T1 TC + T2 TS
Ti(t)=Ae T4 —L =2
T1+7T2

La condition initiale donne

TlTlo +T2T20

T =A+
T1+71T2
d’ou .
A=—2 (T°-T9).
T1+7T2
On a donc
T _ T1TP+ 15T
Ti(f) = —— (T - Ty)e T+ —1 =2

T1+7T2 T1+7T2
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La solution pour T»(¢) s'obtient directement par per-
mutation des indices 1 et 2.

On montrerait que T»(t) vérifie la méme équation dif-
férentielle que T7(¢), dont la solution générale est de la
forme 7o 7o

_ T1ly+72

Tp()=Be T+ ——2.

T1+7T2

La condition T, (¢t) = T2° permet de déterminer B, et on
trouve
1T+ 1oT5

Ty (1) = 1 ‘2

T1 _
(13- TPe "+
T2

T+ T1+7T2

Compte tenu des expressions de 7; et 7z, on a

C T C1T10+C2T20
Ty (t) = Ty —Ty))e e
1(1) C1+C2( 1 2) CL+C
et
C T C1T10+C2T20
To(t) = > —TD)e e
2(1) C1+C2(2 1) CL+C
avec
GG
a C+C, '

» Les deux sources tendent vers la méme tempéra-

ture finale
C Tlo +Cy TZO

Ts=
Ci+Cy
qui ne dépend de des capacités thermiques des
sources et des températures initiales.

» Cette évolution se fait avec un temps caractéris-
tique 7; elle est d’autant plus rapide que A est grand
(barre bonne conductrice thermique), que S est
grand ou que L est petit, c’est-a-dire en fait que la
résistance thermique de la barre est faible.

» Le temps caractéristique de la diffusion thermique
dans la barre est

PC 2
T = —L
A

ou c est la capacité thermique massique de la barre.
Lhypothese du régime quasi-stationnaire est valide
si T* « 1. Placons-nous dans le cas ou1 C; = C,; on
aalors C = % et ’hypotheése s’écrit

EL2 < 2,
A AS
soit
C> pcSL.

La capacité thermique des sources doit étre tres
grande devant celle de la barre (le volume de cette
derniere étant SL, le terme pcSL représente sa ca-
pacité calorifique).

2. On ne reporte pas le coefficient 1/2 en ordre de grandeur.

CPGE PSI 2023-2024

Lycée Jean Perrin

9 — Isolation d’une canalisation
1. Définition générale | T} — To = Ry @12 | .

, dT _, . .
2. Ona ]th=—/l—d er et ®(r) =2mrLjy,, soit
r

dT
D(r)=—-2nALr— .
dr

L'équation de la chaleur en régime stationnaire s’écrit

d (dT
AT =0, soit — (r—) = 0. Compte tenu de I'expres-
dr\ dr

sion du flux, on en déduit d_q: =0 : il est indépendant
de r, soit ®(r) = O.

D’apres I'expression de ® établie a la question précé-
dente, on a

L d bdr
[ ar=- ar
T 2gAL [, 1

1

soit

2wAL a

3. La résistance thermique étant définie par ® =
Reonv(Ts — Te) ; on obtient

1 b
On a donc Rth:—ln(—) .

1

Reonv = % .

4. Lesrésistances thermiques étant associées en série,

ona
R ! + ! 1 (b)+ !
= nl—|+———.
th 2nhial 2nAL al 2mhybL

5. On ajoute la résistance thermique de lisolant.
Comme le transfert convectif se fait a la surface del'iso-
lant, on obtient

R, = - + ! ln(é)
th ™ onhial  27AL \a

1 r 1
+——In(7]+
27 Aiso L b’ 2mhyrL

On calcule
dR;h: 1 ( 1 1): 1 (1—2)
dr  2aL\Aigor  hor?2) 2nLAiger r
avec | ro = Aiso
C h2
dR’ dR/

Commed—th<0pourr<rCetd—th>0pourr>rc,la
r r

résistance thermique est minimale pour r = r.. C'est
possible si | 7. > Ry |.
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6. Ona
1 r 1
2nL(R, —Ry) = —In|— |+ ——-— = ,
LRy, = Rn) = 5 n(b) nar b ")
d’ou
, 1 1 Te
= - — 1__

On a bien str f(r = b) = 0 : on retrouve la situation
sans isolant. Comme f'(r) < 0 pour r < re, f(r) <0
(la fonction décroit a partir de 0) : la résistance ther-
mique de ’ensemble est plus faible que sans l'isolant.
Lajout de I'isolant se traduit, tant que son épaisseur est
«faible », par une augmentation du flux thermique! On
voit le paradoxe, qui s’explique par une augmentation
du flux convectif du fait de 'augmentation de la surface
d’échange.

10 — Barre parcourue par un courant

1. Le bilan d’énergie appliqué a la tranche [x, x + dx]
en régime stationnaire s’écrit

do
0=0(x)dt—P(x+dx)dr= “dx dxdz,
X

d’ol1 ®(x) = @y uniforme. Comme ® = jo(x)S, jo est
uniforme, et d’apres la loi de Fourier on a donc

dr  TW)-T0O) T-T

dx L L

)

d’olt

T - T;
T(x) = 2— 11

x+ 17 .

La puissance fournie par la source en x = L est donnée
par le flux thermique en x = L (qui a la méme valeur
pour tout x d’ailleurs), soit

dT
Pro=-1—S
2 dx

P—E(T—T)
2= Ui i)

2. 1l faut ajouter un bilan d’énergie I'énergie créée
dans la tranche [x, x + dx] pendant dz par effet Joule :

d
Poroa dt = p_Sszdt.

Le bilan d’énergie s’écrit alors

d?T d
0=A"—Sdxdt+ 22 Py,
dx? S

d?T  pI?
dx? AS

CPGE PSI 2023-2024
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On en déduit

pl? ,
T(x)=———x“"+Ax+B.
(x) ZASx X

On a d'une part
T0)=T1=8B

et d’autre part

T(L) =T, = P o arer
~ 27708 !

To—T I?
2 1+p—L.

A=
L 218

On adonc

12
+ p Lx+ 1Ty,

I? -
P . L-Th
218

228~ I

T(x)=

soit
pI? T,— Ty
Tx)=—x(L—x)+ —x+ 1 .
(x) 215 ( ) 7 1

La puissance a I’abscisse x est donnée par

pl? AS

ar .,
P(X) = —A—S:pl X—TL-F T(Tl— Tg)

dx
soit

P(x)=pl? (x— E) +E(T1 ~T)|.
2) L

3. La puissance cédée al'extrémité x = L vaut alors

AS

pI’L
= +T(T1_T2) .

2

P

Le premier terme correspond a la puissance évacuée
due al’effet Joule, le second terme a la puissance due a
la différence de température entre les extrémités de la
barre.

4. En x =0, on obtient

pI’L AS
- +T(T1_T2) .

P, =
1 2

Le terme da a la différence de température est in-
changé (le flux correspondant est uniforme); le terme
da a l'effet Joule est changé de signe : cette puissance
est ici aussi évacuée de la barre.

5. Latempérature va évoluer de facon irréversible vers
un état d’équilibre caractérisé par une température
uniforme T} dans la barre.

Considérons une tranche [x, x + dx] de la barre; un bi-
lan d’énergie entre I’état initial ou1 'on isole la barre et
I’état final d’équilibre s’écrit :

dU = pcSdx[T;— T(x)].

Lénergie interne étant une grandeur extensive, la va-
riation d’énergie interne entre ces deux états pour la
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totalité de la barre s’'obtient en sommant le terme pré-
cédent sur la totalité de la barre, soit :

L
AU:/ pcS[Tr— T(x)]dx.
0

La barre étant calorifugée, le premier principe conduit
a AU =0, d'ol apres simplification

L L
/[Tf—T(x)]dx:0=LTf—/ T(x)dx
0 0

La température finale est donc donnée par

1 L
T; = z/o T(x)dx.

» On remarque que c’est 'expression de la valeur
moyenne de la température T (x) surla barre al'ins-
tant initial.

On calcule
(13 13\ T-T, 12
Tf:f’_(___)+g_+n
2AS\2L 3L L 2L
soit
I’ T+T
Tf= p =F ! 2 .
1218 2

11 — Ailette de refroidissement

1. Nous allons chercher la puissance évacuée par une
ailette. On effectue un bilan d’énergie pendant d¢ sur
la tranche comprise entre x et s+ dx en régime station-
naire :

0=®(x)dr—D(x+dx)dr — 5P dr

= _%) dxdt—h[T(x) —6e]2nRdxdt

daer
=A—naR°dxdt— h[T(x) - 612 Rdxdt.
dx?
On en déduit
dZ_T_%[T(x)_Q 1=0
dx® AR e

En posant la distance caractéristique

AR
0=1\—,
2h
la solution générale de I'équation différentielle est

T(x) =6+ Ae % +Be*/0

Nous allons faire I'hypothese que le modéle de I'ailette
infinie peut s’appliquer (on discutera de cette hypo-
thése a posteriori). On doit alors avoir B = 0, et la condi-
tion a la limite 7'(0) = 6y permet d’écrire

T(x) = 0e + (0g — Oe) e~/ .

CPGE PSI 2023-2024
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La puissance totale évacuée par l'ailette est donnée par
le flux thermique a travers sa section en contact avec le
moteur :

T
@, =D(0) = —Ad—(x =0)R?.
dx

» Pour s'en convaincre, effectuons un bilan d'énergie
en considérant comme systeme la totalité de l'ai-
lette. En régime stationnaire, on peut écrire en no-
tant ®yo; > 0 le flux total sortant de Uailette (a travers
sa face latérale et son extrémité)

0=+d(x= O)dt—q)totdt

donl (Dtot =d(x=0).

On calcule

d_T _ _90_96 e—x/6

dx ) ’

- [2
®; = sz = A6y —0,) A—ZnRZ.

La puissance totale dissipée par une ailette vaut donc

2hA

@, = T(HO_HE)”RZ‘

On calcule ®; =4,8 W.

11 faut donc 9 ailettes pour évacuer la puissance
Or=40W.

Discussion : I'hypothése de lailette infinie est-elle va-
lide? Elle revient a considérer que la longueur de la tige
est grande devant la distance caractéristique de l'évolu-
tion de la température dans celle-ci: L > 6.

On calcule 6 = 6,3 cm. Lapproximation § < L semble
osée, mais des deux grandeurs apparaissent dans le
terme e 1'% = 0,09 qui est « assez petit» devant 1. L'hy-
pothese, sans étre largement vérifiée, est acceptable.

2. On pourrait améliorer le systeme :

— en utilisant un ventilateur pour se mettre en situa-
tion de ventilation forcée; h est alors plus élevé,
ainsi que la puissance évacuée par une ailette;

— en prenant des ailettes de profil différent, qui aug-
mente la surface d’échange pour une section don-
née.

9/16



TD phénomeénes de transport

Diffusion thermique

12 — Trois barres en contact

En régime stationnaire, nous pouvons décrire chaque
barre par sa résistance thermique, et donner un équi-
valent électrique du dispositif, en notant M le point de
prise de température a I’abscisse x de la barre 0.

Les barres I et II étant traversées par un méme flux,
elles sont en série.

Ru c Bum
L T | I
A AT B
] S ) S
Rav M Rpym

On cherche la condition pour annuler la différence de
température AT = T¢ — Ty.

On peut appliquer deux fois la relation du « pont divi-
seur de différence de températures » :

Te—Tg= Ty—T
c—Tg Rt RII( 'a—Tg)
et
T.—T R (Ta—Tg).
X B= RAM+RBM A— 1B

En soustrayant ces deux équations, on obtient

Ry Rpm
Ri+ Ry

AT =

(Ta—Tg)
Rayv+Rpym
_ RiRap — RuRpm
(R + Ri)(Ram + Rpm)

(Ta—Tg).
La condition AT = 0 est donc réalisée pour

RiRapm = RuRpy - 8]

Les résistances thermiques sont données par

R=10 . p - T . p * R
1= 7= n=-—=: AM = T
A1St AnSu AoSo

Lo—x
A0S0

BM =

La condition (1) s’écrit alors

Ly x Ly (Lo—x)
MS1 A0S0 AuSu  AoSo
soit
x Lo—x
NSt AnSn

Les sections des barres étant identiques, on en déduit

Lo—x
A=

ALl

On calcule A =200W-m~!.K!

» Vous aurez bien stir reconnu le montage équivalent
au pont de Wheatstone. ..
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13 — Compost

1. Effectuons un bilan d’énergie en régime station-
naire pour une tranche de section S, comprise entre z
etz+dz:

0=0(z)dt— Dz +dx)dr + Qsm( H)Sdzdt

= —(31— dzdt+Qsm( )Sdzdt

dr
soit comme ®(z) = jo(2)S = —AES

2

da-T
O:Ad Sdzdt+Qsm( )Sdzdt

On adonc

On en déduit

Nous pouvons utiliser a ce stade la conditionen z=0:
la surface au sol étant parfaitement isolé, le flux ther-
mique est nul en z = 0, soit

dT QH

_— =0)=0=— A.
dz(z ) An+

H
Onadonc A= —Q—, d’ou
A

dT QH (JTZ) QH
—=—cos|{—|———.
dz An H A
On en déduit
H?> (nz QH
T(z)= T2 sm(ﬁ)—ﬁz-kB

La condition au sommet du tas de compost, en z = H,
est donné par la continuité du flux thermique, donné
d’un coté del'interface parlaloi de Fourier, et de'autre
par laloi de Newton :

dT

-A—(z=H) = h[T(H) - Tj]
dz
soit
A== -=__4B-T
An [ ’ O]
On adonc )
_2QH QH
B = o + e +T0,
d’ou
QH?>  (mzy QH 2QH QH?
T(z) =~ sin|— | - ~—z+ —~— .
(2) /lnzsm(H) /17rZ+ hn  An+Ty

La température dans le tas de compost est donnée par
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La température est maximum en z = 0 (dérivée nulle
par nullité du flux) et vaut

QH*
Tinax = e

21
1+ —

+Ty.

La température au sommet vaut

H? 22 20H
Q +T0=Q—+T0.

T(H) = Tiin = An hH mh

PourO<z< H,ona

d
d—Zz%I[cos(n—;)—l] <0.

La température diminue vers le haut du tas (le flux ther-
mique est partout dirigé vers le haut).

T(z)

Tmax

T(H)

2. La puissance dégagée par le compost pourrait se
calculer directement a partir de la puissance volu-
mique donnée (en intégrant sur tout le volume du
tas). Il est cependant plus simple d’effectuer un bilan
d’énergie en prenant comme systeme le tas de com-
post entier.

En régime stationnaire, pendant dz, on a

0 = 6Qrecudi +Pdt,

avec
dT
6Qre(;u =-®(x=H)dt= ASd—(Z = H)dt.
z
On en déduit
dTr H
P=-AS—(z=H)= —Q S [cos(m) — 1]
dz b4
soit
2QHS

P= .
/4

» On obtient le méme résultat bien sir par le calcul

de .
ﬂ>=/0 Qsin(”—;)Sdz.

» Le volume du tas étant SH, la puissance volumique
2
moyenne créée vaut —Q
7
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N

3. Discussion a mener en fonction des attentes de
I'examinateur : qu'entend-on par « améliorer le sys-
teme »? (Je n’en sais rien!).

Si la discussion porte sur la température maximale at-
teinte dans le tas de compost, on peut remarquer que
les valeurs extrémes de la température sont

2QH

QH?
Tmin =—+ TO
nh

et Thmax=Tmin+t ——+Tp.
An

Pour un volume donné, on peut jouer sur la hauteur H
du tas pour augmenter ou diminuer la température at-
teinte.

Augmenter la conductivité thermique du milieu, par
exemple en 'humidifiant, permet de diminuer la tem-
pérature maximale au fond du tas.

Augmenter le coefficient & en aérant le sommet du tas
permet de diminuer la température dans le tas.

14 — Moteur endoréversible de Novikov

1. Les contacts avec les sources sont deux isothermes
réversibles; elles sont reliées par deux adiabatiques ré-
versibles.

. Tr
Question de cours pour retrouver | =1- rik
2. Si la température du fluide est égale a celle de la
source de chaleur en contact, il n'y a pas de gradient de
température entre la source et le fluide, et le transfert
thermique est infiniment lent. L'énergie W est donc
fournie pendant une durée infirment lente : la puis-
sance tend donc vers zéro.

3. Le bilan de puissance pour évolution stationnaire
s’écrit
0=Pc+DPr—P .
L'égalité de Clausius pour une évolution réversible du
fluide s’écrit
Oc  Dr
=—+—.
nh 1
» C’est bien la température du fluide qu'il faut prendre
en compte : la température de la paroi en contact
avec le fluide est celle du fluide, par celle de la source
car il y a un gradient de température entre Tc et T
dans la paroi.

0

4. Des deux relations précédentes on déduit

1
P=oc|1-22].
T

Dans la paroi on a ®¢c = Gy (Tc — T1) (attention au
signe!). On en déduit, comme T = Tr

Tr
P= Gth(TC_Tl)(l—_) .
T

On adonc
dp Tc Tk
— =G| ——-1|=0
r ( 7 )
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pour | Ty = IcTr .

On a alors
Pmaszth(Tc—\/ﬁ)(l—\/f_T)
clF
(Vv - )
soit

Prax = Gth(\/T_C_\/TF)2 .

Le rendement vaut

P ) T ) T
n=—=1l-—=—=1-
loXg! T VTcTr
soit
T
n=1- =
C

Il est inférieur au rendement du cycle de Carnot (mais
on a une puissance bien supérieure).

Tr
etn=1-——.0na
T

Tk
5. OnaP= Gth(TC_Tl) 1-—
T 1

donc T = —F dou
1-n

Pn) =G (T —i)
) =G| 1Lc -1 n.

On peut esquisser la courbe en remarquant les cas ex-
trémes :

— pour T} = Ty, on a évidemmentn=0et P =0;
— pour T} = Tc, onretrouve le cycle de Carnot : c’est la

valeur maximale du rendement, mais la puissance
est nulle;

— lapuissance est maximale pour une valeur intermé-
diaire du rendement.

0.16 4
0.14 4
0.12 4
0.10
0.08 4
0.06 -
0.04 4

0.02 4

Pour poursuivre la discussion : une machine est dite
endoreversible si elle est constituée de partie subissant
des évolutions internes réversibles, mais telles que leurs
échanges soient irréversibles. Ici, c’est le transfert ther-
mique entre la source chaude et le fluide a travers la pa-
rois qui est irréversible (cf le calcul classique du taux de

création d'entropie dans une paroi en régime station-
naire). Dans la pratique, on peut considérer que c’est la
vitesse de l'évolution du fluide qui fixe T\ : si elle est trés
lente, Ty tend vers T (mais la puissance tend vers zéro),
si elle est trop rapide, T, est trop faible et le rendement
et la puissance sont faibles; il s'agit de trouver un com-
promis.

15 — Gel d'un lac

1. Représentons la situation :

0 Ie
glace
z(1) 1dz
Ty

Un bilan d’énergie dans la glace conduit a I'équation de
la chaleur (probleme unidimensionnel sans source) :

T,

0*T
PeCe ™5, =" 32

0z2 "

Les conditions aux limites sont

T0,0=Ts et Tgz(0),0)=T .

2. Entre t et t+dt il se forme une épaisseur dz de glace.
Nous allons effectuer un bilan d’enthalpie pendant d¢
sur une section S de cette tranche d’eau qui se solidifie.

Sa masse étant pgSdz, sa variation d’enthalpie lors de
sa solidification est?

dH = —pgSdzhgyh.

Le bilan d’énergie s’écrit

dH = 5Qre(;u
avec
, oT,
5Qre§u = ]Q(Z(t))Sdt = —AESdt.
On adonc
o7,
—pgSApshdz = —A=-L5dr
0z
soit
0Tg dz
E = pgAfusha .

N

3. Supposer z constant pendant df revient a se
placer dans l'approximation des régimes quasi-
stationnaires.

3. Attention au signe : 'enthalpie de solidification est]'opposé de I'enthalpie de fusion.
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4. La premiere équation différentielle devient alors

d*T, _
dz?

Le gradient* de température vaut alors

M%_n_n
dz  z()

5. L'équation différentielle établie a la question 2

s’écrit alors
dz

= pgAfusha

Tf_ Ts
z(t)

soit en séparant les variables :

Ti— T,
zdz=A——"5 dz.
pgAfush

En prenant z(0) = 0 (la couche de glace commence a se
former al'instant £ = 0), on obtient
Tf - Ts

2
Z (t) = A/—t,
pgAfush

| M- Ts)
z2(t) = | ———=Vt
pgAfush

On remarque que z(f) « /1 : I'épaisseur de la couche
de glace augmente « de moins en moins vite » : 'écart
de température entre les faces de la couche reste
constant, mais 1'épaisseur augmentant, le gradient de
température diminue au cours du temps; il en est donc
de méme du flux thermique évacuant I'énergie libérée
par la solidification qui se trouve alors ralentie.

soit

Les facteurs augmentant I'évacuation de I'énergie pro-
duite lors de la solidification ont pour effet d’augmen-
ter I'épaisseur de la couche de classe pour une date ¢
donnée :

— sila conductivité A augmente, z(¢) augmente donc;

— si pgAgsh augmente, z(f) diminue (il faut évacuer
plus d’énergie);

— si T; — Ts augmente, z(f) augmente (le flux ther-
mique augmente).

2,1x30
6. On calcule z(f) = \/ —————/t pour diffé-
940 x 335 x 103\[ P

rentes valeurs de .

16 — Diffusion thermique instationnaire

1. On vérifie que

T0,00=Tp et T(LO=Tp .

2. Le probléme unidimensionnel sans source est régi
par I'équation de la chaleur

0°T A

avec a=—.
pc

oT
—=aq—
ot 0x2

Ecrivons que T(x, t) = Ty + f(x)g(t) vérifie cette équa-
tion :

fx)g®=af’"x)g

soit

af”(x) _8w
f) g
Le premier membre de cette égalité est indépendant
de ¢, tandis que le second membre est indépendant de
X (par construction); chacun de ses membres ne dé-
pend donc ni de ¢ ni de x : ils sont donc égaux a une
constante.

On a donc d’'une part

gm:
g(n)

A,

d’on1
g =g(0)e,

Physiquement, g(f) ne peut diverger; on doit donc
avoir A < 0. Comme A est homogene a l'inverse d'un
temps, on pose A=-1/1, et

g =gOe ",

On a alors

fl/(x) B 1

fx) 1’

a

soit )
f"(x)+ —f(x)=0.
at

On en déduit

flx) = asin(\/%) +,6cos(\/%) .

La condition initiale s’écrit, en posant5 g0)=1

T(x,0) = T0+951n(n—;) = Ty + (%)

Durée 1 minutes | 1jour | 1 mois
Epaisseur | 3,5mm | 13cm | 72cm d’ot
o= ) s ] o)
4 x)=asin|—— cos|——=|=0sin|—|.
Les ordres de grandeur sont cohérents. Jar Jar L
N . dTy,
4. On donne sa composante selon e; on a bien str grad Tg = e;.
z

5. L'éventuelle constante multiplicative sera dans la fonction f.
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s 1 T, . L?
Onendéduitf=0,a=0et —=—,dou1=—.
var L am?
On a donc
(1) =ex (—a—nzz‘) et f(x)—Hsin(E)
g - p L2 - L .

La température dans la barre s’écrit donc
T(x,t) =T +Gsin(nx)ex ( an” t)
) =10 L p L2 .

3. Le vecteur densité de courant thermique est donné
par la loi de Fourier

oT am?

. T TX
Jolx, 1) = —Aa = —A@Z COS(T)exp (—71‘) .

Ennotant S la section des plaques, le flux thermique en
x est donné par

o X am?
D(x,1) = —/lSGZ cos (T) exp (—? t)

17 — Conductivité du givre

1. On considére un flux thermique «vertical » sur la fi-
gure.

Dans un premier temps, le cube d’air de co6té b est en
série avec le parallélépipede de glace de section b? et
de longueur b.

La résistance thermique du cube d’air est

b 1

R =———=—,
=202 b

Celle du parallélépipede de glace est

R a-b
th2 = 7 75 -

Agb?
La résistance thermique de I'’ensemble en série est

1 a=b_Agh+Aala=Dh)
Aab " Agh?> ~ AaAgh?

Rin,1,2 = Rih,1 + Rih2 =

Ce parallélépipede « vertical » de section b? et de lon-
gueur a est en parallele avec le restant du motif, de sec-
tion a® — b?, de longueur a, constitué de glace, de résis-
tance thermique

a

Rp3=———.
th,3 Ag(az _ bz)

La résistance thermique du motif est donc donnée par

1 1 1 Ag(@®-b%)

)La/lgbz
— = + =
Ry,  Rwmi12 Rmg3s a

Agh+ Aa(a—b)
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2. En notant A la conductivité thermique du givre, la
résistance thermique du motif de longueur a et de sec-
tion a? s’écrit

a 1

*T A Aa

La conductivité A =

est alors donnée par
thad

1 Ag(a® - b?) Nadgh?

= + .
a? Agab + Aqala—b)

3. On peut écrire

A2 +2a(1-2)

b2

+
al

On posant x = b/a, on a donc

Aadgx

_ _ 2
A=f(x) =240 x)+—(/1g_/1a)x+/la.

4. On représente A(x), ou x varie de 0 (que de la glace)
ax =1 (que del'air).

25

AWK m™)

x

5. Pour x = 0,4, on calcule A = 1,8 W-m~!-K!. Le
givre est thermiquement plutét isolant, s’'opposant aux
transferts thermiques entre la source froide ('intérieur
du congélateur) et le fluide compris dans le serpentin.

18 — Solidification d’une goutte

1. Prenons comme systéme la goutte de rayon R. Le
premier principe pendant d s’écrit

o6U = 6Qregu .
On a d'une part

dTr

dt
dr

4 4
dU = —nR3pcdT = —=nR%pc
3 3
et d’autre part
8 Qreu = —hATR*[T (1) — T,) dt.

Apres simplification, on obtient

cRdT = —3Rh[T(f) - T,
Pear = al
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2. L'équation différentielle précédente s’écrit

cR
avec T = per

rdT +T(t)=T,
dt - 3h

On en déduit
T(t) = Ae "+ T,.

Avec la condition initiale T'(0) = T, on obtient
T(t) = (Te—Tae "+ 7T,
3. Dela condition
(Te—Tae T+ T, = T

on déduit

Te— T,
tlzrln( ¢ a) .

Tt—- T,

On calcule | f; =50s .

4, Décrivons I’évolution :

état initial masse m d’eau liquide a Tt = -5 °C;

état final masse xm d’eau liquide et (1 — x)m d’eau so-
lidea Tp =0 °C.

Lensemble est isolé; I’énergie nécessaire a augmenter

la température de la goutte provient de la solidification,
exothermique.

On considere 1'état intermédiaire fictif ot I'’eau est li-
quide a 0 °C. La variation d’enthalpie de la goutte entre
I’état initial et cet état est

AHl = mc(To — Tf) .

La variation d’enthalpie entre cet état et I'état final cor-
respond a la solidification d'une masse (1 —x)m d’eau :

AHy = —(1 - x)mAgysh

Lenthalpie étant une fonction d’état, le bilan pour
toute I’évolution s’écrit

AH=0=AH, +AH,

soit
mce(To—Tp) — (1 — x)mAgsh =0.
On en déduit
=T
Afush

On calcule | x=0,94 : il reste 94 % de la masse de la
goutte sous forme liquide.

La goutte d’eau est dans un état de surfusion : elle est li-
quide a une température Ty = =5 °C out elle devrait étre
solide. Cet état est métastable : une petite perturbation
(choc, impureté) déclenche le changement d’état. C'est le
principe des pluies verglacantes.
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5. La derniere phase est une solidification de la goutte
isobare, donc isotherme (propriété du changement
d’état). La température de la goutte étant constante,
son enthalpie ne varie pas (dH = mcdT = 0). Le pre-
mier principe appliqué a cette derniere phase de durée
At s’écrit alors

0= Qre(;u + Qprod

soit
2 4 3
0=—-h4nR (To—Ta)At+x§7rR PAfsh.
On en déduit
RAqsh
At:x& .
3h(T0 -Ta)

On calcule | Af=1,4x10?s soit un peu plus de 2 mi-
nutes.

23 — Détermination d’une conductivité

thermique
1. Résultatd R L
. esulta e cours : = —.
th =75
Th—Tr(t
On en déduit @ = - 1200
Rin
2. Bilan thermique pendant dt:
T, —Tr(t
CodTy = dr= 120 4,
Rin
d’ou
1 5 1)
dt - Rthcz ! 2 '

Systeme du 1¢" ordre, avec | T = Ry, Cy |.
Résolution :  To(f) = Ty + [T»(0) — T11e~ "7 .

3. Dele loi précédente on déduit

(TZ(O)_TI)
t=7ln|=——
() -1

Le graphe est une droite de pente

T = RinC2 = Ry (C + mcean) -

3250 -500
On mesure sur le graphe 1 = ————.
0,08 -0,02
4C, L

La conductivité est donnée par A = ——.
TnD
Avec les valeurs proposées | A=243W-m !-K! :la
tige est en aluminium.

pc

4, Temps caractéristique : T* = TLZ' Le régime est

quasi-stationnaire si T* < 1, soit si
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d’olt pcLS « C, : la capacité thermique de la tige doit
étre bien inférieure a celle du calorimetre et de |'eau.
OnaC,~2x103]-K .

On calcule pcLS =2 x 10 J-K~ 1.

On adonc C, = 10c : 'approximation est correcte, mais
a priori sans plus.

5. Sil’évolution n’est pas quasi-stationnaire, la tempé-
rature T»(t) augmente « trop vite » : le profil de tempé-
rature dans la tige n’a donc pas le temps d’atteindre la
profil affine stationnaire a chaque instant.

Compte tenu du sens de I'évolution de T5(t), ce profil
présente donc une concavité vers la haut. A tout ins-
tant, la tangente au profil T'(x) est donc plus petite que
pour le profil affine.

D’apres laloi de Fourier, le flux thermique réel est donc
plus faible que le flux théorique (quasi-stationnaire) :

AT
Drgel < Dihgo. Comme O = R_h, ona Rth,réel > Rth,théo'
t

L
De l'expression Ry, = 1S on en déduit Ayge] < Atheo -
I'hypothése a donc tendance a surestimer la valeur de

la conductivité de la tige.

24 — Lafine ou l'épaisse?

1. Bilan d’énergie sur une tranche [x, x+dx] en régime
stationnaire :

Ox)—P(x+dx)—h[T(x)—Tal2(a+b)dx=0

d’ou1 en linéarisant et en utilisant la loi de Fourier

T TW)-T, 0
dx? 52
avec
B Aab
~\ 2h(a+b)

homogeéne a une longueur d’apres I’'équation différen-
tielle.
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2. Solution générale
T(x)= Ae™"° +Be™0 +T,.

Ailette «infinie» si L > 6. On a donc B = 0, et avec
T(0) = T, on obtient

T(x)=(To-T)e X0 +T, .

3. Ona

dT To—T.
jox) = —A—= -0 -a

—x/6
dx s °

Le flux total évacué est donné par le flux entrant en
x =0 (on peut le justifier par un bilan d’énergie en pre-
nant comme systéme la totalité de I'ailette), soit

Dot = jo(0)ab.

On obtient

2h(a+ b)
Aab

=(To—Ta)V2hAab(a+Db).

Le flux total est proportionnel a v ab(a + b). Le rapport
des flux est donné par

A
Dot = E(TO —Tyab=A(Ty—Ty)ab

Ofne  Vabla+b) 2,28 s
Depaisse  Va'b'(a' +b) 1,4 ’.

Lailette fine permet d’évacuer plus de deux fois plus
d’énergie que l'ailette a section carrée.

4. Quand Lest«grand» devantd,ona T(x) = T, et!’ai-
lette ne sert plus a rien. Compte tenu du terme e /9,
on peut se limiter a L = 56 par exemple (ou L = 30).

Il vaut mieux donc plusieurs ailettes courtes en pa-
rallele qu'une ailette longue, et prendre des ailettes
les plus fines possibles. La photographie confirme ces
choix.
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