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Sujet d'entrainement n° 3 Diffusion thermique

Etude du contact thermique

1 Réponse d'un milieu semi-infini a un choc thermique

On considere un milieu semi-infini (x > 0), de masse volumique p et de chaleur massique c, initialement
ala température Ty. On y étudie la diffusion thermique dans le cas unidimensionnel : T'(x, £).
ATlinstant ¢ = 0, on impose la température T(0,0) = T, a la paroi x = 0.

La condition initiale (juste avant le choc thermique) s’écrit T'(x,0) = Tp.

La réponse du systeme est étudiée apres un intervalle de temps court (cette condition est discutée en fin
de probléme); la partie du milieu trés loin de la frontiere n’étant pas affecté apres un temps court, les
conditions aux limites s’écrivent T(0, t) = T et T (oo, t) = Tj.

On note A la conductivité thermique du matériau, p sa masse volumique et ¢ sa chaleur massique.

1. Etablir 'équation de la diffusion thermique. On introduira la diffusivité thermique a = A/(pc) du
matériau.

2. On cherche une solution de I’équation de la chaleur sous la forme T'(x, ) = T'(u), o I’on a posé

X
u= At
2.a) Quelle est la dimension de u (justifier la réponse) ?
2.b) On pose
= T " Te.
TO - Te
Quelle est la dimension de cette grandeur?
Avec la fonction T (1), comment s’écrivent :
— la condition initiale T'(x,0) = Ty ?
— la condition a la frontiere T(0, t) = To?
— la condition a la limite T (oo, t) = Ty ?
3. Montrer que 'on a
dT* dr*
qi2 +2u qu =0.

*

4. En déduire ! I'expression de a une constante multiplicative prés que I’'on notera A.

+00
b3
5. On donne/ e duy= g
0

On définit la fonction erreur :

f(u) = — / 4
erf(u) = — e v,
V7 Jo

avec erf(oo) = 1 et erf(0) = 0.
Déterminer completement 7* (u) en fonction de erf(u).

6. En déduire I'expression de T'(x, t) sous la forme d’une intégrale.

*

du

1. On pourra poser f(u) =



7. Montrer que le vecteur densité de courant thermique s’écrit

6 1) = —(To — T) -2 ex (—x—z)
]th » - 0 e \/ﬁ p dat ]

ol b est un coefficient appelé effusivité du matériau, que I'on exprimera en fonction de A, p et c.

8. Quelle est la profondeur ¢ caractéristique de la diffusion thermique a I'instant #?

Le milieu n’est pas semi-infini, mais de profondeur L. L'étude menée précédemment décrit la réponse
du systéme pour un « intervalle de temps court ».

Donner une condition sur ¢ pour que le modéle du milieu semi-infini reste valable.

Quelle hypothese n’est plus valable aprés un temps plus long?

9. On considére un mur de brique de 10 cm d’épaisseur.

Pour la brique 4 température ambiante, les données sont A = 0,69 W-m™!-K™!; p = 1600 kg-m 3 et ¢ =
840J-K1-kg1.

Le mur est initialement a la température Ty = 1 °C, et on applique en ¢ = 0 a la face x = 0 la température
T, =20°C.

On représente T'(x, t) en fonction de x a différents instants.
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9.a) Classer les dates 11, £, et t3 par ordre croissant (justifier la réponse).

9.b) La durée la plus grande parmi les graphes précédents est de 1000 s. La condition établie a la ques-
tion 8 sur ¢ est-elle vérifiée ? Le modele du milieu semi-infini est-il valide?

2 Mise en contact thermique de deux corps

On considére deux corps semi-infinis, notés 1 et 2, initialement aux températures respectives Ty, et Too,
mis brusquement en contact thermiques a I'instant ¢ = 0.

On ne s’intéresse a I’évolution du systéme qu’aussitot apres la mise en contact; on est alors en droit de
considérer les milieux comme semi-infinis, comme on I’a montré dans la premiere partie.

Chaque corps est caractérisé par sa conductivité thermique A1;, sa masse volumique p;, sa chaleur mas-
sique c;, sa diffusivité thermique a; et son effusivité b; = \/A;p;c;.

Le milieu 1 correspond a x < 0 et le milieu 2 a x > 0, la surface de contact étant le plan x = 0.

1. Par analogie avec la premiere partie, écrire sans les établir les deux équations aux dérivées partielles
vérifiées par T1(x, 1) et To(x, ).
2. 2.a) Que peut-ondire de T7(0, ) etde T>(0,1)?

2.b) Que peut-on dire du flux thermique en x = 0? Justifiez votre réponse brievement.

P ) 0Ty 0T»
En déduire une relation entre — (0, ¢) et —(0, £).
0x 0x

2.c) D’apres les conditions initiales, déterminer T;(—oo, £), T1(x,0) pour x < 0, T>(+00, t) et T>(x,0) pour
x>0.

3. Comme lors de I'étude précédente, on pose

et u =

X
uy =

! 2vart
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et

- T
Ty (u) = 1 -t T ) 2= 102
Toz - T01 TOl - TOZ
3.a) Montrer quel'ona
d>T; dT; d’Ty dT;
+2u;——=0 et +2up———=0
du? duy us dus

3.b) Comment s’écrivent les conditions initiales et aux limites?
3.c) Montrer que 'on a

bdn%m+bdﬂam—o
! du1 2du2 -

3.d) Montrer quel'on a
Ty (0)+ T, (0) = 1.

3.e) Lintégration des équations établies a la question 3.a conduit a

ol A; et A, sont deux constantes.
En déduire une relation entre by, by, A; et As.
3.f) On définit la fonction erreur complémentaire :

2 o0 2
erfc(u) =1—-erf(u) = —/ eV dv.
VT Sy

Exprimer Tl* () et Tz* (up) respectivement en fonction de erfc(u;) et erfc(uy).
3.g) Montrer que A} — Ay =2/+/7.

3.h) Montrer finalement que
hix,)=Tor by

Too—Tor  bi+by

erfc( i )
2Vart
et

L(x,)=To b

X
= erfc .
To1 — To2 b1 + b (Zvagt)

3.i)) En déduire la température du point de contact en x = 0 en fonction des températures initiales des
deux corps Tp; et Ty, et des effusivités b; et b,.

3.j) Que peut-on dire de la température du point de contact si by > b, ?

Leffusivité de la peau est by, =~ 1600 SI, celle du bois by, = 11 SI et celle de I'acier b, = 13000 SI. Expliquer
la différence de sensation si on touche (Tpeay = 37 °C) un morceau de bois ou un morceau d’acier a la
meéme température de 60 °C, peu apres le contact.

Que se passe-t-il sil’on garde le contact plus longtemps?

Ce probleme a été écrit a partir de I'ouvrage Transferts thermique, introduction aux sciences des trans-
ferts, de Jean Taine et Jean-Pierre Petit (éditions Dunod).

2. Ces variables sont choisies de facon a garder la symétrie du probléme.
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Solution

3 Réponse d'un milieu semi-infini a un choc
thermique
1. On consideére la tranche comprise entre les sec-

tions x et x + dx. Le bilan d’énergie pendant d¢
s’écrit

oT
pcadtde:—<I>(x,t)dt+<D(x+dx)dt
oD 0*T
=——dxdt=1—-Sdxdt
0x * 0x2 o
d’ou
oT aOZT woe | A
—=a— Y =—
ot 0x? pc

2. 2.a) De l'équation de la diffusion thermique
on déduit immédiatement 'équation aux dimen-
sions :

T'=lalL™.
On adonc [a] = 2T~ Y. On en déduit |[u]=1 :la
grandeur u est sans dimension.

2.b) On a
mension.

[T*] =1 ; cette grandeur est sans di-

— Le couple (x, = 0) correspond a u — oo;
la condition initiale T(x,0) = T, s’écrit alors
T*(o0) = 1.

— Le couple (x = 0,7) correspond a u = 0. La
condition a la frontiere T(0, t) = T, s’ écrit donc
T*(0)=0.

— Le couple (x — 00,0) correspond a u — oo; la
condition T (oco,0) = Ty s’ écrit alors T (oco0) = 1.

Les trois conditions proposées se raménent alors a
deux conditions sur T* (1) :

T*0)=0 et T (co)=1.
3. Ona
OT_dTGu_de( 1)_ udT
ot duor du2yal\ 2ty/r)  2tdu’

D’apres la définition de T*, on a

dT _ AT
du % Ydu’
d’ou
oT  (Ty—T.) udr*
or Y Y2t du’
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Ona
GT_dTau_ 1 dT

0x dudx  2yardu’

et de méme

0*°T 1 &*T Ty-T. d*T*
0x2  4datdu®  4ar du?’

L'équation de la chaleur s’écrit alors apres simplifi-
cation
d>T*
du?

ar*

+2u =0
du

*

4. Posons f(u) = . L'équation différentielle

2 2 P . du
précédente s’écrit
df
—+2uf =0,
du !
soit d
—f =—-2udu.
f
Cette équation différentielle s'integre en
2
fu)=Ae™,
soit
dT* (w) 2
=Ae " .
du

5. On a donc dT* = Ae ¥ du. Compte tenu des
conditions aux limites, on a

1 +00 )
/ dr* :A/ e “ du,
0 0

124X,
2

soit
2
Onadonc A=——, et
/4

dT* = e " du,

S

d’ou

/T*(u) 2
dT*:T*(u):—/ e " du,
0 \/ﬁ 0

D’apres la définition de la fonction erreur, on a
donc
T" (u) =erf(u) .

4/6



6. On adonc

T(x,t)—Te
TO_ Te

d’ou

T(x,t)=Te+ (To— Te)_/

7. Le vecteur densité de courant thermique est

donné par la loi de Fourier

oT
= —A—.
Jth ox
Comme
OT _Ty—T.dT*
ox 2var du’
et
dr* 2 2
= —e ,
du =m
ona
i (To— To) A 2 u2
h=—o—le) ——=—F=
t aiva

Le vecteur densité de courant thermique s’écrit

donc

Jm(x, 1) =

avec b=

¢=vat .

Si le milieu est de profondeur L, le modele précé-

X
2 2vat 2
=—/ e !
v Jo

A
= —(Ty- T\ e
Tt

en utilisant la définition de a.

b
—(To - Te)\/_—e p

|

x? )
dat

Vv Apc , effusivité du matériau.

8. Le flux thermique décroit exponentiellement
avec une longueur caractéristique a

dent sera valable tant que ¢ < L, soit t < L?/a .

Apres un temps plus long, on ne peut plus écrire la

condition aux limites T (oo, ) = Ty

9. 9.a) Lélévation de température se propage
dans le milieu au cours du temps. On a donc

h<tz<t .

9.b) Avec les données numériques, on calcule

I[%/a~20000s.

Avec t, = 1000 s, on peut dire que #, < L?/a.

La condition établie a la question 8 sur ¢ est bien

I'instant ¢ :

4 Mise en contact thermique de deux corps

1. Les températures vérifient les équations aux dé-

rivées partielles

0T, 0°T
or  ox?
0T, 02T2
or 6x2

avec
M
a=—— et
pP1C1

pour x <0

pour x > 0,

A2

ay=——.
P2C2

2. 2.a) La température étant continue, on a au

pointde contact x=0: 77(0,1) =

15(0, 1) .

2.b) II ne peut y avoir accumulation d’énergie
dans une tranche infiniment mince centrée en x =
0. On a donc continuité du flux thermique en

x=0.

Compte tenu de la loi de Fourier, la relation jth(x =

07,1 = jm(0%, 1) s'écrit

0T
A—(0,1) =
lax( )

2.c) Les conditions initiales s’écrivent :

T, (x,0) =Ty | et

Dans le cas de milieux semi-infinis, on a

Ti(—o0,t) =Ty et

T
AZQ(O, 1.
0x

T>(x,0) =

T2 (OO, t) =

3. 3.a) Les calculs sont similaires a ceux de la

question 1.3;0n a

et

=0 pouru; <0

=0 pour up >0.

3.b) Comme les cas x — —oo et t — 0 reviennent a
u; — —oo, les conditions initiale et aux limites dans

vérifiée, et le modele du milieu semi-infini est va-

lide.
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le milieu 1 se résument a T} (-o0) =

5/6



3.c) Ona
6T1 _ dT1 6u1 _ 1 dT1 _ T()g— T01 dTl)k
ox duy 0x 2y a1t duy B 2y/art du
et
0T, _ dT, ouy _ 1 d7> _ To1 — To2 dTZ*
0x duy 0x 2yaxtduy  2yaxt duy’

La condition de continuité (en xp, soit u; » = 0) du
flux thermique établie en 2.2.b s’écrit donc

A dTY A dT, 0
vaiduy - azduy
Ona o~ —/l“plc =\/A1p1c1 = b; (de méme dans
\/a_l 1P1€1 = 01
le milieu 2), d ou
b dT* (0) + b d *(0)
R + —_—
Yduy *du,

3.d) Soit Ty = T1(0,1) = T»(0,¢) la température
commune au point de contact (condition de conti-
nuité). On a alors

To — To2
Tor—Toz

To—T,
T (0) = ——2 et
To2— Tox

On en déduit| T7(0) + T, (0) =1 .

3.e) Larelation de continuité du flux établie en 3.c
s’écrit

T; (0) =

b1A;+by Ay =0
3.f) Ona

0 +00
/ dTZ* = Az/ e
T (u2) Uz

soit o

* —u'? /

T, (up) = —Az/ e “2du,
uz
d’ou
/5

T, (up) = —gAg erfc(uy) .

De méme

_’2
e “1du;

T} (u1) up
0 —00
—Uuy +00
—u? /
:—Al/ e lduI:Al/
+00 —U

Tl* (ul) = gAl erfc(—ul) .

—us g
e "ldu,

soit

3.g) Comme erfc(0) =1, la relation du 2.3.e s’écrit

_£A2+£A1_1
soit
A — A = 2
1 z—ﬁ-
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3.h) On adonc le systeme
2
A —Ay=—
P
bl A+ bgAg =0

dont la solution est

2192 2'191
1=—— et Ag =
(b1 + b)) V7 (b1 + b)) V7
On en déduit
* 2
T (uq) = erfc(—u
1 (1) bt by (—u1)
et
T, (up) = erfc(uy),
5 (U2) bt b2 (u2)
soit
Ty (x,t) — Toy b, -X
= erfc our x <0
Too — Ty b1 + by 2y apt &
et
To(x,t) — Tor by X
= erfc ourx >0
Tor — To2 by + by 2y axt p -
3.i) Commeerfc(0)=1,ona
N0,0-Ta b Lx,0-Tn b
Tox — Ton by + by To1 — To2 by+by’
La température de contact vaut
T.(t) = T1(0, 1) = 1>(0, 1),
soit
by To1 + b2 T
T.() = ———— .
C( ) b1 aF bg

La température de contact, qui s’établit immédia-
tement apres celui-ci, prend une valeur intermé-
diaire (moyenne pondérée par les effusivités des
milieux) entre celles des températures Tyo et Ty,
des deux corps en contact.

3.j) Si by » by, on a T, = Ty; : le corps de plus
grande effusivité tend a imposer sa température a
'autre.

corps 1 corps 2 température de contact
peaua37°C | boisa60°C 37,2°C
peau a37°C | acier a 60 °C 57,5°C
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La sensation n’est pas du tout la méme!

D’apres le modele utilisé, la température de
contact se maintient indéfiniment dans le temps.
En fait, ce modele reste valable tant que 'on peut
considérer le milieu comme semi-infini, c’est-a-
dire « aux temps courts » tels que a; t/ L% < 1et
at/ L% « 1. Si le contact entre la peau et un mor-
ceau bois dure longtemps, on finit par se briiler!
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