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Partie | — Etude d’une ailette de refroidissement

1 — Préliminaire
1. Laloi de Fourier s’écrit
Jo=-AgradT .

2. Considérons une tranche comprise entre les
abscisses x et x + dx. Pendant d¢, son énergie in-
terne 6 U varie de

d(OU) = pcSdx[T(x,t+dt) — T(x, t)]

oT
=pSdx—drt.

Po ey

Le transfert thermique recu s’écrit
62Qre(;u = [jQ(X, 1) - jQ(X+ dx, 1)]Sdt
9jQ 0°T

=—-—=8dxdt=21——Sdxdzr.

0x o 0x2 *

En I'absence de terme de production d’énergie, le
bilan s'écrit d(§U) = 6%Qyecu, d’0lt apres simplifi-
cation

oT A 0*T

ot pcox?
3. Enrégime stationnaire, ’équation se la chaleur
se ramene a

d>T
dx?
4. Lintégration de I'’équation précédente conduit

a T(x) = A+ Bx. Compte tenu des conditions aux
limites T'(0) = T} et T(L) = T», on en déduit

T —Th
X

T(x)=1T7;+
(x) 1 7

5. La résistance thermique Ry, de la paroi est dé-
finie par la relation

T)— T = Ry® .

Le flux thermique est donné par

@szS:—Ad—TS:E(TI—Tg).
dx L
On en déduit
B L
Rth—E .

6.a) Le coefficient & dépend principalement de la
nature du fluide, et de I’écoulement du fluide (vi-
tesse).

Le flux @ a la dimension d'une puissance, soit
[®] = ML?T 3, on en déduit [h] =MT 307! .

Le coefficient h s’exprime donc dans le systeme
international en kg-s3-K! .

En termes d'unités dérivées, h s’exprime en
W-m~2.K! .

6.b) La loi de Newton peut s’écrire To — T, = R.D,

avec
1

Ro=— .
°" hS

6.c) Les résistances thermique Ry, et R. sont as-
sociées en série : les deux milieux sont traversés
par le méme flux thermique.

6.d) Ecrivons la continuité du flux thermique a
I'interface paroi-fluide :

S
T(Tl—T2)=h(T2—Te)S
T,-T, hL
dott =2 ="~ Onadonc
T, —Te A
h-T ) ~ hL
=Bi avec Bi=—|.
TZ_Te A

6.e) SiBi<1l,ona Ty - T, < T, — Te : la chute de
température dans la paroi est tres faible devant la
discontinuité de température entre la paroi et le
fluide. On peut donc considérer la température
comme uniforme dans le solide.

Plus A est élevé, plus le nombre de Biot est faible;
le cas Bi <« 1 correspond donc a un matériau bon
conducteur thermique.

Remarque :1e nombre de Biot peut s’écrire

L
.25 _Rm
BIZ%ZR—.
m C

Il s’exprime comme le rapport de la résistance
thermique interne au matériau sur la résistante
thermique externe (pour le flux thermique vers
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I'extérieur). Un nombre de Biot faible est caracté-
ristique d’'un milieu offrant une faible résistance
thermique interne : la chute de température peut
alors étre considérée comme nulle entre deux
points d'une méme section du matériau.

2 — Ailette de refroidissement

7. Exemples de refroidissement : processeur dans
un ordinateur, moteur dans une voiture.

8. On réalise une convection forcée a I'aide d'un
ventilateur quand le fluide est I'air, d'un circuit
d’eau dont la circulation est assurée par une
pompe lorsque le fluide est I’eau.

9. Comme [A]=1%et[P]=L ona [DJ=L :la
dimension caractéristique d’'une ailette est ho-
mogene a une longueur.

10. L'approximation de I'ailette est valable si Bi <
0,1, c’est-a-dire si | hD; < 0,11 |.

» La dimension a prendre en compte serait de
I'ordre du rayon a dans le cas de 'ailette cir-
culaire, et de b dans le cas de l'ailette rectan-
gulaire. La dimension caractéristique Dy est un
ordre de grandeur de ces dimensions.

11. Dans le cas d’'un ailette circulaire, ses ca-
ractéristiques sont A=na* et P=2ma, dou
®t =al2|

12. Pour l'ailette rectangulaire, on a A =ab et
ab

2(a+b)

En posant x = a/b, on peut écrire

P=2(a+b),dou|l D=

B bx
o0 +x)
Dy
0,25b ..............................................
0 1 x=alb

13. Considérons une tranche de l'ailette com-
prise entre les abscisses x et x + dx. Pendant d¢, il
entrel’énergie j(x)Adt atraverslaface en x, il sort
I'énergie j(x+dx)Adt atraverslaface en x+dx et
il sort'énergie h[T (x) — T,]Pdtd¢ a travers la face
latérale de surface Pdux.
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L'énergie de cette tranche étant constante en ré-
gime permanent, le bilan s’écrit donc

jAdt—jx+dx)Adt—h[T(x)—Te]Pdx,dr =0,

d’ou
dj
——xAdxdt— h|T(x) - Te]|Pdx,dt =0.

En tenant compte de la loi de Fourier, on obtient

d?r

Awﬂ—h[T(X)—Te]TZO,
soit

—dzT—h—?[T(x)—T]—O

dx2 AA el

La température dans l'ailette vérifie donc

dz—T—mz[T(x)—T]—O avec m = N
dx? e —\ AD,

La dimension de m se déduit directement de
'équation différentielle (1) : [m]=L"!. Le mo-
dule de l'ailette a la dimension de 'inverse d’'une
longueur.

(1)

3 — Cas de l'ailette infinie

14. Lasolution générale de |’équation (1) est de la
forme

T(x)=Te+ae™ +pe” ™,
ol a et f sont deux constantes.
La température devant rester finie a la limite
X — +00, on a nécessairement a = 0. La condition
a la limite s’écrit alors T(0) = Ty = T + B, d’'ou
ﬁ = TO - Te , et

T(x)=Te+(To—Te)e ™ .

15. Enx=0,0ona

. B dT 3 B
Jo(0) = A(dx)xzo—/lm(To Te).

Le flux thermique @, = j(0).A s’écrit alors
(Da = A,m.A(TO - Te) .

16. Soit ®; le flux total sortant de la surface de I'ai-
lette en contact avec le fluide; Iailette regoit le flux
®, a travers sa section en contact avec la paroi.
L'énergie interne de l'ailette étant constante en ré-
gime permanent, le bilan d’énergie pour la tota-
lité de l'ailette s’écrit 0 = (—®; + ®,)dt = 0, d'our
®; = @, : le flux @, recu par 'ailette a sa base re-
présente le flux thermique total évacué de l'ailette
vers le fluide.
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17. En I'absence d’ailette, le flux évacué par la
surface A vaut

Oy =h(Ty— Te)A.

. . AmA(Ty — Te)
Le gain de I'ailette vaut donc =
gal vad Moo = Ty~ T A
soit
Am
oo =T
Comme m =4[ ——, on peut écrire

ADy¢

_ A
oo =1/ 75

18. Nous avons vu a la question 9.d. que la di-
mension caractéristique Dy est d’autant plus pe-
tite que l'ailette est fine. Comme |'efficacité 7 est
une fonction décroissante de D; : une ailette fine
aune meilleure efficacité qu'une ailette épaisse.

4 — Cas de l'ailette finie avec extreé-
mité isolée
1 Efficacité de l'ailette

19. Comme ®(x = L) = jo(x = L)A =0, la loi de
Fourier permet d’écrire

dr
( )

—| =o0.
dx)x:l,

20. Lasolution générale de1’équation (1) estde la
forme
Tx)=Te+ae™ +ge™ ™.

La condition en x = 0 s’écrit
TO = Te + a + ﬁ .

Ona dT
— =ame™ -fme
dx

La condition (2) s’écrit donc

—-—mx

0=ae™ -pe ™.
Il faut donc résoudre le systéme

ae™ —pe ™ =0
a+ﬁ: TO_Te.
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En multipliant la seconde équation par e-L, on

aae ™ +Be M = (Ty - T,)e”"™. Additionnons a
la premiere équation :

a(e™ +e ) = (Ty- Te) e ™,

_(Ty—-Tee ™
a= emL 4 g—mL

Comme f=ae’ ona

_(Ty—Te)e™
'6_ emL y g—mL *

On adonc

(To — Te) e~ ™ML e 4 (Ty — T,) e™L e~ mx
emL + e—mL

T(x)=Te+

em(L—x) + e—m(L—x)

= Tet (To~ Ty

soit

cosh[m(L— x)]
Tx)=Te+ (Typ—Te)

cosh(mlL)
21. Ona
d_T — (To— T.)(—m) sinh[m (L — x)]
dx 0 e cosh(mL) '’

soit a la base de 'ailette

sinh(mL)

(ﬂ) = —m(Tp - Te) ————
dx)—g 0" "¢ cosh(mL)

Le flux est donnée par ®; = j(x = 0)A, avec

) dT R
Jn(x=0)= —A(a)xzo, d’ ol

®f = AmA(Ty — Te) tanh(mL) .

22. Comme ®y = h(Ty — Te)A, on en déduit 1'ex-
pression de l'efficacité de 'ailette :

Am
7= Ttanh(mL) )

20.a) Lefficacité de l'ailette infinie étant donnée

m
par e = o on en déduit

1 =TNeotanh(mL) .

20.b) Influence de la longueur de l'ailette sur son
efficacité :
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N Moo

3|t

2 3
m m

1
m

On voit qu’a partir d’'une certaine longueur, aug-
menter L n'a plus d’influence sur l'efficacité de
I'ailette; par exemple, n(L = 2/m) = 0,967 et
n(L=3/m) =0,9957N .

A partir de L = 3/m, on peut considérer 'ailette
comme infinie; il est inutile de la prendre plus
longue.

2 Application numérique
21. La dimension caractéristique de l'ailette vaut

_ab  2x1073x80x107°
" 2(a+b) 2x(2e—3+80e—3)

Dy

soit D;=9,76 x 104 m .

Le nombre de Biot vaut Bi=9,6 x 107 .

OnaBi <« 0,1:1'hypothése d'une température uni-
forme dans la section de l'ailette est largement
justifiée.

22. Dansle cas d'une modélisation par une ailette
de longueur infinie, I'efficacité vaut 1o, = 102 .

23. La température a l'extrémité de l'ailette est
donnée par

T(L)=Te+ (To— Te)m.

h
On calcule m = {/ — =10,0m™~! et mL = 0,251.
ADy

On calcule alors | T'(L) = 310,8 °C |.
Lefficacité vaut n = no. tanh(mlL), soit n = 25,1 .

24, La température T(L) a 'extrémité de 'ailette
est encore nettement supérieure a la température
ambiante T, : il n’est donc pas raisonnable de
modéliser cette ailette par une ailette infinie. On
a d’ailleurs ici mL = 0,25, ce qui nous situe dans
le domaine ou la longueur a encore une influence
importante sur I'efficacité (voir graphe de la ques-
tion 20.b).

Partie Il — Réduction de I'oxyde de chrome par le dihydrogéne

1. On calcule

ArH® =3 x (—240) — (—1140)

soit
ArH®° =420k -mol™! .
On calcule
AS°=2%x25+3x190-80-3x 130
soit

AS°=1507-K ' -mol™! .

2. Comme A H° > 0, la réaction est endother-
mique. Elle est donc favorisée aux températures
élevées.

On se placera donc a haute température pour op-
timiser la formation du chrome solide.

» Cette condition est de plus favorable pour la ci-
nétique de la réaction.
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» La réaction ne s’accompagnant d’aucune va-
riation de la quantité de gaz (A;nga, =3-3-0),
la pression n’est pas un facteur de I’équilibre.

3. Lenthalpie standard est donnée par
ArGO(T) = ArHo - TAI-SO .

Ona A;G°>0a 1330 K. On peut en déduire que la
constante d’équilibre, donnée par

_ AG°
K° =e "RT

Ke<x1]|.

La réaction n’est donc pas favorable thermody-
namiquement.

est tres faible :

» Le calcul, non demandé, conduit a

225x103

K°=e s =91 x 10710 « 1.
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4. Lavaleur de la constante donne une enthalpie

standard de réaction valant Cr, 0,4 + 3H, = 2Cr + 3H,0
. . 9 (ED 5,0x 1074 0,1 0 0
A;G°=—-RTInK°=-8,31 x 1300In(107") 6q 50x107%- Xeq 0,1 - 3xeq 2xeq 3xeq

: _ -1
soit | A;G®=224k]J-mol™" , valeur en accord avec 7 1, quantité totale de gaz est invariable : ng =

celle donnée précédemment. 0,1 mol.
5. Le quotient réactionnel est donné par On a donc
3
a(Cr,0,) (a(H 0,1 -3x 3x
P = (Cr,0q) (a( 2)2 . Py, = P et Pyo=-—P.
a(Cr) (a(H,0)) 0,1 0,1
Pour les espéces solides, on a L’équilibre étant donné par Qr,éq = K°, 'avance-

ment x vérifie alors

a(Cr,03)=1 et a(Cr)=1.
KO_(0,1—3xéq)3

Pour les espéces gazeuses, on a

Py, Py,0
aH,) = avec a(H,0) = . d’ou
pe pe 0.1( K° \l3
On en déduit x:?(l_'_Ko) :
3
0= Py, On calcule | xgq=3,3x107> mol .
' Py,0 La quantité de chrome formée est alors, d’apres le

tableau d’avancement
6. Etablissons le tableau d’avancement de la réac-
tion : n(Cr) =6,7 x 10> mol .

Partie lll — Mesure de la proportion de saccharose dans le sirop d’érable

1. On calcule A;H° = —1273 — 1266 + 2226 + 286, 3. Dans le cas d'une cinétique d’ordre 1 par rap-

soit port au saccharose, la loi de vitesse de la réaction
ArH° = =27k -mol™! . est donnée par
On calcule A;S° = 212 + 223 —360) — 70, soit d[S]
V= —E = kl [S] .

o _ w-l. -1
B8 = E50)-C - omnal - La concentration en saccharose suit donc I'équa-

tion différentielle

2. Ona
d[S
L +k1[S]=0.
AG°(T)=AH°-TA;S°=—-RTInK". dr
On calcule La solution s’écrit
_ ArHO-TArS° 27x103+298x5 [S1(%) =[Slg e_kl t ,
K°=e RT — @ 8314x298
d’ou
soit SI(t
2 ln([]()):—klt.
K°=9,86x10" . (Slo
On a K° > 103 : la réaction est quantitative. Ontrace y =In ( [%](5) ) en fonction de 7 :
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On obtient bien une relation linéaire, caractéris-
tique de la cinétique d’ordre 1.

Une régression linéaire a la calculatrice donne la
pente k;, d’olt

k1=139%x103h7"! .

4. Laloi d’Arrhénius permet d’écrire

_Ea _Ea
ki=Ae B et ky=Ae B2,

On calcule
E,=109kJ-mol™! .

5. Leau pure est a I'équilibre sous forme liquide
et solide a la température Tf,s; on a donc égalité
des potentiels chimiques, soit

* i *
/vtealllq (Ttus) = “ezﬁ?l (Ttus) -

6. La fraction molaire de I'’eau dans la phase li-
quide est définie par

Meau

Meau

Meau + Msucre

MEHH

P Neau _
eau — =
Neau + Msucre

MSUCI’B
que I'on peut écrire

1

1 Msucre _Meau
v M,
sucre

Xeau =

Meau
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L'eau étant en équilibre sous les phases liquide et
solide a la température Tf’u sona

lig / 1 ot
Heau(Tye) = “Zgu(Tfus) .
L'eau étant pure dans la phase solide, on a donc
sol ! _ *sol 1
ﬂeau(Tfus) = Heau (Tfus) :
Dans la phase liquide, sa fraction molaire est Xeay;
son potentiel chimique s’écrit alors

li *li
:ue}gu(Tf/us) = /’Leall(ll(Tflus) + RTf/uS In(Xeau) -
L'égalité des potentiels chimiques sous les deux
phases conduit alors a
* *,1'
Hem (Tiug) = Heau (Tpy) + R InCteau)

7. Intégrons la relation de Gibbs-Duhem pour
I'eau liquide entre Tyys et T;

*iq oy /
Heau (Tg, ) . . T;
w,liq * lig us
/ “Jliq d:ueau - _Seau / dT
Heau (Ttus) Ttus
*1iq , s *liq _ *1iq ot
Heau (Tfus ~ Heau (Ttus) = _Seau (Tfus — Thus) -
De méme pour I'eau solide, on obtient
*sol (! *,s0l _ *sol !
ueau (Tfus) - Meau (Tfus) - _Seau (Tfus - TfUS) .

On a établi

soit

Heat (Ths) = 3! (Thuo)
et
I‘I'Z';il?(Tf/us) + RTqus ln(xeaU) = ﬂZ’:ﬁl(Tqu) :
Soustrayons ces deux équations membre a
membre :

*,liq

* i
:ueallil ( Tflus) — Meau (Trus) + R Tf,us In(Xeau)

* sol

= peat (Tieg) = Hemy (Tius)
Avec les relations issues de Gibbs-Duhem, on ob-
tient
~ Sead (Thys = Tru) + RT} I Chequ)
= ~Seme (Tiys = Thus),
soit
(S:;il? - 52:31) (Tpys — Trus) = RTf, In(Xeau) -

On adonc
AfusI_I

Tfus

*liq *sol _
Seau - Seau -

d’ou

(This = Trus) Atus H = RTius T In Xeau -
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8. Si Xgucre < 1,0na

In Xequ = In(1 = Xgycre) = —Xsucre »

d’ou
(Tf/us — Tru) Afus H = —RTys Tf/us Xsucre -
On a donc
RTrys Tf,u
Thus — Tf/us = ——— Xsucre
Afus H

soit en considérant Tf’us ~ Tt pour le membre de
droite

Trus— Ti . =Kx avec K= R )
fus sucre ArusH
9. On calcule
o B31Ax 273,15 _ 103.2.

6,01 x 10
La fraction molaire de sucre est donnée par

Tiys — T;

fus

Xsucre = %
soit

Xsucre = 1,45 x 1072

La quantité de sucre est donnée par

Nsucre = Xsucre X Ntot -

Comme Xgycre < 1, 0N @ Ript = Meay, d' ol
_ _ Meau

Nsucre = Xsucre X Neau = Xsucre X .
eau

La masse molaire de sucre s’écrit alors

Msucre _ Msucre Meau

Nsucre Meau Xsucre

La solution étant de 15 % en masse de sirop, on a

Mgucre = 0,85Mot €1 Meay = 0,15Myor

d’ ou
Msucre _ 0,15
Meauw 0,85
On a donc
Mgycre = EL
851,45 x 1072
soit

Msucre = 219 g * mOl_l .
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10. La masse molaire de sucre, c’est-a-dire du
mélange de saccharose, de glucose et de fructose,
s’écrit

Msucre = Xsacc Msace + Xglue Mgluc + Xfruc Miruc »

avec

Xsacc + Xgluc + Xfruc = 1.
D’apreés les formules moléculaires, on a
Mgluc = Mryc -

On peut donc écrire

Msucre = Xsace Msace + (Xglue + Xfruct) Mgluc
= Xsacc Msacc + (1 — Xsacc) Mgluc .

On en déduit

Msucre — Mgluc
Msace - Mgluc

Xsacc =

On calcule

Xsacc = 0,24 .

La fraction massique de saccharose est donnée
par

Msacc

Msacc + Mgluc + Mifruc
Nsace Msace

Wsacc =

Nsacc Msacc + Ngluc Mgluc + Piruc Miruc

Nsacc
ot

Ngluc nf,
Miace + -2 Mejye + 2 M,
sacc T 7 “~Mglue T 7 - Miruc

sacc

Nsacc
Niot

_ Xsace Msace

Xsacc Msace + Xglue Mgluc + Xfruc Mfruc
Xsace Msace

Xsace Msace + (1 — Xsace) Mgluc

On calcule

Wsacc = 0,38 .
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