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Colle de physique— semaine no 8 Sujet 2— solution

 Exercice : température dans une poutre

On considère une poutre de longueur L, de section circulaire de rayon a et de conductivité thermique λ placée
entre deux murs de température Tm. On note Ta la température de l’air entourant la poutre et h le coefficient de
transfert conducto-convectif.
On considère le régime permanent atteint. Le point O, origine de l’axe Oz pris dans le sens de la longueur de la
poutre, est placé au milieu de celle-ci.

1. Déterminer le profil de température T (z) dans la poutre.

2. Quel est le transfert thermique entre la poutre et l’air?

 Solution

−L/2 L/2z z z +dx

Tm Tm

Ta

1. Système : tranche entre z et z +dz.

Bilan d’énergie en régime stationnaire entre t et t +dt :

0 = δQreçu =+Φ(z)dt −Φ(z +dz)dt −δQc.c. .

Le transfert conducto-convectif à travers la surface la-
térale dS = 2πa dz est donné par la loi de Newton :

δQc.c. = h[T (z)−Ta]2πa dz dt .

On a donc

0 =−dΦ

dz
dz −h[T (z)−Ta]2πa dz ,

avec

Φ(z) = jQ (z)πa2 =−λdT

dz
πa2

d’où

0 =−λd2T

dz2 πa2 −h[T (z)−Ta]2πa

La température vérifie donc l’équation différentielle

d2T

dz2 − T (z)−Ta

δ2 = 0 avec δ=
√

λa

2h
.

ä On a posé δ comme longueur caractéristique; sa
dimension se détermine à partir de l’équation dif-
férentielle dont les deux termes ont même dimen-
sion.

On peut écrire la solution de l’équation différentielle
comme somme d’exponentielles ou de fonctions tri-
gonométriques hyperboliques. La situation étant paire
(z = 0 est un point de symétrie), on a intérêt à choi-
sir les fonctions cosh et sinh qui sont respectivement
paires et impaires :

T (z) = Ta + A cosh
( z

δ

)
+B sinh

( z

δ

)
.

De T (−L/2) = T (L/2) on déduit B = 0.

Il reste

T (L/2) = Tm = Ta + A cosh

(
L

2δ

)
d’où

A = Tm −Ta

cosh
( L

2δ

)
On a donc

T (z) = Ta + Tm −Ta

cosh
( L

2δ

) cosh
( z

δ

)
.

2. On peut calculer le transfert thermique total Φtot

entre la poutre et l’air de deux façons.

1re méthode : calcul direct

Φtot =
ˆ

δΦc.c. =
ˆ L/2

−L/2
h[T (z)−Ta]2πa dz

= 2πah

cosh
( L

2δ

) (Tm −Ta)

ˆ L/2

−L/2
cosh

( z

δ

)
dz

= 4πah

cosh
( L

2δ

) (Tm −Ta)

ˆ L/2

0
cosh

( z

δ

)
dz

en utilisant la parité de cosh(z/δ), soit

Φtot = 4πah

cosh
( L

2δ

)δ(Tm −Ta)
[

sinh
( z

δ

)]L/2

0

= 4πahδ(Tm −Ta)
sinh

( L
2δ

)
cosh

( L
2δ

)
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soit

Φtot = 4πahδ(Tm −Ta) tanh

(
L

2δ

)
.

2e méthode : bilan d’énergie

On effectue un bilan d’énergie entre t et t +dt en pre-
nant comme système la poutre entière :

0 =Φ(−L/2)dt −Φ(L/2)dt −Φtot dt

d’où, comme Φ(L/2) =−Φ(−L/2) par parité

Φtot = 2Φ(−L/2)

avec

Φ(z) =−λdT

dz
πa2 =−λπa2

δ

Tm −Ta

cosh
( L

2δ

) sinh
( z

δ

)
.

On a donc

Φtot =−2λπa2

δ

Tm −Ta

cosh
( L

2δ

) sinh

(
− L

2δ

)
= 2λπa2

δ

Tm −Ta

cosh
( L

2δ

) sinh

(
L

2δ

)
soit

Φtot = 2λπa2

δ
(Tm −Ta) tanh

(
L

2δ

)
.

ä Les deux expressions sont bien identiques.

On a d’une part

4πahδ= 4πah

√
λa

2h
= 2

p
2π

√
λha3

et d’autre part

2λπa2

δ
= 2λπa2

√
2h

λa
= 2

p
2π

√
λha3 .

ä On peut cherche la solution de l’équation différen-
tielle sous la forme

T (z) = Ta + A e−z/δ+B ez/δ .

On a alors pour z =−L/2 et z = L/2{
Tm −Ta = A e−L/(2δ)+B A eL/(2δ)

Tm −Ta = A eL/(2δ)−B A e−L/(2δ) .

En faisant la différence de ces deux équations, on
obtient

0 = (A−B)
(
e−L/(2δ)−eL/(2δ)

)
d’où A = B .

En faisant la somme de ces deux équations, on ob-
tient

2(Tm −Ta) = (A+B)
(
e−L/(2δ)+eL/(2δ)

)
= 2A

(
e−L/(2δ)+eL/(2δ)

)
d’où

A = B = Tm −Ta

eL/(2δ)+e−L/(2δ)

et

T (z) = Ta + Tm −Ta

eL/(2δ)+e−L/(2δ)

(
ez/δ+e−z/δ

)
.

On retrouve la même expression car

cosh(z/δ)

cosh(L/(2δ))
= ez/δ+e−z/δ

eL/(2δ)+e−L/(2δ)
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