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enenen Bilans d'énergie avmomoes

2 — Navire brise-glace

1. Le point A correspond a un liquide saturant a
0,5 bar = 50 kPa, ce qui permet de le positionner.

La compression AB est isenthalpique jusqu’a 30 bar =
3 MPa, ce qui permet de tracer le segment vertical cor-
respondant.

Lévolution dans la chaudiére est isobare, jusqu'a
300 °C: on trace BC.

Lévolution dans la turbine est isentropique, jusqu’a la
pression 0,5 bar, ce qui permet de tracer la courbe sui-
vant 'isentropique.

2. Onreleve les grandeurs pour chaque point du cycle.

T °C b
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85 | 0,83

h (k] -kg™)
350
350
3000
2200

point | P (bar)
A 0,5

B 30

C 30

D 0,5

On interpole Ta, xp et hp.

Les isothermes sont verticales dans la zone liquide,
I'évolution isenthalpique est donc aussi isotherme,
dOﬂThZTA.

3. Lefficacité est définie par

qc hC_hB

hc—hp 3000 — 2200
~3000-350

TI:

soit | 7=0,30=30% |.

4. Lénergie mécanique indiquée (ou utile) et donnée
par
Wy = mwy, = m(hc — hp)

d’ott comme 1 kW-h =3600 W-s

Wu _
hc—hp

3600
3000 —-2200

m=

soit m=4,5kg|.
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3 — Machine frigorifique

1. La pression de vapeur saturante correspondant a
une température —30 °C est P; = 0,85 bar. Cette isobare
coupel'isotherme —20 °C dans le domaine de la vapeur
seche, ce qui permet de positionner le point 1.

La compression 12 étant adiabatique réversible, elle est
isentropique, ce qui permet de tracer le segment selon
une isentrope, jusqu’a P, = 10 bar.

L'évolution 23 est une isobare (horizontale), jusqu’a
rencontrer I'isotherme —30 °C, ce qui se produit dans le
domaine du liquide (ol les isothermes sont des demi-
droites verticales). On peut tracer le point 3.

La détente adiabatique 34 se fait sans travail utile; elle
est donc isenthalpique : segment vertical jusqu’a croi-
ser l'isobare 12.

point | P(bar) | T°C | x | h(J-kg'}
1 0,85 =20 1 387
2 10 60 1 440
3 30 30 0 242
4 0,85 -30 | 0,37 242

R134a ret:p.P.Wilson & R.S.Basu, ASHRAE Transactions 1988, Vol, 94 part 2.

2. Lintérét d’amener le fluide au-dela de sa courbe
de saturation au point 1 est d’éviter la présence de li-
quide dans la pompe. Cela permet en outre d’augmen-
ter qs1 = hs — h; en augmentant hy, qui est 'énergie
utile.

Lintérét d’amener le point 3 dans le domaine liquide
est d’éviter d’éventuelles bulles dans le détendeur en
entrée, et d’augmenter ¢4 en diminuant i = hs.

Si la transformation dans le compresseur n’est pas ré-
versible, on a s¢ > 0 pour!’étape 12, donc As = s. > 0 car
se = 0. Lévolution ne suit plus I'isentrope, et le point 2
est décalé « vers la droite ». On a donc h’2 > hy, ce qui
augmente wy = h, — hy (énergie coliteuse) sans gagner
sur le transfert utile gy;.

3. Lefficacité est définie par

zizﬂ:_hl_h‘*
wy w2z ha—hy

On calcule | n=2,74

50.00

DTU. Department of Energy Engineering.
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4 — Tuyere

Le moteur Vulcain a pour réle de propulser I'étage
principale de la fusée Ariane 5. La réaction forte-
ment exothermique entre du dihydrogéne et du di-
oxygene produit de la vapeur d’eau (P, = 5bar, T, =
3300 °C), qui est expulsée avec un débit volumique
D =250 kg-s~! au travers d'une tuyere ot elle est ac-
célérée, ce qui génere en réaction une force de poussée
sur la fusée.

On modélise la vapeur d’eau comme un gaz parfait tel
que ¢, =2,0x10%J-K ! -kg™! et y = 1,3, indépendam-
ment de la température.

1. II faut supposer que la vapeur d’eau est considérée
comme un gaz parfait, et que son évolution dans la
tuyere, adiabatique, est réversible. On peut alors écrire
laloi de Laplace en variables P et T, soit

P =P, T,

S (P )(Y—l)/}/
s= le P. .

On calcule (attention d’exprimer les températures en
kelvin) | Ts =2200°C |.

2. Le premier principe s’écrit

Ah+A(eg) +A(gz) =wy+q.

Onagqg =0, wy =0, onnéglige A(gz), d’ ot en négligeant
la vitesse d’entrée des gaz dans la tuyére

V2

Ah+ = =0.
2

Ah=hs—he = Cp(Ts_ Te),

Vs =/ 20p(Te = Ts) .

On calcule | vg =2,1 x 103m-s! .

3. La force de poussée au démarrage Fy, = Dy, v vaut
donc | F,=52x10°N .

5 — Vidange d’une cuve

vA sz

»\d =
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1. Considérons une ligne de courant allant d'un point
A de la surface libre a un point B dans le jet libre, a la
distante verticale L en dessous de I'ouverture.

Dans les deux cas, on a P(A) = Py, P(B) = Py et v(A) =
0; en notant v = v(B), la relation de Bernoulli conduit

alors a )
P Py
—O+gh———gL+U—
u u 2

=\/2g(h+1L) .

On applique la relation de Bernoulli entre le point A et
le point C au niveau de I'ouverture, ou P(B) = Py

2. Premier cas

P P v
_0+gh—_0+_c
p poo2

dolu | vc=+/2gh .
Deuxiéme cas

Par conservation du débit volumique dans le tube, la
vitesse au niveau de 'ouverture est la méme que celle

V2g(h+1) .

au point B, c’est-a-dire U’C =
3. Premier cas

. . 2 .
Le débit est donné par D, = n% Ve, soit

2

DV:T[I 2gh .

On calcule | Dy =0,31 m®-s™! . Deuxiéme cas

Le débit est donné par Dy = 15 & T Ve soit

d2

D(]:]'[Z 2g(h+L) .

On a D], > Dy : le dispositif le plus efficace est celui
comportant le tube vertical.

4. Appliquons le théoréme de Bernoulli entre les

points C et B :
P(C) Py
— ygL=—
H H
car v(C) = v(B) par conservation du débit volumique.
La pression au point C diminue avec L; le phénomeéne

de cavitation se produit pour

P(C) = Pgat =Py — gL
soit pour
Py—P.
L= S ~10,0m
ug
Le débit vaut alors
- P,
-2 \/ sat)

soit | Dy =0,54 m3-s~
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6 — Vidange — oral Mines PC

Le fond d’un réservoir de section variable
z a
S(Z) = SO (—)
<0

est percé d’'un petit trou.

Calculer le temps T de vidange entre les altitudes z;
et 2.

Quelle valeur de a choisir pour que T soit une fonction
linéaire de zp — z; 2

Notons o I'aire du petit trou percé a la base du réservoir
(z=0).

» On note Oz la verticale ascendente.

On considere en premiére approximation I’écoulement
comme stationnaire en négligeant la vitesse des points
de la surface libre, en supposant Sy > ¢. La relation de
Bernoulli entre un point de la surface libre et un point
du jet libre en sortie s’écrit alors

2

Py Py v
—+0+gz=—+—+0
7 poo2

d’ou1 la vitesse de sortie

vV=+/28z .
Dans un second temps, nous allons prendre en compte

z
la vitesse — P des points de la surface libre pour écrire

la conservation du débit volumique (liquide incom-
pressible) entre la surface libre et I'orifice de sortie :

Dy=-5@% =ov
v = Zdt_g

d’'ou o
2% V2dz = —S—\/Zgzgdt.
0

Le temps de vidange entre les altitudes z; et zp < z; vé-
rifie alors

2 a1 o
a— a
/ z dz:—S—\/Zgzo T,
Z1 0
soit
z
a+1/2

= —g\/Zgng.

a+1/2 ]ZZ
21 SO

On a alors

T = & 2 1 a+1/2 _

= a+1/2]‘
o\ gl+2a)z¢ '™

2y

On a alors

1
T =K(z; —2z2) pour a:E,

So [2 1
avecK=—, | —————.
o\l g (1+2a)z8‘
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» On peut répondre directement a la deuxiéme ques-
tion avec moins de calculs, a partir de la relation is-
sue de la conservation du débit volumique

dz_

o 2
- _ gZI/Z—a.
dr

a
S() ZO

dz .
11 faut Fri cte pour avec une hauteur variant de

facon affine avec le temps, soit a = 1/2 pour que la
dérivée précédente ne dépende plus de z.

7 — Phénomeéne de cavitation

1. On applique la relation de Bernoulli sur la ligne de
courant joignant les points Aet B :

1 1
P(A)+pgza+ E,oyi1 = P(B) +pgzp + Epv%.

A la surface libre, on a P(A) = Py. Le point B étant
dans un jet libre, P(B) = Py. La hauteur d’eau étant
constante, on a v4 = 0. Avec z4 = H et zg =0, on en
déduit la vitesse v = vg de sortie :

v=+/28H .

On calcule v=56,6m-s™! .

Le débit volumique vaut
D2

DV=7TTU.

On calcule Dy = 4,0 m3-s71 =4000 L-s7L.

2. On applique la relation de Bernoulli le long de la
ligne de courant joignant les points Aet C:

1
Po+ng=P(z)+§pvé+pgz.

La section de la conduite étant identique en B eten C,
on en déduit

v% = 1/123 =2gH,
d’olt

P(z)=Py—pgz .

La pression décroit quand on s’éléve dans la conduite.
Le phénomeéne de cavitation se produit pour

P(z¢) = Po— pgzc = Psat,

soit pour
PO - Psat —
P

T = 9,8 m
3. Pour remédier a ce probleme (pouvant provoquer la
rupture de la conduite), on visse a I'extrémité aval une
tubulure de section décroissante (injecteur), de dia-
metre de sortie d < D, avec d = 15 cm.
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3.a) Le point E étant au niveau de la sortie, donc d'un
jet libre, 'application de la relation de Bernoulli le long
delaligne de courant joignant les points A et E conduit

de méme a
VE =1/ 2gH.
Le débit volumique s’écrit
2
DV=7TZUE =1,0 m3.s7!.
3.b) Laconservation du débit volumique entre les sec-
tions B et E donne vcD? = vy D? = vpd?, d’'ott

d 2
UC:(B) 2gH

La relation de Bernoulli appliqué le long de la ligne de
courant joignant les points A et C s’écrit alors

1
P0+ng:P(z)+§pv%+pgz

d 4
:P(z)+ng(B) +pgz

d4
P(z)=Py—pgz+ ng(l - ﬁ) .
La pression vaut Pgy a laltitude

Py—P d*
u+H(1——4) =160m,

Pg D

hauteur inaccessible dans la conduite. Lembout a per-
mis débiter la cavitation en réduisant la vitesse dans la

conduite.

Zsat =

8 — Débit d'un siphon

Suite a de violents orages, une fondation étanche de
grandes dimensions s’est remplie d’eau (fluide incom-
pressible de masse volumique g = 1000 kg-m™~3). Celle-
ci peut étre vidée a I'aide d'un siphon constitué d’'une
conduite de 10 cm de diameétre qui s’éleve a 4 m au-
dessus de la surface libre du réservoir ouvert a 'atmo-
sphere. On souhaite déterminer la cote H de la sortie
du siphon pour obtenir le débit maximal. On négligera
les pertes de charge.

CPGE PSI 2023-2024
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Onnote Ozlaverticale ascendante, I’origine étant prise
ala surface libre.

1. On écrit la relation de Bernoulli entre un point de la
surface libre et un point du jet libre de sortie :

P() P() 1)2
—+0+0=—-gH+—
1% 1% 2

v=+/28H .

2. La vitesse v est constante dans la conduite de sec-
tion constante (conservation du débit volumique de
I'eau incompressible) ; la relation de Bernoulli entre le
point M et un point du jet de sortie s’écrit

P(M) v P v?
+gh+ +

P(M)=Py—ug(H+h) .
On doit avoir P(M) >0, d’ ot

P
H<—0—h.
ug

» Rigoureusement, on devrait écrire P(M) > Pgyy,
mais Pgy¢ < Py d’ou 'approximation effectuée.

3. Lavitesse maximale est obtenue pour

P
Hpax = =2 h,
g
soit
Py
Umax = 1/2 (— - gh)
max Iu

Le débit maximal correspondant est

On calcule
Dmax=8,7x102m3.s71=87L-s7! .
La cote de la sortie du siphon vaut alors
Hpax=6,2m .
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9 — Rétrécissement d'un jet liquide

V4

On considere un écoulement stationnaire d’'un fluide
parfaitincompressible dans le champ de pesanteur : on
peut donc appliquer le théoréme de Bernoulli entre les
points A et B sur une méme ligne de courant.

L'axe Oz étant descendant, il faut écrire

P(A) v_§ OZP(B) v2(2)

2 u 2

Le jet étant libre, on a P(A) = P(B) = Py, d’ou
v2(z) = vg +28z,

soit

28z
1+—2.

Yo

v(z) =19

La conservation du débit volumique entre la sortie et la
cote z s’écrit

Q= na2v0 =n1r’(2)v(z).

On en déduit

r(g)=—— .
1/4

1+2izz)
Y

10 — Un probléeme de robinets

1. Un volume SH de fluide s’écoule pendant une du-
rée T ; le débit volumique correspondant est donc

SH
Dy =22 |
Th

2. Vu en cours. En appliquant la relation de Bernoulli
le long d’'une ligne de courant joignant un point de la
surface libre et un point a I'orifice de sortie, on obtient
la vitesse du fluide a la sortie: v = \/E Le débit volu-
mique correspondant est donc

Dy(z)=0+/28z |.

CPGE PSI 2023-2024
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dz
3. Lavitesse d'un point de la surface libre étant — O >

0 lors de la vidange, la conservation du débit volu-
mique s’écrit

s¥_p=0y2
-S—=Dy(2)=0 z.
dr 2 8
On adonc
0 T
dz o 2
[ E-tvE [ w
nvz S 0
d’ou o
2\/TI:§\/2gT2.
Le temps de vidange vaut donc 7> = % % soit

S [2H
To=—1/— .
oy §

4. Pendant une durée dt, si la hauteur de fluide dans
la baignoire augmente de dz, cela correspond a un vo-
lume Sdz de fluide supplémentaire dans la baignoire.

Le robinet apporte un volume D; dt; il sort un volume
D, (z)dt par la bonde. Un bilan conduit a

Sdz=D;dt—D,(z)dt
soit SH
Sdz = ﬁdt—g\/ngdt.
La hauteur d’eau vérifie donc I'équation différentielle

dz+0 - H
—+—= z=—.
dr S § Ty

Cette équation est non linéaire.

dz H
5. Initialement, E(O) =7 >0 :la hauteur d’eau aug-
1

mente.
Ecrivons qu’elle admet une valeur asymptotique fy,
constante : H

o

0+—=1/28200 = —

S T

d’ou
H?S?
Zoo = ﬁ .
2g0°Ty

On adonc

HS? T}

H 2g02T?  4T?’

Zoo

La hauteur d’eau se stabilise donc dans la baignoire a
une hauteur donnée par

zoo_(Tp_)z
H \21y) =~

z
Avec les données de I’énoncé, on obtient — = 0,56 : la

baignoire ne se remplit au maximum qu’a un peu plus
de la moitié!
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e Bilans de quantité de mouvement et de moment cinétique e

12 — Perte de charge singuliére

1. Lapression p; s’exerce sur les deux faces en amont :
la section S et la partie droite d’aire S, — S; en contact
avec la zone morte, soit sur la surface totale S; + (S2 —
S1) = S». La pression p, s’exerce sur la section S, en
aval. Le bilan total des forces s’exercant sur le fluide est
donc

=
F =S;(p1—p2)ex .
2. Le débit massique, conservé, s’écrit

D =pv181=p12S3 |

3. On construit un systeme fermé :

— alinstant ¢, il est constitué du fluide entre les sec-
tions S; et So du schéma, ainsi que de la masse
dm = Dy, dt de fluide qui franchit la section amont
pendant d¢, a la vitesse v, ;

— alinstant ¢ + dt, il est constitué du fluide entre les
sections S; et S du schéma, ainsi que de la masse
dm = Dy, dt qui franchit la section aval pendant d¢,
ala vitesse vs.

Ecrivons la quantité de mouvement de ce systéme a
I'instant ¢, soit

P(t)= P*(O) +dmuv, &
et al’instant ¢t + dt, soit
P(t+dt)= P*(t+dp) +dmuv, &y.

L'écoulement étant stationnaire, la quantité de mouve-
ment de la partie de fluide co_r)nprise entrel?s sections
amont et aval, fixes, vérifie P*(t +d¢) = P*(#). On a
donc

B(t+dt) - P(1) = D (va — v1) €, dt,
DP Dm(v2—v1)€.
— = vy — .
Dt m\Y2 1) €x
Le principe de la résultante dynamique s’écrit
DP

bP =
Dt

soit en projection selon €y :
D (v2 —v1) = S2(p1—p2) -
4. Onadonc

D
p2=p1+ S—(v1 — 1) =p1+pv2(v) —V2)
2

CPGE PSI 2023-2024
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soit
& =E+U2(U1—V2).
PP

On remarque que

I}% - U%— (vp — Ul)z = —21}3 +2v1v0 =202(V1 — V2),

d’ou
pa_p1 VimUy=(wa-vn)’
p P 2

La relation de Bernoulli conduirait a

2 2
p U 1V
p_+_2:p_+_1

p 2 p 2

Le théoreme de Bernoulli est valable pour un écoule-
ment parfait. On peut I'utiliser dans le cas d'un écoule-
ment réel si les effets de la viscosité sont confinés dans
une couche limite de faible épaisseur. On observe ici
un décollement de la couche limite au niveau du chan-
gement de section, entrainant ’apparition d’'une zone
«morte » oll la viscosité ne peut plus étre négligée. On
ne peut donc utiliser le théoreme de Bernoulli.

5. En terme de pression, la relation obtenue s’écrit

2 2 2 2
pU, pvy  pva—r1) pUy
+—=p1+————=p1+—-A
p2 > b1 5 ) b1 5 p
ol la perte de charge est donnée par
p(v2—v1)?
Ap=—"—.
p 2
2
Comme S;v; = Sov2, on en déduit Ap = a%, avec

-3
a=|1-—] .
So
13 — Homogénéisation d'un écoulement

1. Les forces tangentielles de viscosité homogénéisent
I'écoulement, par diffusion de quantité de mouve-
ment.

2. Deux inconnues p3 et vs : il faut faire un bilan de
masse et un bilan de quantité de mouvement.

Bilan de masse :
m(t)+dmy+0my=m(t+dt)+dmg
avec S
5m1=,u5voddt,
SU()
omy=u——ddt
=Ry

et
dms = uSvsdt.
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La conservation de la masse conduit a
S S Vo
—vodt+u——dt=uSvsdt
.Uz 0 ,U2 ) HOV3
d’ou
_ 3vy

V3 =—— .
377y

Bilan de quantité de mouvement :

6m1v1+6m2v2 =6I713U3

d’ ol S S )
,ugvgdt+u5(%) dt=uSv§dt
soit
§ sz—£ Sv?
8“ 0—16# 0
d’ ol D )
Px 2
=——uSvy;.
Dr 160"

Le poids et les forces de pression latérales sont sans ef-
fet dans la direction Ox; il reste les forces de pression
en amont et en aval :

L SV =—p3S+ S+ S
16” 0= —P3 P02 P02

d’ ol
_ +1 2
Ps=Po+ TcHV -
3. Ona
0,1 2, 1 2
Ec(t):Ec+§6m1v1+§5m2v2
soit 9
0 3
E.()=E + ﬁuSUOdt
et

1 27
E.(t+dt) = E2+ E&mgvg = Eg+ ﬁ,uSl/gdt.

On a donc, avec v3 =3vp/4:

DE, 9 3

Dr ~ —ﬁ,uSvO.
Le poids etles forces de pression latérales ont une puis-
sance nulle (forces normales au déplacement); la puis-
sance des forces de viscosité sur les parois est nulle
car la vitesse du fluide est nulle sur les parois fixes. Il
reste la puissance des forces de pression en amont et
enaval:

DE, 9 3 S SUO .
= ——uSvy; = —p3Svz + po= Vg + po— — + Pint
Dt 128” 0 p3ovs P02 0 P02 5
d’ ol

Pint = —— SU3+3SU( ) = SV?’(?’ 9)

On a donc

3
Pint=———pSvd <0 .
M= T 1oghoto

Les forces intérieures de viscosité sont donc dissipa-
tives.

CPGE PSI 2023-2024

Lycée Jean Perrin

14 — Tuyére de Laval

1. Le bilan d’énergie s’écrit, entre x = 0 et x a la cote z
constante :

D | h(x) = ho + %(vz(x) ~ V)| = Pm+ Pg.

La tuyere étant calorifugée, ona &g =0.1ln'y a pas de
partie mobiles : &, =0. On a donc

v2(x) = U3 +2[ho — h(x)].

Pour le gaz parfait :

ho — h(x) = ¢p[To - T(x)] = (y—l)M[TO T(x)]
__YRTy [ T®]_ _YPy TWw
(y-1HM To | (y—Dpo To

Le gaz parfait subissant une évolution isentropique, la
loi de Laplace s’écrit

P T () =Py 1Y,

d’ot1’équation de Saint-Venant

P\
1- (—0) i
P(x)
2. La conservation du débit massique s’écrit Dy, =

p(x)S(x)v(x) = cte. La dérivée logarithmique s’écrit
alors

2y Py

2 2
= V5 +
v = (- Do

1 du N 1 dS N 1 dv
px)dx  Sx)dx v(x)dx B
La loi de Laplace p(x)u 7 (x) = cte conduit a

1 dp_ v du
p(x)dx  p(x)dx’

L'équation d’Euler en projection selon Ox s’écrit

v(x)@ = _Ld_p
dx w(x) dx
On a donc
1 dg 1 dp wix) dp
p(x)dx  ypxdx yp(x) dx’
d’ ol
Lds__ 1 dv ooou@ 1 de
S(x) dx v(x) dx Yp(x) v(x) dx
soit
s L aufdouts )
Sx)dx vx)dx| ypk)
On adonc
Lﬁ - LQ - [Mz(x)— 1] LQ
S(x)dx v(x)dx v(x) dx
avec )
M2(x) = v (x),u(x).
Yp()
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dv
3. Onveut — > 0.
dx

Tant que v(x) < c(x), on a M? -1 < 0; il faut donc

ds R A
Ix < 0:la tuyere doit étre convergente.
X

5 . ds
Pour v(x) > c(x), on a M“ -1 > 0; il faut alors ax >0:
X
la tuyere doit étre divergente.

Le profil de la tuyéere doit donc étre convergent-
divergent comme indiqué sur le schéma de I'énoncé.

15 — Action d’un jet sur une plaque

On considere le systeme fermé, représenté ainsi de
profil :

— ABC alinstant ¢;
— A'B'C’ alinstant r +dt.

v
L
B
T/)l.\d[
 —
—_—
=
VA
A Al
C
!
C 1%

Alinstant ¢, il comporte, outre la partie commune, la
masse 6 m de fluide qui va entrer de ¢ a ¢+ dt, a la vi-
tesse uniforme 7 4.

Alinstant t+dt, il comporte, outre la partie commune,
la masse dm qui sort de t a ¢+ dt (méme masse que
précédemment du fait de la stationnarité de I'écoule-
ment); cette partie de fluide a la forme d’'un anneau,
la vitesse étant radiale. Elle admet I’axe de la plaque
comme axe de symétrie.

La partie commune entre ¢ et ¢+ dt¢ est donc A'BC,
siege d'un écoulement stationnaire. Les grandeurs re-
latives a cette partie sont donc indépendantes du
temps.

La quantité de mouvement a I'instant ¢ est

—> —> —

P(t)=Ppapc+Omuv,.
Alinstant ¢ + dt, elle vaut

— — —

P(t+dt)=Pypc+06P

CPGE PSI 2023-2024
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Du fait de la symétrie radiale du fluide sortant de la
plaque, la quantité de mouvement & P du fluide qui
sort de la plaque est globalement nulle : on peut re-
grouper deux a deux des masses élémentaires radiale-
ment opposées; leurs vitesse étant opposées, on a avec
la notation de la figure

6m373 +6mCT/’C = 6)
La variation de la quantité de mouvement vaut donc
= = — — —
P(t+dt)—-P(t)=-6vVa=-Dnvadt=—-pSvavadt,
d’ou
DpP
Dt

= —pSUAT;A.

Le systéme est soumis a :

N
— la force Fgi; de pression de 'air sur la surface laté-
rale Syy¢;

— la force fplaque /jet de la part de la plaque.

TR?

ol
La pression de I'air Py étant uniforme, sa résultante sur
une surface fermée est nulle. On complete alors la sur-
face latérale par la surface plane 7R? (en noir sur la fi-
gure), et la résultante des forces de pression sur la sur-

face fermée ainsi construite s’écrit

_O> = Falr_PonRZ?x

—> 2_,
Fajy = PynR" €,

etle bilan s’écrit
—pSvi_e} = POJTRz Cx+ ?plaque/jet.
On en déduire la force du jet sur la plaque
Fjet/plaque = pSV% €+ PymR* €y .
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16 — Décollage d'une fusée oral ccp psi

1. Se reporter au cours. On effectue un bilan de quan-
tité de mouvement sur la fusée :

dP  dv_,
dr “

i Que,.

La loi de la dynamique s’écrit

P _ m(t)ge.
dr §¢z

soit
dv

ma?z =-m(t)geé,+Que,.

On interprete cette expression en introduisant une
—>
«force de poussée » I telle que

m(t)g?z’ —_m(ge,+11
qz ¢z TmbEes

avec Tl = Que, .
2. Lefusée décollesiar=0ona

dv>0
dt

soit si
-m(0)g+Qu>0.

Avec m(0) = mg + mg, on en déduit Q > Qnin, avec
o g
Qmin = (Mo + mc)a .

3. On a établi
3V (0g+Q
m — =—--m u.
dar §

Avec m(t) = mg+ m¢ — Qt, on en déduit

Qu
_g+m0+mc—Qt )

dv
dr
d’ol1 en séparant les variables

Qdr

dv=-gdt+uy——m.
mo+ me—Qt

On en déduit

/f Qdt
v(t)=—-gt+u _
o Mo+me—Qt

_ t_u/fd(mwmc—ot)
-8 o Mmo+me—Qt

soit

m0+mC—Qt)

H=—-gt—ul
v() gr—umn mo + Mg

dv
D’apres (1) si Q > Qmin, On a T > 0 : la vitesse est une

fonction croissante du temps. La vitesse maximale est

CPGE PSI 2023-2024
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alors atteinte a I'instant £, o1 tout la carburant a été
brlé, soit Qt;,, = mc. On a alors
my
Umax = —&Imax — uln ————
mg+ me
soit

meg

Umax =

+ uln(l + ﬂ) .
mo

En prenant Q = Quin = (Mg + mc) %, on calcule

me
Vmax = ——————u+uln
moy + me

my
mo + me

=u

m m
mb+—ﬂ-——i—]

my mg + me
SOit Upax = 7,2 m-s~ L,

En prenant 1,2Qmin, ON trouve Umax = 13 m-s™1.

17 — Effort sur un radier

H| 1)

Le systéme X défini par la surface de controle indiquée
sur la figure est un systéme ouvert. On construit le sys-
téme fermé associé :

— S(1) est constitué de Z et de la masse 6 m de fluide
qui traverse la section d’entrée pendant d¢;

— S(t+d1) est constitué de X et de la masse 6m de
fluide qui traverse la section de sortie pendant d¢.

Ona

é6m=uLHv,dt=puLhv,dt.

Calculons les quantités de mouvement
— — — — — —
P(t)=Ps+dmvie, et P(t+dt)=Ps+0muvrey
d’ou
dpP
v uL(hvs — Hv) @y
Les actions extérieures sont :
—
— laforce de pression Fp; sur la section (1) d’entrée;
—
— laforce de pression Fp ;> sur la section (2) de sortie;

=
— laforce F,/. exercée par le radier.

10/12



TD bilans

Bilans

Dansla zone (1), le champ des vitesses est uniforme. La
répartition de pression est donc hydrostatique

p1(2) = po+pug(H-2).
De méme dans la zone (2)
p2(2) = po+uglh—2z).

On adonc
= " . 2,
Fpa =/ pi(z)Ldze, = (ngL+ugL7) e
0
De méme

h
Fp2=—-poL(H- h)ey —/ p2(z)Ldz ey
0

— — h2—>
=—poL(H-h)ey—poLhey— ,ugL; €y

— h2—>
=-poLH ex—,ugL? €x.

La résultante des forces de pression est donc

- H? - h?

2
En notant fr/e = Fy/e €y, laloi de la dynamique s’écrit,
en projection selon Ox

2 2

uL(hvs — Hvf) = ,ugL( + Fy/e.

Leffort exercé sur le radier est F = —F,/e, Soit

pgL
2

F= (H* — h*) — uL(hvi — Hv?).
Avec Hv; = hvy, ona

_H8L
2

H
F (Hz—hz)—pLHv{-(——l) :

h
Avec g=9,8 m-s™', oncalcule F=2,7x10>N .

18 — Force sur un tuyau coudé

Le bilan de quantité de mouvement s’écrit
P(t+d) - P(1) = Dndt(Fe— Tp)

B d’olt .
DPpP Do (Te— Tn)
-—_— = Vc— UB).
Dt m\VC B

Les actions extérieures sont

—
F tuyau—BC»

—

Fam—s =—PoSU = PyS(—cosa €y +sina’e,)

CPGE PSI 2023-2024
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et

- —
Feauamont = P1Séx.

La vitesse est donnée par

D,
v=——
pS
d’ou
= R 2 - — . —
vp=vex et vUc=v(cosaeéy—sinaey).

On adonc
—
Feau-»tuyau = Pls_e:c - POST['" DIIIU(?X - T»[)

soit
—
F eau—tuyau —

D2
(—? +POS) [(1-cosa)€y+sina€y|+KDnSey.
0

19 — Ressaut hydraulique

1. Le théoreme de Bernoulli ne peut pas s’appliquer
entre x; et xp du fait de la zone turbulent située au ni-
veau du ressaut. Il ne permet donc pas de calculer v, et
hy.

2. Pour x < x1, le champ des vitesses est uniforme et
parallele, selon vex. On a donc une répartition hydro-
statique de pression, cette derniere vérifiant

dpPy
dz ug
Avec P;(h1) = Py, on en déduit sur la face d’entrée

P;(2) :P0+,ug(h1—z) .

Avec P,(hy) = Py, la pression sur la face de sortie est
donnée par

Py(z) = Py +puglhy—2z) |.

3. Le systéme X compris entre x; et xp est un systéme
ouvert, en régime stationnaire. On définit le systéme
fermé associé :
— S(1) est constitué de X et de la masse 6 m de fluide
qui traverse la section x; pendant dt;
— S(t +d?) est constitué de X et de la masse 6m de
fluide qui traverse la section x, pendant dz.
Ona
dm=puLhyvy=uLhyvs.

La quantité de mouvement du systeme fermée est don-
née par

— — —

P(t)=Ps+0mv; ey
et

— — s
P(t+dt)=Ps+dmuvy ey.

On en déduit

dP

— =6m(vs— V1) Cy.

a7 2— V1) €x
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La résultante des forces de pression sur la face d’entrée et .
est Ec(t+dt):EC,z+§6mv§

N h avec 6m = puLhyv,dt, d’ot
Fez/ Pl(Z)LdZ+p0L(h2—h1)
0 dE 1
I3 h% d_c =—uLh vl(v§ - vf).
= POLh2+,ugL/ (hl—Z) dz = P()Lh2+/.lgL h1 hl — ? t 2
0

La puissance des forces de pression est donnée par

soit )
. Lh
FezpoLh2+“g L

hl hz
iPpress = / Py(z)Ldzv, —/ P,(z)Ldzv,
0 0

De méme, la résultante des forces de pression sur la hf hg
face de sortie est =Ln P0h1+,ug? —Lve P0h2+/.¢g7
N hy ha — _ HgL 2 2
Fg= —/ Py(z)Ldz=—-PyLhy—ugL | (hy—2z)dz = PoLllvr = o vo) + == (i hy = v2h3).
0 0
% Comme h;vy = hyvp,ona
= —P()Lh2 —,ugL(hzhg - —)
2 ugL

prress = T(Vl h% - Vzhg) .
soit

- uth§ Le théoreme de la puissance cinétique s’écrit
F¢=—PyLhy - .

dz = Ppress + Pint

Le loi de la quantité de mouvement s’écrit, en projec-
tion selon Ox
L soit
smvy—vy) = K=t - 1)), ) pel
EHLhI vl(vg - vf) = T(vlh% - Uzh%) + Pint -
soit avec 6m = uLh; v,
On adonc

L
,uthvlz(vg—vl)zg(hf—hg) 1 2 o MEL 2 2
Pint = EIJth v1(vy —vy) — T(Vlhl —v2h3)
d’ou 1 L

124 2 2
=—uLhivi(vo — ) (V2 + V1) — — (V1 hT — v h5)
My =) = S (1= 1) . g vz = v tvz ) ==y = vl
1 L
= —uLE (W - 1D (W + v1) - EE= (0102 = vo1?)
4, Avec la conservation du débit volumique h;v; = 202 2

P L
hyvo on peut écrire = % [(h% _ hg)(vg +17) —2(v1hf _ vghg)]

h 2 h1 - ]’lz _ 14 . _

U5 = E(hl —hy)(hy + hy) soit avec hivy = havo
2
) s L
d'ot P = 5L | 1 = 1)+ ) 32 21101 0 = |
2
_. |8 L v
vr= V 2 (1 + o) = —'ui (hy —h) | (h + hZ)Zh_l -2hn

L
et :%(hl—hz)l}:—;[hf+h§+2h1h2—2h1h2]
_,[8h
2= 2hy (k1 +ha) | soit
pgL hi+h;
5. Oneffectue un bilan d’énergie cinétique pour le sys- Pint = 2 h hy—hy) .

téme fermé S :
1 ) Comme h; < hy, on a | Py <0 : il s’agit bien d'une
Ec(t)=Ecs+ 55 muvy puissance dissipée dans la zone turbulente.
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