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Physique des ondes - |

s Phénomenes de propagation non dispersifs aemomome

1 — Ondes progressives

Un onde progressive peut s’écrire comme une fonction
de x + ct.

1. y(x,0) = Asin(ax? — bt) n’est pas une onde progres-
sive.

2. y(x,1) = A(ax + B1)? est une onde progressive dans
le sens des x décroissants. On peut I'écrire

ﬂt)z.

3. y(x,1) = Ae"*@* 0" gst une onde progressive dans

y(x, t) = Aa? (x +
a
le sens des x croissants. La célérité est c =1/a.

La célérité est c = B/ a.

4. y(x,1) = Ae %'sin(ax — bt) n'est pas une onde pro-
gressive.

5. y(x, 1) = Acos(wt+¢)sin(kx+1) n'est pas une onde
progressive, c’est une onde stationnaire.
2 — Propagation d’'une impulsion

1. Une onde progressive dans le sens des x positifs
s’écrit sous la forme

y(x, 1) = f(x—ct).
Onadoncavecc=3:

(x, ) = 2,5
Y% 0,5+ (x=302 "

2. Onreprésente I'onde a 3 instants différents.

y(x, 1)

t=0 t=1s r=2s

X

Dessiner I'impulsiona t=0, t=1sett=2s.

3 — Oral Mines

On a une onde progressive dans le sens des x crois-

sants, a la célérité c = —

— Sur 0 < ¢ < 1, I'élongation croit régulierement de 0
a a, pendant que 'onde se propage sur une distante
17c=0,1L.

Sur T < t < 371, I'élongation reste constant, égale a
a, pendant que 'onde se propage sur une distante
21¢=0,2L.

Sur 37 < t < 57, 'élongation décroit régulierement
de a a0, pendant que I'onde se propage sur une dis-
tante 21c=0,2L.

A linstant 67, I'onde s’est propagée sur une distance

6L
o < L; ellen’a donc pas atteint 'extrémité de la corde.

On peut représenter le profil de la corde a cette date :

y(x,67)

L

Londe atteint 'extrémité de la corde au bout d'une du-
rée 107.

Lextrémité de la corde étant fixe, 'onde progressive
proposée ne peut pas satisfaire a la condition aux li-
mites y(L,t) =0, Vt. Il y a alors nécessairement une
onde réfléchie, I'onde totale sur la corde étant donnée
parlasomme de 'onde incidente et de 'onde réfléchie.
Cette somme devant étre toujours nulle en x = L, on
en déduit que la réflexion se fait avec une inversion de
signe de I'amplitude. L'onde réfléchie est donc opposé
al'onde incidente, et se propage dans le sens des x dé-
croissants avec la méme célérité.

A linstant 137, on représente I'onde incidente (son
front avant serait a I'abscisse 137), et I'onde réfléchie
qui s’est propagée sur la distance % (on représente la
partie en x > L pour mieux comprendre, mais elle n'a
aucune réalité physique!).

On effectue ensuite la somme algébrique des deux
ondes.

y(x,67)

SV
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Complément On a donc
On peut mettre le probleme en équation, ce qui permet de 0%z 9 0’z _(IoBo) . (mx ;
programmer la solution informatiquement. a2 S ox2 L s (T) cos@y,
Lexcitation crée une onde incidente progressive dans le
sens des x croissants, de la forme T
x avec [c=4/— .
yi(x,t)zf(t—z). K

Lextrémité fixée impose y(L,t) = 0, V¢, soit f(t—L/c) =

quel que soit ¢, ce qui ne peut étre vérifié avec une onde in-
cidente seule. Il existe donc nécessairement une onde réflé-
chie, progressive dans le sens des x décroissants, de la forme

i),

_yl'(xr t) =

L'onde totale sur la corde est
X X

v, 0) = yilx, ) + ye(x, 8) = f(t— E) +g(t+ E) ,

etla condition y(L, t) = 0 conduit a

yl‘(Ly t) = _yl(L) t) .

La réflexion s’accompagne d'un changement de signe de
I'amplitude (le coefficient de réflexion vaut —1). On peut
préciser les choses en exprimant 'onde réfléchie en fonc-
tion de 'onde incidente :

vl )

=yr(L,t

Finalement 1’'onde sur la corde s’écrit

y(JC,t):f(t_%)_f(t_ 2L—x)’

c

avec
0 pour u<0
a
U pour0<u<rt
[ a pour 7 < u <31
3eU pour3T < u<57
0 pour u > 5T

4 — Résonance sur une corde vibrante

1. Un élément de la corde d¢ est soumis, en plus de la
tension a chaque extremlte ala force de Laplace dF, L
Au premier ordre, on a dl =dx? x» et

—

X

d?L =Idxex A B?y = IpBycoswtsin T dxe,.

Notons T la tension de la corde.

Le principe de la dynamique appliqué a cet élément de

corde de masse dm = pdx s’écrit, en projection sur € :
0%z X 0%z

=IyBycoswtsin—dx+ T

ax 22 7z
HEX 5 I ox2
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2. On remplace z(x, t) par I'expression proposée dans
I'équation différentielle, et on obtient
i 1

C=—u

our w # iad
By p L

2
R

nc
Lorsque w — T qui est la pulsation du mode fonda-

mental, on a C — oo : on observe un phénomeéne de
résonance. Dans la pratique, 'amplitude n’est pas infi-
nie!

5 — Corde vibrante

1. Notons T la tension de la corde, considérée comme
uniforme (résultat obtenu en projetant le PFD selon
Ox).

Le principe fondamental de la dynamique pour un élé-
ment de corde compris entre les abscisses x et x + dx
s’écrit

6 y 5 — —
32 ey=—Tx, 0+ T(x+dx,1).

Projetons (1) selon € :

dm (1

0%y
,udéa > =—Tsina(x, )+ Tsina(x+dx, )
~-Ta(x,t)+ Ta(x+dx,t)

Comme d¢ ~dx, on a

0? 0 0
udxa—;z/ = —T£ dx avec a(x,t)= %
On en déduit
262_y - @ = 2)
ox% 0t?
avec
T
c=4/—|.
7

L'équation (2) est appelée équation de d’Alembert.
2. Soit Llalongueur dela corde d'une guitare. Le mode

fondamental est tel que
c 1T
For\Ve

La tension vaut donc T = 4L? f?pu.
Ondonne p~1g-m™!

A=2L=

La longueur a pour ordre de grandeur L = 1 m; la fré-
quence a pour ordre de grandeur f =~ 102 Hz. On en dé-
duit T ~ 4 x 1 x 100* x 107> = 400 N.
En ordre de grandeur ' T =10 N .
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3. Ecrivons que y(x,f) = f(x)cos(wt) est solution 6 — Corde vibrante

de (2): 2 00 0> Fx) =0, 1. Question de cours : établir

ot df o? B Oz_y_Z@:O avec c= z .
@+?f(x)—0 0t>  p 0x? 7

dont la solution générale est de la forme
. (WX wx
f(x) = Asin (7) + Bcos (T) .

La condition y(0,) =0, V¢ s’écrit f(0) = 0 = B. Finale-
ment :

fx) = Asin(%) .

La condition y(L, ) =0, V¢ s’écrit

. (oL
Asin|—1]=0.
c
. [wL , . wL
Comme A # 0, on a sin - =0,dou7=nﬂ.

Les seules pulsations possibles sont de la forme

CTt
w1 =— .

Wy = NWy
L

avec

4. La condition initiale se linéarise en
. (TTX . [(3mx
y(x,0) —3bsm(T)—bsm(T). (3)

La solution générale du mouvement est une superpo-
sition des modes propres :

e . (NTX ncmt
y(x, 1) = nzz'l Ay sm(T)cos( i ) ,

la condition initiale s’écrivant alors
x . (nmX
y(x,0=> A, sm(—) )
n=1 L

En identifiant avec(3), on en déduit que seuls les har-
moniques n =1 et n = 3 sont présents :

A sin(ﬂc)+A sin(gn—x) —Bbsin(ﬂc)
PR L L
3
- bsin(ﬂ)
L
valable Vx, d’ou1 A; =3b et A3 = —b. On en déduit
cnt)

y(x, 1) = SbSin(n—Lx)cos(T

. (371’)6) (Scnt)
— bsin|— | cos .
L L

» Cette onde n’est ni stationnaire, ni progressive.
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2. Toutes les solutions sont harmoniques.

Dans 'ordre :

(1) onde progressive dans le sens x croissants;
(2) onde progressive dans le sens x décroissants;
(3) onde stationnaire;

(4) et (5) superposition de deux ondes progressives de
sens opposés.

On remarquera que le 4¢ cas est en fait une onde sta-
tionnaire :

Ya(x, t) = Alcos(wt + kx) + cos(wt — kx)]
=2Acos(wt)cos(kx)

Le cas (5) n'est ni une onde progressive, ni une onde

stationnaire.

3. Les conditions aux limites sont

yO0, 0=y, H=0; Vt.

Elles ne peuvent étre vérifiées que par une onde sta-
tionnaire (présence de deux nceuds de vibration);
seules les solutions y; et y; peuvent donc a priori
convenir.

Sion considére la solution y4(x, t),la conditionen x =0
s’écrit 2Acos(wt) = 0, V¢, dou A = 0 et ys(x,t) = 0.
Cette solution ne peut convenir.

La solution y3(x, t) donne d'une part :

¥3(0, 1) =[Acos(wt) + Bsin(wt)]C =0
d’ot1 C = 0. D’autre part :
y3(L, ) = [Acos(wt) + Bsin(wt)]Dsin(kL) = 0.

On a donc soit D = 0, ce qui entraine y3(x, f) = 0 qui est
exclus, soit sin(kL) = 0. On a donc kL = nx, avec n € N.

T

De la relation de dispersion w = kc avec ¢ = 1/ —; on

déduit :
cr
w,=n—,avecneN .
4, D’apres la question précédente,
y3(x, ) = D[Acos(wt) + Bsin(w?)] sin(kx).
La condition initiale s’écrit :

¥3(x,0) =0= ADsin(kx) ,Vx.
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On a donc soit D =0, soit A=0.
Le premier cas est exclus car on aurait y;(x, t) = 0.
On adonc A=0, ce qui donne

y3(x, ) = DBsin(wt) sin(kx).

L'amplitude de la solution étant Y = DB, la solution de
I'équation différentielle est donc

y3(x, ) = Y sin(w?) sin(kx) |,

avec

cm nm | T
et wp=n—=—1/—.
L

T
kn=n=
=T L\ u

5. Lobservation de 5 nceuds de déplacement corres-
pond a 4 fuseaux.

A

y(x, 1)
\/\\\\//\/

La longueur d'un fuseau étant A/2, on a donc L = 2A.

c .
Comme A = ?, ou f est la fréquence, on en déduit,

compte tenu de 'expression de la célérité c :

L2 T
f\Vu
d’olt:
4T 4x10
U =0,10kg-m™!.

:L2f2:22><102

La corde a pour masse linéique | =100g-m™~"! |

7 — Corde lestée

1. On impose un nceud de vibration en x = 0; on
cherche donc une solution en onde stationnaire, telle
que la partie spatiale soit nulle pour x = 0. On écrit
donc

y1(x, ) = Yisin(kx) cos(wt +v1).

On impose de méme un nceud de vibration en x = L;
on cherche donc une solution en onde stationnaire,
telle que la partie spatiale soit nulle pour x = L. On écrit
donc

Yo(x, 1) = Yosin[k(L— x)] cos(wt +1v>2).

2. On écrit d'une part la continuité de la corde en son
milieu, soit
(5= (3
_V1 2 y - J/Z 2 » .
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On écrit le principe fondamental de la dynamique ap-
pliqué a la masse my, en projection selon Oy :

Oy
moﬁ (L/2,t) = Tgy + le

ol la projection selon Oy de la force de tension exercée
par la partie droite de la corde est

0y2
Toy=To==(Li2,)
et celle exercée par la partie gauche
Iy
Tiy=-Ty=~(Li2,0).
On adonc
62 h4l

B B
mo 22X (112, t):To[ﬂ(L/z, n- w2 nl. ©
0x 0x

0752

3. Avec les expressions de y;(x, t) et y2(x, t) établies a
la question 1, la relation (4) s’écrit

. (kL . (kL
)4 sm(?)cos(wtﬂlll) =Y, sm(?) cos(wt+ya) V.

Cette relation peut étre vérifiée si
sinf—|]=0
2

s o kL
c’est-a-dire si — =1
2m .
Les modes propres k; = nT conviennent.

b2
Les modes propres de la corde non lestée sont k,, = nz

Le sous-ensemble qui convient ici est constitué des
modes propres pairs de la corde non lestée.

» Ces modes propres présentent un nceud de vibra-
tion au milieu, 1a ot est présente la masse my.
Cette masse restant immobile pour ces modes, elle
ne perturbe pas le mouvement de la corde, et ces
modes continuent de pouvoir étre observés.

2

4. Sisin(kL/2) # 0, la relation de continuité s’écrit
Yicos(wt+v,) =Yocos(wt+1y,) Vi.

On a donc y; = v et Y; = Y2. Notons y le déphasage
commune et Yy 'amplitude commune. On a donc

y1(x, 1) = Yysin(kx) cos(wt + )

et

Yo(x, t) = Yosin[k(L— x)] cos(wt + o).
On adonc

6y1 _

E(L/Z) =kYycos(kL/2)cos(wt+ )
et

3
%(L/z) = —kYycos(kL/2) cos(@t + ).
X

4/24



Fascicule d'exercices

Physique des ondes - |

Larelation (5) s’écrit, apres simplification par cos(wt +
W) car la relation doit étre vérifiée pour tout ¢

2 . (kL kL
—w"mpyYpsin - =-2kYyTycos - |

soit
9 . (kL kL
w”mgsin > =2kTycos -

T
On en déduit avec ¢ = —2 et w = kc

(wL) 1 mow?® mowc Mowc
cotan|— | = = = =
2c tan(“z)—CL) 2kTo ZT() 2,[162
_mg (wL)
~uL\ 2c
soit
(wL) (a)L) my
cotan| —|=a|— avec |a=—|.
2c 2c pL

my
On remarque que @ = —, ot m = uL estla masse de la
m
corde.
wlL o . .
En posant X = > on se ramene a la résolution de

cotan X = aX. Nous pouvons faire une résolution gra-
phique, en cherchant les intersections des graphes de
f(X)=cotanX et g(x) = a X.

cotan X
a>1
\ |
\ \ \\ a<xkl1
z T 3 27 Sm 3 m X
2 2 2 2

On peut distinguer deux cas limites.
Pour a « 1, soit my << m, on obtient les solutions

N 2n+1n

. CcTT
Xy, soit wn:(2n+l)f.

On retrouve les modes impairs de la corde vibrante

non lestée (la masse du lest est négligeable). Ces modes
cT
viennent en compléments des modes pairs w, = ZnT

trouvés précédemment.
Pour a > 1, soit my > m , on obtient les solutions
. fo3/1
X, =nn soit w,= ZnT.

On retrouve les modes pairs de la corde vibrantes, déja
déterminés précédemment : si la masse du lest est tres
élevée, il impose un nceud de vibration du fait de iner-
tie (la corde ne peut le mettre en mouvement).
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8 — Corde vibrante dont l'extrémité est
mobile

Extrémité purement élastique

2

1. L'élongation vérifie I'équation de d’Alembert d_th/ -
2

0%y
27 J _ - /T
c Fp —O,avecc—\/;.

Avec y(x,t) = Y(x)cos(wt), cette équation s'écrit
—w?Y (x)cos(wt) — c2Y" (x) cos(wt) = 0, soit

Y'(x)+ kY (x)=0

oul'onaposé k=w/c.

2. Lacondition alalimite étant y(L) = 0, nous écrivons
la solution générale de 1'équation précédente sous la
forme d'un sinus (un sinus étant nul quand son argu-
ment est nul, la prise en compte de la condition sera
plus simple) :

Y (x) = Asin(kx +¢).

La condition Y (L) = 0 s’écrit alors Y (L) = Asin(kL +
) = 0; on peut choisir ¢ = —kL, d’olt

Y (x) = Asin[k(x—L)] |.

3. La composante verticale de la tension de la corde a
I'extrémité x = 0 est donnée par

d
T,(0,) = Tsina(0, 1) ~ Ta(0, £) = T(—y) .
0x =0

Elle est d’autre part égale a la tension du ressort dont
I’élongation est y(0, t), d’ou la relation

T(O_y) =Ky(0,1)
axx:O_ YA .

On en déduit TY'(0) cos(wt) = KY (0) cos(wt), d’ou
TY'(0)=KY(0) .
4, La condition précédente s’écrit
TkAcos(kl)=—-KAsin(kL).

Lensemble de ses solutions forme un ensemble dis-
cret. Cette équation peut s’écrire

k,T
tan(k,L) = — ?{

Avec w; = k,c, on a de méme

(wnL) w, T
tan =— .
Kc
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5. Onreprésente sur le méme graphe M(;rcw
4_
Flw) =t (a)L) ) ©) oT
w)=tan|—| e w)=—-———"1:
c § Kc 3
2_
i
14
3
; S A A TA
2 2 Hp Hy 3 10 €
_l_
-2 4
wL
3 tan(T)

Les fréquence propres sont données par l'intersec-
tion des deux courbes. Les points correspondant aux
harmoniques, de pulsations nw; dans le cas de l'ex-
trémité rigide, sont notés H,. On voit sur le graphe
que wy < nw;  : leffet d'une extrémité élastique est
d’abaisser les fréquences propres.

Extrémité purement massique

6. Lacomposante verticale de la tension de la corde en

0
x = 0 a été établie précédemment: T, (0, 1) = T(—y) .
0x =0

Le principe fondamental de la dynamique appliqué a
I'extrémité de la corde de masse M, s’écrit, en projec-
tion selon ¢,

0%y dy
My—0,)=T|— .
05z P (ax)x:o

7. Avec y(x,t) = Asin[k(x — L)] cos(wt), on en déduit

Tk
~w*Mysin(—kL) = Tkcos(kL), d'otr tan(kL) = —.
ow

Comme w = kc, on en déduit

T

L)=———
tan(k, L) MocPk,

)

I'indice n précisant que les solutions forment un en-
semble discret.

Comme w = kc,on a

(wnL) T
tan
c

Mycw,,

8. On représente sur le méme graphe

wlL
f(w)—tan(T) et g(w)_Mocw
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Les fréquence propres sont données par I'intersection
des deux courbes. Les points correspondant aux har-
moniques, de pulsations nw; dans le cas de I'extré-
mité rigide, sont noté H,. On voit sur le graphe que
Wy, > nw | :Peffet d'une extrémité massique est d’éle-
ver les fréquences propres.

9 — Etude d’une corde pincée

1. La condition initiale portant sur la position de la
corde s’écrit :

(x,0) = %x pour0< x<a
YW= ha-x <L’
=5~ boura<x<

La condition initiale portant sur la vitesse s’écrit
ay
—(x,0)=0.
ot

2. La vitesse de chaque point de la corde est donnée
par:

ay( 9 i ncw . (HJTX) . (ncnt+ )
—(x, 1) =- ——sin[——|sin .
a1 o Yon—y I r v
La condition initiale correspondante s’écrit alors :

0 x NCm . (NAXY .
O—J;(x,O) =-— Z J’OnT sm(T)smu/n =0 Vx.

n=1

On en déduit siny, = 0; on peut donc choisir | ¢, =0,
Vn.Onaalors:

(e8]

y(x, 1) =

n=1

ncit
) o ®

Yon Sin (?) cos( I
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3. Le développement en série de Fourier d'une fonc-
tion impaire de période 2L s’écrit :

F(x) = Z by sin (Znn—) = i by, sin(nn%)

n=1
avec:
L
X
b,=— F(x)sin (sz—) dx
2L ), 2L

= %/OLF(x) sin(nﬂ%) dx.

Sur I'intervalle [0, L], la fonction F coincide par défini-
tion a I’élongation initiale : F(x) = y(x,0); on a donc:

by, = % [/Oagxsin(nﬂ%) dx
+/LMsin(nnf) dx

a L—a L
E ﬁ/axsin(mtf) dx

afy L

L
h L . X
Ta/a (L-x)sin (nnz) dx

nm L o
Posons k = T; les intégrales se calculent en intégrant

par parties :

a x a 1 a
/ xsinkxdx = [—— cos(kx)] +— / cos(kx)dx
0 k 0 k 0

1 1
= —% cos(ka)+p [sin(kx)1§ = —% cos(ka)+ﬁ sin(ka)

et
L —x L
/ (L—x)sin(kx)dx= |- cos(kx)
a a
1 [t L- 1 L
T /a cos(kx)dx = . a cos(ka) — 2 [sin(kx)] .
L- in(k
= a cos(ka) + %261)
car sin(kL) = 0 d’apres les conditions aux limites. On a
donc:
2 h h .
by, = 71 % cos(ka) + Py sin(ka)
h h
+% cos(ka) + m sin(ka)
2h
=— "  sin(k
Zal—a) sin(ka)

soit en remplacant k par son expression :

2hI? . ( )
=——— sin(na—|.
n?nla(l - a) L
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La fonction F se décompose sur Ren :
& X
F(x) = Z bnsin(nn—) .
n=1 L

Comme y(x,0) = F(x) sur [0, L], on peut écrire :

y(x,0) = gl by, sin(nn%) .

Or, d’apres 'expression (6) établie a la question précé-

dente :
nnx
y(x,0) = mem(L)

En identifiant les deux derniéres égalités, on peut en
déduire yp, = b,. En remplacant b, par son expres-
sion, on en déduit le développement de la solution de
I’équation d’onde :

2
21 —nznfgé s sin (nn%) sin (%) sin (

4. L'amplitude de 'harmonique de rang n est :

2hI? ,
=——5 -—sin (I’l]‘[—) .
n-n<a(L - a) L
Les amplitudes des harmoniques décroissent donc en
1/n?; elles sont rapidement trés faibles quand n aug-
mente. Le son ne sera pas trés riche en harmoniques,
c’est-a-dire pas tres brillant a 'écoute.

y(x, 1) =

5. L'amplitude de 'harmonique de rang n est propor-
a
tionnelle a sin (nnz) Elle est nulle si le point d’excita-

a
tion de la corde a une abscisse a telle que sin (nnz) =

. pL N L .
0, soit a = —, avec p entier. L'endroit ol1 'on excite la
corde influe donc sur le timbre du son émis.
N . . nma nuna
6. Lorsque a est tres petit (@ < L), onasin — ~ T
et L—a~ L, et!'expression de b, se simplifie en

2h1? a
~———nn—,
n2m2al L
soit :
2h
bn = — .
nr

Lamplitude des harmoniques ne décroit plus qu’'en
1/n :le son émis est plus riche en harmoniques.

7. Uamplitude de l'harmonique de rang n varie
comme
B a
b, = ﬁsm(nnz) .
On peut calculer le CGS pour les 30 premiers harmo-
niques avec Python par exemple, en utilisant I'expres-
sion

e 1nsm(’“2‘“)

Z n2 sin ( nIzla) :

Pour une attaque de la corde a a = ﬁ ,on trouve CGS =

1,18; pour a = zLo’ on obtient CGS = 3,37. Le son est
plus brillant si on pince la corde en un point proche de

son extrémité.
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10 — Etude d’une corde frappée On en déduit :

1. La corde étant initialement au repos, on en déduit ay (x,0) = i ncm Yonsi ( nnx) .

y(x,00=0, Vxe[0,L]. ot L L

Les vitesses des points de la corde sont donnés a t =0
par:

0 pour0<x<a

u poura<x<a+e

0 poura+e<x<L

2. La condition portant sur y(x,0) s’écrit :

o0

y(x,0) =

n=1

Yonsin (?) coswn) =0, Vxel0,L]

, s . b4 .
d’ot1 cos(yy,) =0, Vn. Le choix |y, = =2 convient.

. (ncmt
= sin
L 2 L
I’équation de d’Alembert est cherchée sous la forme :

nent mw
Comme cos

), la solution de

o0

yx, t) =

n=1

ncmwt
) . (7

. (nnx) . (
sin | —— |sin
Yon I I
3. Le développement en série de Fourier d’'une fonc-
tion impaire de période 2L s’écrit :

Vi(x)= :1 b, sin (Znn%) = :Z; by, sin(nn%) (8)
avec:
L X
b, = oL . V (x) sin (Znnﬂ) dx

2 L
= —/ V(x) sin(mtf) dx.
L Jo L
Sur I'intervalle [0, L], la fonction V coincide par défini-

L . . oy
tion a la vitesse initiale : V(x) = E(X’ 0); onadonc:

2 [0*: x
by, = —/ usin (nﬂ—) dx.
L/, L

e

X
Comme e <« L, la fonction sin(mtz), de période 2L,

varie treés peu sur un intervalle de largeur e; on peut

1s e e
donc considérer que pour a — 2 <x<a+ > elle vaut

sin (nn%) =sin (?) On en déduit :

2 nma
by, = —uesin(—) .
L L

D’apres (7) :

oy S ncw nemt) . (NEX
E(X,l‘)—r;TyOncos( 7 )sm(T).
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n=1

0
Comme par construction V(x) = a—J;(x, 0), en identi-
fiant avec le développement (8) on obtient :

_ ncmi
=TI Yon

b, = —sin T

2ue
Ze (mm)

d’ot1 'amplitude de '’harmonique de rang n :

2ue (nza).

Yon = ——sin
nem

La solution de 'équation de d’Alembert vérifiant les
conditions initiales s’écrit alors :

X 2ue . (nma\ . (nux\ . (ncmwt
y(x,t)—n;1 Cﬂsm( T )sm( T )sm( T )

Les amplitudes des harmoniques décroissent en 1/n,
plus lentement que dans le cas d'une corde pincée (se
reporter a |’exercice précédent, oi11'on a établi une dé-
croissance en 1/n2). Le son d’un piano est plus riche
en harmoniques que le son d'un clavecin (instrument
a cordes pincées).

4. L'amplitude de 'harmonique de rang n, donnée par

2ue (mza)

Yon = ——sin
ncmw

est nulle si a, position du point d'impact du marteau
sur la corde, est tel que sin(2%) = 0, soit 274 = pu,

avec p entier. Il faut donc que
L .
apzp; avec pentier, I<p<n-1.

On supprimera ’harmonique de rang n = 7 en choisis-

na .
sant I = pm, soit

L
d:p?.

Comme 0 < a < L, 6 positions conviennent, de p=1a
p=6.

Le modele étudié ici est tres simplifié. Le spectre du son
ne dépend pas seulement de la position du point d'im-
pact, mais aussi du poids et de la forme du marteau,
du diametre de la corde, de la durée du contact entre
le marteau et la corde. Dans la pratique, la position du
marteau nest pas calculée de facon a éteindre des har-
moniques, mais de fagon a obtenir la sonorité voulue.
En général, al L variede1/12 a1/17 pour un piano mo-
derne.
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11 — Ligne électrique

On donne le schéma équivalent d'une portion de ligne
de longueur dx.

Adx Adx
i(x,1) 2 2 i(x+dx, 1)
‘ e(x, 1) I'dx % e(x+dx, 1)
1. Loi des mailles:
Adx . Adx .
e(x,t)—e(x+dx,t) = i(x, )+ i(x+dx, 1)

que I'on linéarise en

p)
~ % dx = Ai(x, dr,

0x

d’ ol
oe , 00
0x or

Loi des noeuds :

P
(6 0) = i(x+dx, )+ Tdxe

ot
soit oi
Fa—idx:i(x, 1 —i(x+dx, t):—édt
d’ou
Oe N 1 0i B
or Tox
2. Ona
0%e —_A 0%i 3 0%e
ox2 " oxor 02

et la tension vérifie I'équation de d’Alembert

d%e 1 0%

a2 TAOxZ
Considérons

e(x t) — aej[w(t—x/v)] +ﬁ ej[a)(t+x/v)] )

Ona

0?e  w? 0%e
@z—?g(x,t) et — =

32 —wzg(x, .

En écrivant que e(x, f) vérifie 'équation de d’Alembert,
on obtient
w?

+———=0
V’TA
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Le terme a e/~*')] correspond a une onde progres-
sive dans le sens des x croissants; le terme S el@(+x/)]
correspond a une onde progressive dans le sens des x
décroissants.

Onimposeen x =0

e(0,1) = Ege?! = q ! + !

o+ ‘B =K.
La premiere équation couplée s’écrit

0f  10e 1 L2 gellwti=xiv 9 gilottsxv)
v v

ot Aodox A
:jﬂaej[w(r—x/u)] i
Av

w

ej[w(t+x/v)]
Av'6

d’ou en intégrant par rapport au temps

iej[w(t—x/v)]_ﬁej[w(t+x/1/)]+c(x)
Av Av

i=

ol la « constante » d’'intégration C(x) est constante vis-
a-vis de ¢, donc est a priori une fonction de x.

Le courant moyen (par rapport au temps) devant étre
nul, on a C(x) = 0, d’ol1 en remplacant v par son ex-
pression

L'(x, R / %aej[w(t—x/v)] _ /%ﬂej[a)([-i—x/y)]

La condition e(L,t) = Zi(L,t) s’écrit alors, en simpli-
fiant par e/“?,

. . T . .
ae—]wL/U + e]wL/v =7\ = ae—JwL/v _ e]wL/v
Pt =2/~ | per)
Onadonca =Ey -, dou
(Eo — ’5) e—ij/v +,6 eij/l/

:Z\/;[(EO -y P 220 _ﬁeij/v]

soit

. i T . .
ﬁ e]a)L/v_e ]wL/v_'_Z X(e ]a)L/v+e]wL/v)

z@—l).

= E, e—ij/l/

On obtient

/T
Zy/—-1
—VA

Onaalors a = Ey— .

Eye ioLlv

Zg\/;cos(wL/ V) +2jsin(wL/v)
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3. Onvoit que si

r
Z\/—-1|=0
—VA
on a =0:ilny a plus d’onde réfléchie, se déplacant
de x=La x=0;onnaalors qu'une onde dans le sens
des x croissants, se déplacantde x=0a x = L.

Il faut donc
A

—_— r *
» Onretrouve 'expression de I'impédance caractéris-
tique du cable.
12 — Cable coaxial

1. Laloi des maille s’écrit
0i
u(x+dx, r) + Ade —u(x,t)=0

6u_ Aai
ax ot

La loi des nceuds s’écrit

i - i(x+dx, ) = T XTI 0
ot
d’ou
oi __Lou
0x ot

En écrivant la loi des noeuds et la loi des mailles, puis
en les linéarisant, établir deux équations aux dérivées
partielles vérifiées par u(x, r) et i(x, ).

2. D’apres la question précédente, on peut écrire

0%u 0%i 0’u
—_— = = _—
0x2 0tox 0t?
soit
ou 0262u 0 avec ¢ !
= —C— = v =—|
0t 0x2 VAT
De méme
0%i B 0%u 3 0%i
0x2 9xdt  Or?
soit
0%i  ,0%
——-c"—=01.
0t? 0x2

Les grandeurs u(x, t) et i(x, t) vérifient la méme équa-
tion de d’Alembert.

Linductance linéique d'un céable de longueur L est

L. 33,4x107°
A=—="""__"_

= =3,34x10""H-m .
L 100
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Sa capacité linéique est

C. 7,46x1079 1 i
r=—=—_-— —  =746x100 " F-m™!.
L 100

On en déduit

c=2,0x108m-s7! .

3. Avec u(x,t) = f(t— %), ona

oi 1ou 1
3= Aax nel UTHO
d’ou )
i(x,0) = —f(t—x/c) = VT Au(x,1).
Ac
On a donc

/A
u(x,t)=Z.i(x,t)| avec |Z;= Tl

Une onde progressive dans le sens des x décroissants
est donnée par u(x, r) = g(t + x/c). Un calcul similaire
mene a
ulx,t)=—-2Z.i(x,1).

4. Avec les valeurs de A, I' précédemment calculées,
on obtient | Z. =67 Q |.

5. Soit

u(x, ) =f(t—f) +g(t— f)
’ c cl’

D’apreés les relations courant-tension précédentes, on a

i(x, 1) = Zic [f(t—%)—g(t—f)] .

Cc

Quelle est alors 'expression du courant i(x, t) le long
du cable?

6. On n’a plus proportionnalité entre u(x, t) et i(x,t)
dans le cas général.

7. Londe de courant associée a
X
wix,0) = f(t->)
c

est

ij(x, 1) = Zicf(t—)—;) .

8. Dans le cas ol la ligne est en sortie ouverte, on doit
avoir
i(L,H)=0 Vt|,

soit
ft—Llc)=0 Vt

ce qui correspondrait a f = 0 (fonction identiquement
nulle).

Londe décrite par u;(x, t) et ij(x, ) ne peut donc pas
convenir.

10/24



Fascicule d'exercices

Physique des ondes - |

I doit donc exister une onde progressive dans le sens
des x décroissants, appelée onde réfléchie, décrite par

ur(x, ) = g(t+ g) ,

I'onde de courant associée ayant comme expression

ir(x, 1) = —Zig(t+ %) .
c

Londe résultante de tension dans le cable est alors
X X
u(x,t) = f(t— z) +g(t+ E)

et]’'onde de courant

o0 = [7(- ) -g(r+2)]
Ze c c

9. Interprétation des coefficients :

ry : coefficient de réflexion en intensité;
ry : coefficient de réflexion en tension.
Dans le cas ol1 la ligne est ouverte, on a

(L) =6(L, )+ i(L, 1) =0

d’ou
rr=-11.

Comme ui(L, t) = Zcii(L, t) et uy (L, t) = —Zciy (L, t),ona

ry=-1.

10. Le premier pic correspond au passage de’onde in-
cidente en x = 0; le second correspond au passage de
I'onde réfléchie.

Londe parcourt la longueur 2L = 200 m lors de son
aller-retour, pendant une durée mesurée a 'oscillo-
scope At =1 ps. La célérité correspondante est

2L

cC=—
At

soit ¢=2,0x108m-s71 .
Cette valeur est tout a fait en accord avec la valeur dé-

terminée a partir de I'inductance et de la capacité du
cable.

11. Dans le cas oula ligne est fermée, on a
u(L,t) =ui(L, 1)+ uc(L, 1) =0.
On en déduit
ry=—1 et

r1=1 .

La réflexion de la tension s’accompagne d'un change-
ment de signe.

Allure de la courbe a l'oscilloscope :

CPGE PSI 2023-2024
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12. On remarque que 'amplitude de la tension réflé-
chie est plus faible que I'amplitude de la tension inci-
dente, ce que le modele considéré n’explique pas.

Il faudrait prendre en compte la résistance linéique des
conducteurs du cable.

13 — Cable coaxial et impédance itérative

On considére un cable coaxial modélisé comme un mi-
lieu continu, caractérisé par une inductance linéique A
(en H-m™!) et une capacité linéique T (en C-m—1) : on
parle de modéle a constantes réparties.

Le schéma électrique modélisant une longueur élé-
mentaire dx du cable est :

conducteur

.. i(x,) Adx i(x+dx,1)
exterieur 2228
u(x, t) I'dx = u(x+dx, t)
ame —_
X x+dx
1. Laloi des maille s’écrit
0i
u(x+dx, )+ Ade —u(x,t)=0
d’ ol
ou _ Aai
ox ot
La loi des nceuds s’écrit
ou(x+dx, t
i(x,t)—i(x+dx, )= Fdx¥
ot
d’ol1
0i  _Ou
ox ot
2. On déduit des équations précédentes
02ux B 0% 0°u
ox2” T otdx O3
soit
O czazu =0| avec c= =
ar? ox? VAT
De méme
0% r *u 0%
ox2 0xdt = or?
11/24
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soit

0%i  ,0%

w —C @ =0
Les grandeurs u(x, t) et i(x, t) vérifient la méme équa-
tion de d’Alembert.
3. Leterme u;(x, ¢) correspond & une onde progressive
dans le sens des x croissants : c’est 'onde incidente
émise par le générateur.
Le terme u(x,t) correspond a une onde progressive
dans le sens des xdé croissants : c’est 'onde issue de la
réflexion de 'onde incidente a I'extrémité de la ligne.

X
4. Avec ui(x,t) = f(t— —), ona
c

aii laui 1 ,
== ft-xl0),
ot A Ox Acf( xic)
d’ ot )
ii(x, 1) = ——f (= x/c) = VT Au(x, t).
c
On adonc

A
avec Zc=1\/—=.
r

X
Avec u;y(x,t) = g(t+ —), ona
c

0i; 3 1 Ouy 1 "t 2l
ot ANox  AcS ’
d’ol
1
ir(x, 1) = ——g(t+x/) = VT Aue(x, 1).
c
On adonc
ur(x, 1) = = Z¢ir(x, 1).
Finalement

X

. 1 X
o8 =2 (=) -e(=2)] -
5. Larésistance en x = L impose la condition

u(L,t) =Ri(L, 1)

soit
R
ul(L; t) + ur(L; t) = ? [ul(L) t) - ul‘(Ly t)] .
C
On adonc
ZZui(Lr t) + Zcur(L; t) = Rul(L) t) - Rur(L, t)
On en déduit

_w(L, R-Z
Cw(L ) R+Z.

ry

Compte tenu des relations précédentes, on a

L
(LD

rr =TIy .

6. Il n'y a pas d’onde réfléchie si ry =0 et r; = 0; c'est
le cas si on prend

R=2Z7. .
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14 — Ligne LC discréte dans I'approxima-
tion continue

1. On considére I’élément de ligne suivant :

On écrit la relation courant-tension pour chaque bo-
bine :

di
Up-1(2) = up(t) :LE

et
di’

n\l) — Un =L .
Un(t) — Un+1(2) a

La loi des nceuds s’écrit

du
. ./: C n .
l / dl’
Dérivons-la:
di di’ _d*u,
dt dr ~ df
soit
tp1 (0 = tun(®) _ un(D) =~ () _ duy
L L de? -’
On adonc
L dun _ (8) + Uy (5) — 214, (1)
(1)(2) dtz n+1 n—1 n
avec
1
wog=— .
°~VIc

1
On calcule fy = — soit | fy =8,0x 10° Hz .

Lapproximation continue consiste a ne considérer que
les variations spatiales des tensions u; ne se font que
su de « grandes distances ». On suppose ainsi que la
distance caractéristique sur laquelle varie u,(t) est trés
supérieure a la taille a d'une cellule. On peut alors in-
troduire la fonction continue des deux variables conti-
nues x et t, définie par u(x = na, t) = u,(t).
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2. On effectue un développement limité a 'ordre 2 de d’ou
ulx+at): al_]k_au
) or L —
0u a"o°u .
uix+a,)=ulx,D+a—+—-=. On en déduit

0x 2 0x l-—jka ~ ka14

En x = na, cette relation donne T jolT  wLlT

() = un() + a2l 4 LU ©)
u =u a— + ——.
el " at 2 ox
De méme
( b= ux. D 6u+a2 0%u
ux—at)=ulx,t)—a—+———,
ox 2 0x?
soiten x = na
1 (8) = (1) — a2 4 & 08 (10)
no T o ar 2 ox’

Additionnons les relations (9) et (10) :

2

o
e (8) + Uny (1) = 21 (0) + a® o .
0x?

En considérant u(x, t) = u,(t) en x = na, 'équation de
récurrence s’ écrit alors

1 0*u _ ,0%u
wh 01 otx2’
On obtient donc
?u  ,0%u
— =Vv°"—  avec \V=awy .
o2 0x2 0

» 1l a fallu pousser les développements limités a
I'ordre 2, les termes d’ordre 1 se simplifiant lors de
I'addition des deux expressions.

On applique une tension sinusoidale u(t) = U cos(wt)
al'entrée de la ligne, et on se place en régime sinusoi-
dal forcé. On considere une solution en onde progres-
sive harmonique de la forme

ﬂ(x, t) :gej(wt—kx) et i(x, Z.) =le](a)t—kx)

pour 'onde de tension et 'onde de courant se propa-
geant le long de la ligne.

3. Dans lalimite continue, on a

u ou
— =uy(t)—a—

un,l(t)=u(x—a,t)=u(x,t)—aat T

et la relation courant tension pour la bobine considé-

rée devient .
ou 0i

—-a—=L—.
0x ot
Avec I'onde harmonique progressive considérée, on a

0

CPGE PSI 2023-2024

Lycée Jean Perrin

La relation de dispersion s’écrit w = kv, d’ou

1 VvLC

u.
wol— L —

1:

a
—u
Lv—

Onadonc u= Zi avec

Z:

O~

La grandeur Z a la dimension d’'une impédance; son
module s’exprime en ohm.

Si on considere deux ondes de tension et de courant
progressives vers les x décroissants, on a par un calcul
similaire

u=-Z2i.

La ligne est en réalité de taille finie et est constituée de
16 cellules LC. On s’intéresse ici a la propagation d'un
train d’'impulsions périodiques de tension le long de la
ligne.

4. Onavu que VLC est homogene a une temps (ques-
tion 1). On pose donc 7 = VIC.

Entre '’entrée et la sortie de la ligne, le temps de propa-
gation est de 'ordre de T =167 soit | T=0,10 ms |.

Si on ne veut pas que les impulsions se recouvrent,
il faut qu'une impulsion ait fait un aller-retour sur la
ligne avant d’envoyer I'impulsion suivante; la durée
entre deux impulsions successives doit donc étre infé-
rieure a 2T, soit une fréquence

1
< — =5kHz.
! 167

5. Extrémité en circuit ouvert

En uy, on observe I'impulsion u(¢) envoyée par le géné-
rateur. En sortir ouverte, on a r,, = 1 : ’'onde réfléchie
a méme amplitude que I'onde incidente. On observe
donc en u;g la superposition des ondes incidente et ré-
fléchie, soit 2u(%).

Extrémité en cours-circuit

On impose u16 = 0 ala sortie en court-circuit.
6. Iln’y pas de signal réfléchi sil’onde incidente vérifie
la condition a la limite, soit u14(t) = Zii6(1).

Comme la résistance impose u;6(f) = Ri(t), C’'est le
cas si R = Z, impédance caractéristique de la ligne.

On calcule | R=50Q .
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» Le GBF ayant une impédance de 50 Q égale a Z, il
n'y a pas réflexion au niveau du GBE Quand R # Z,
I'onde incidente se réfléchit en bout de ligne, mais
I'onde réfléchie ne se réfléchit ensuite pas au ni-
veau du GBE Elle ne fait donc pas d’allers-retours
avec des réflexions successives entre les deux extré-
mités.

15 — Chaine d’atomes
1. La masse (n) est soumise d'une part a I'action du
ressort « de droite ». Sa longueur étant :
La = Xn41(8) = Xn(8) = X)) +Epi1 (1) = x5 = En (D)
=a+¢u1 () —&n(D)
cette action vaut
7:d =k[Lq— a]E)x =klEns1(0) = én(t)]gx
La méme masse est soumise d’autre part a I’action du
ressort « de gauche », de longueur :
Lg=xp(t) = xXp-1(8) = x(r)z +¢n(t) - xgl_l —¢n-1(1)
=a+&p(t)—En(1).
Cette action vaut donc
Ty = —klLg— al €x = —k[&n(t) = £y (D] €.

L'accélération de la masse (n) étant

dzxnﬂ_dzfnﬂ
de2 " de2 Y

appliquons a celle-ci le principe fondamental de la dy-
namique en projection sur 'axe Ox :

d%¢,
m— =
dr?

2. Undéveloppement de Taylor al’ordre 2 au voisinage
de x| permet d’écrire :

k[n+1(8) =En(D] = k[Sn () = Sn-1(D].

¢  a® d%¢
— 0 _ 0
Enr()=¢8(x,+a,t)=E(x,,1) +a_ax + EW P
_ ¢  a’ 0%
=rag 5
et
aé‘ aZ 626
— 0 _ — 0 _
1 (D =800 - a0 =E0q, D-az> + =
_ 66 a2 625
B P T

Alordre le plus bas non nul, il reste

klEns1() =En(O1 = k[En (1) = En1 (D] = aZT
d’ou
0%¢  ka® 0%¢ 0

02 m ox®
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16 — Onde sur une barre

On considere la tranche comprise au repos entre les
abscisses x et x + dx, de masse dm = pSdx. En pré-
sence de 'onde, elle se trouve située entre les abscisses
x+u(x,t)etx+dx+u(x+dx,t).

X x+dx

| |
:L(x),t) :_u)(x +dx, 1)
| | o
i _ x
x+u(x, 1) x+dx+u(x+dx, 0

L'allongement de la tranche considérée est
ou(x, 1)
0x

Sa longueur au repos étant dx, son allongement relatif
est

ulx+dx, t)—ulx,t)= dx.

u(x+dx, t) —ulx, 1) _ du(x, 1)
dx o ox
A une force de traction F > 0 correspond un allonge-

ou
ment relatif 3x > 0; la force de traction s’écrit alors :
X
oul(x,t)

0x
La tranche comprise entre x et x + dx est soumise a :

dF(x,t)=ES

u(x, 1)
7 dx.

L'abscisse du centre de gravité de la tranche est

0dF
dF(x+dx,t)—dF(x,t) = de:ES

[x+dx+ u(x, )] + [x+ u(x, 1)]
XG = >
% ulx, ) +ulx+dx, 1)
2

dx
:x+?+u(x, 1)

au premier ordre.
0% u(x, t)

ot?
fondamental de la dynamique appliqué a la tranche

considérée s’écrit :

Son accélération vaut donc X = etle principe

u(x,t) u(x, t)
pSdx 32 =ES 32 dx,
soit :

ulx,t)  Edulx,1)

02 p 0x?

On reconnait I'’équation de d’Alembert, dont la solu-
tion peut s’écrire u(x,t) = Af(c—xt)+Bg(x +ct), la
célérité des ondes progressives étant donnée par

E
c=1/—|.
P
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17 — Boules chargées

On considére une chaine infinie de boules chargées qui
ne peuvent se déplacer que sur les fils horizontaux.
Dans un premier temps, il faut paramétrer le systéme
pour décrire les mouvement des boules :

X
+ann+1
Yn+1
a
A M y
Yn
_ann—l
Yn-1
+qr\

On repere par y,(t) la position horizontale de la boule
de rang n al'instant ¢.
Sur la figure, on a y,—1(¢) <0, y,(#) >0 et y,4+1(£) > 0.

1¢r cas: chaque boule n’interagit qu’avec ses deux plus
proches voisines

La boule en M,, subit de la part de la boule en M, la
force électrostatique

——y

_ 672 Mn+1Mn
4mey (Mp+1My)3'

s
Fpiyion=

et de la part de la boule en M,,_; la force

2

q Mn—an
4meg (Mp-1My)3’

—
Fpi—pn=-

En notant R la réaction du fil sur la boule de rang n
(normale 4 €, en considérant qu'il n’y a pas de frot-
tement) et m sa masse, le principe fondamental de la
dynamique s’écrit

dzxn_> — — —
mF ex=Fpi1—n+ Fp_1—-n+R.

En projetant selon ¢y, on obtient

2 2

dz)’n __ 4

m _ Yn—Yn+1 q
dr? 4meg (Mp+1 Mp)3

_ Yn—Yn-1
amey (Mp-1My)3

Afin de simplifier I’étude, nous allons envisager des
mouvements de faible amplitude, soit |x,| < a. On a
alors
et ’équation du mouvement devient
d?y, q°
m =-
d? Amega

= V(0 = Yu1 (O + yu(8) = Y1 (0]
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soit

d? >
d;’z" - _47;’0“3 [29n(8) = Yns1 () = Yno1 (D) -

Nous allons considérer que la longueur d’onde A du
phénomene est grande devant a, ce qui fait que y;, va-
rie faiblement entre deux boules voisines.
Cela permet de passer a la limite continue, en intro-
duisant une fonction y(x, t), de classe C2 qui coincide
avec y,(t) pour x = na.
En développant a I'ordre deux, on a
ra=yinn+als L8
x+a,t) =y, a—+—=—=,
d Y 0x 2 0x?
soiten x = na
oy a®d’*y
D=y +a=—+——5.
Yn+1(8) = yn(1) ox 2 922
De méme
dy

a
—a,)=yxt-a=—+——5,
y(x—a,t)=yx,1) a6x+2

soiten x = na
Yn-1(1) :yn(t)—a_x+__-

On en déduit

0
¢ () =2y,(0) + a®—=
Yn+1(8) + yn_1(1) yn() +a o952

L'équation du mouvement s’écrit alors

aZy qZ

4dmegas

aZy
2

0x2

soit
0% y
o1z
On obtient I'équation de d’Alembert

_q oy
dmegoma 0x% "

%y
0t

q
VAarnegma '

2
:cz—le avec | c=
ox

2¢ cas : chaque boule n’interagit avec toutes les autres

Compte tenu de l'alternance des signes des charges,
ona

—y

qz My+2My,
4meg (Mp12My)3
On peut généraliser pour une boule derang n+ p :

—
Fpipn=

qz Mn+pMn

Forr=(=1)P .
mep=n = s Mpea M)

Dans le cas de mouvements de faible amplitude, on a
M+ p My, = pa;la projection de la force précédente se-
lon €, s'écrit

qZ

(1P —
Frnipen= (D s

(Yn—Yn+p)-
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La résultante des forces subie par la boule 7 selon €,
s’écrit alors

0o
Fy = Z Fx,n+p—>n +Fx,n—p—>n

p=1
. CIZ i(_l)pZYn_ynﬂ?_Yn—p
dmeoa’ ;= 3 '

Comme précédemment, on peut développer

ay a2p2 aZy
yx+ap,t)=yx,1t) +apa > 6x2
soiten x = na
ay a2p2 azy
Yn+p(8) = J/n(f)+6lpa—+ > oxl’
De méme
ay 612]?2 azy
y(x—ap,t)=yx,t)— apa—+ > @
soiten x = na
ay a2p2 azy
Yn-p(8) = yn(t) - apa + o a2
On adonc
62y

Y p(O+ Yn-p(8) = 2yn (D + @ p* =,

d’olt

L4 S ity
YT 4megad p3 0x?
P

p=1

=(-1)

Py 2
PN

47150 a

On reconnait la série harmonique alternée

(o) -1 14
Z( ) =-1n2,
p=1
d’ou
_ ¢*In2 %y
" Amega 0x?

Le principe de la dynamique appliqué a la boule de
rang n s'écrit
m(’)zy B g*In2 8%y

02 Amega dx?’

On obtient 'équation de d’Alembert avec une célérité
différente du cas précédent :

0%y 0%y ) cln2
——=¢c" —= avec ¢ =————=cln2
ot? 0x2 VAnegma
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18 — Ondes de gravité en eau peu pro-
fonde

Représentons la situation schématiquement :

A
_ _ — — ~
o I Ry
~
| ~
-
| L T-
(0] x x

On considere un bassin de largeur L selon Oy, de pro-
fondeur moyenne H selon Oz et de longueur infinie se-
lon Ox, rempli d’eau. Le bassin est le siege de vagues
(ondes de gravité) caractérisées par un champ de vi-
tesse U = v(x, t) €, et un champ de pression P(x, z, t).

Alinstant ¢ et 4 ’abscisse x, la hauteur d’eau est notée

h(x,t)=H+{(x,t) ou |{(x, 1)< H.
1. Le principe fondamental de la dynamique appliqué

a une particule de fluide de volume dr s’écrit

-

D 1 -
udTD—I; =—gradPdr+pudr g

soit

N
1 e e
T (V-grad) v = —grad P+ ug .
Le terme de dérivée convective étant du deuxiéme
ordre en v(x, t), on peut le négliger, d’'ou
—

ow radP+ug
T ug.

2. Projetons la relation précédente selon Ox :

PR ®V
Hor = ox -

Projetons I'’équation précédente selon Oz :

opP

0=-——pug.
5, M8

Intégrons par rapporta z:

P(x,z,t) =—ugz+C(x,1t)

ol la « constante d’intégration » est constante par rap-
port a la variable d’intégration z, c’est-a-dire est a
priori une fonction de x et de ¢.
Ecrivons la pression a la surface libre, le cote z = H +
{(x,0):

Py=—-pglH+{(x,0)]+C(x,1).

Onadonc C(x, ) = Py + uglH +{(x, )], d o

P(x,z,t)=Py+uglH+{(x,t)—z] . (P7)
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3. Dérivons (PZ) par rapporta x : 5. Dérivons (2) par rapporta ¢:

oP 0 0% 3 0%v 3 0%

ox  HMax a2~ atox 8 ox?
L'équation (PV) s’écrit alors en utilisant (2).

La surélévation ((x,t) vérifie donc I'équation de
Il@ - —ﬂg% d’Alembert
ot ox’

d’ou1’équation de couplage demandée;

ov

—o— | 1
ot Sox (1)

4. La tranche d’eau entre x et x + dx a pour hauteur
H+{(x,1), etdonc pour volume

dr=(H+{(x,1)Ldx.
Sa masse est donc
Omy(t) = uL[H +{(x,t)]dx.
Le bilan de masse entre ¢ et ¢ +d¢ s’écrit
d(6m) = 6myecy -

La variation est

dOm) =0m,(t+dt) —Omy (1)

=uL[l(x, t+dt) - C(x,)]dx = ,uLg—idtdx.

Le terme de masse recue se calcule a partir du débit
massique en fluide a travers la section en x et du débit
massique sortant a travers la section en x + dx :

O Myecu = pv(x, £)LIH +{(x, 1)1 dt
—pv(x+dx, t)L[H+{(x+dx, 1)]d¢.

En se limitant au premier ordre, les termes v(x, £){(x, t)

(eten x+dx), d’ordre deux, ne sont pas pris en compte;
il reste

O Myecu = pv(x, )LHAt — pv(x +dx, ) LHdAt

ov
=—-u—LHdtx,dt.
”ax .

Le bilan de masse s’écrit alors

0¢ ov
L—=dx,dt =-—pu—LH
u mdx dt ,uax dxdt
soit
o¢ ov
—=—-H— . 2
ot 0x @)
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0°¢ _ ,0%

02~ o2

c=+8H .

avec

6. Quand les vagues s’approchent du rivage, leur vi-
tesse ¢ diminue car la profondeur H diminue vers le
rivage.

Quand une vague est en biais par rapport au rivage, sa
partie la plus éloignée va plus vite que sa partie plus
proche (car le fond H est plus grand quand on est plus
loin du rivage); elle tend donc a la rattraper, et la vague
arrive parallelement au rivage.

7. Lavitesse d’'une vague de la vague varie comme v'H
ou H est la profondeur de '’eau. Cette derniere étant
plus élevée au sommet de la vague, ce sommet se dé-
place plus vite que la base de la vague, ce qui entraine
un déferlement.

19 — Ordres de grandeur en acoustique

Un niveau acoustique de 60 dB correspond a une in-
tensité I = Ip x 106 =10 W-m2.

Avec

- <p2> 2
[=(Tp=-— = Pm
HoC  2UpC

on en déduit py, = \/2uocl.
D’apres I'équation d’état du gaz parfait, on a

MPy 3
=——=1,20kg-m
Ho RT, 8

[YRT,
c= Yoo 0:343m-s_1,
M

-1

et

d’ott goc =408kg-m~2-s
On en déduit | pp, =2,9 x 1072 Pa .
Lamplitude de la vitesse se déduit de vy, = P_m’ soit

HocC

Um=7,0x10""m-s7! .

Pour un signal sinusoidal de fréquence f,ona v; = 3
la vitesse vaut vy = wéy =271 f&ym, d’'ott | =11nm |.
Pour une évolution adiabatique réversible d’'un gaz
parfait, la température et la pression vérifient la loi de
Laplace P!V T7 = cte, soit en différentielle logarith-
mique
4P, AT
1-7 7 +vy 7 =0
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Les variations de pression et de température étant tres

faibles, nous les assimilons aux différentielles; d’ott
-1T

Y= Z0np,
Y Po

AT =

Comme en amplitude AP = ppy,ona AT =2,4x107° K

On vérifie que py, < Py et AT <« Ty, ainsi que vy < cet
¢{m < A oulalongueur d'onde est A = ¢/ f =0,34 m. On
est tout a fait dans le cadre de 'approximation acous-
tique.

20 — Evolution isotherme ou adiaba-

tique?
1. L'équation d’Euler et ’équation de conservation de

la masse ne dépendent pas de la nature de I'évolution
du fluide; elles sont inchangées :

ov — 0 R
,an—vtl =—gradp; et #-&podiv v, =0.

L'évolution du fluide n’étant plus adiabatique, il est évi-
demment exclus d’utiliser la relation traduisant I’adia-
baticité de cette évolution. Il faut utiliser le coefficient
de compressibilité isotherme :

1 (OV) 1 ( ou )
XT = —-— | — = — | — .
viopr T M oP T
En suivant le méme raisonnement qu’en cours, on éta-
blit la relation linéarisée :

H1=HoXTP1-

2. On établit I’équation d’onde vérifiée par la surpres-
sion de la méme facon qu’en cours :

62p1 1
0r*  Hoxr

Apl =0.

La célérité des ondes acoustiques vaut alors :
1
VHoXT

Dans le cas du gaz parfait, le coefficient de compressi-
bilité isotherme a la température Tj vaut :

190 (nRTo) _nRT, 1
AT="vap\ TP )y vPZ Py
On adonc:
o M
HoXT P, RT,
P, RT,
en utilisant I’équation d’état 2220
u M

On en déduit I'expression de la célérité :

RT,
cr=1/—.
=V
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Lexpression de la célérité peut étre établie plus directe-
ment dans le cas du gaz parfait. Léquation d’état du gaz

parfait permet d’écrire g = EPO en l'absence d’onde

0
sonore. En présence de l'onde, la température restant
égale a Ty, on obtient :

+ —M(P+ )
Ho MI_RTO 0+ p1

B M
,Ul—RTOPL

Les équations d’Euler et de la conservation de la masse
permettent d’écrire :

uodivy) 0%

div(gradp;) =Apy = —

ot © ot
doil
Ap: = M 02}71_ 1 0°p
PL=RTy 072 T oo
, . e RTy
On retrouve l'expression de la célérité ct = YR

3. On calcule cr =293 m-s~!. Cette valeur n’est pasen
accord avec les résultats expérimentaux.

4.a) Il s’agitdelalongueur d’'onde A = ]—i

4.b) Pendant une période T = 1/f, la diffusion ther-
mique se fait sur une longueur caractéristique

Dwn

f
L'évolution peut étre considérée comme adiabatique
si on peut négliger la diffusion thermique, c’est-a-dire

si, pendant une période, elle se fait sur une longueur
Ly < A. 1l faut donc

D c c?
2 soit f<—.
rf D

Pour l'air, il faut f < 6 x 10° Hz = 6 GHz. Cette condi-
tion est largement vérifiée dans le domaine des ondes
acoustiques.

Lin= VDT =

21 — Propagation dans un tuyau élastique

1. Considérons la tranche de fluide comprise entre les
abscisses x et les abscisses x+dx. Nous allons effectuer
un bilan de masse sur ce systeme.
La masse de fluide vaut dm(x,t) = u(x, )S(x, ) dx.
Pendant dt, elle varie de
o b

d’m= dm(x, t+dt)—dm(x, t) = % dr
0S(x, 1) ou(x, t)

ot

dxdt.

+S(x, 1)

u(x, 1)
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La masse échangée a travers les frontiéres pendant d¢
vaut (on compte positivement la masse recue par le
systeme)

52méch =ulx, 0)S(x, Hv(x, 1 de
—u(x+dx, )S(x+dx, t)v(x+dx, t)dt
0(uSv)

=— dxd:.
0x o

Le bilan de masse s’écrit d?m = 62 mgcp, soit apres sim-
plification par dxdz:

ous) _ o(uSv)

ot 0x

Comme S(x, 1) = So + S1(x, 1), p(x,£) = po + p1(x, £) et
v(x, t) = v1(x, 1), en notant avec I'indice 1 les grandeurs
infiniment petites d’ordre 1, le bilan s’écrit

051

0
_+ _ = _
Y

at‘“ax

soit en explicitant chaque grandeur

oS P
(Lo ““)a_rl +(So + Sﬂ%

= o+ S0+ 50 2 — (o + )y
=—Ho + K1)(50 V5% Mo+t 1%

O
—(So+S)vi—.
0x
En se limitant au premier ordre vis-a-vis des termes

d’indice 1, on obtient

081 oy oy
— +Sp—— = —oSo— .
H06t+06t uooax

2. La relation traduisant 1’adiabaticité de I’évolution
du fluide s’écrit

o op

ot ZHOXSE-

La section du tuyau dépend de la pression P. En I'ab-
sence d’onde, elle vaut S(Py) = Sy. En présence de
I'onde sonore, elle vaut

ds
S(P) =S(Py + p1) = S(Po) + p1 (d_P)PO

=Sp+ p15(P0)D =Sp+ p180D

d’apres la définition de D. On en déduit

ds _ dSl _ 0}’)1
dr  dr °“or
Le bilan de masse s’écrit alors
6p1 c’)pl 61/1
SoD—+ S — =—upSp—,
Hoo0 ot oMoXS ot Ho Oax
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6p1 _ 61)1
ot ox’
L'équation d’Euler linéarisée s’écrit

soit (D + xs)

on __op

Koo = ax
En utilisant le théoreme de Schwarz entre cette équa-
tion et le bilan de masse, on obtient

021}1 1 02p1 02p1
gn___9h__p .
w0t e o PHAsI G

La surpression vérifie donc I'’équation de d’Alembert

azpl 1

*p _
oz 0

po(D+ys) 0x%

La célérité des ondes vaut

1

VioD+ys)

3. On calcule pour le tuyau métallique
Cm=1390m-s!
et pour le tuyau souple

Cel=5m- s
La célérité est considérablement réduite dans un tuyau
souple.

22 — Puissance sonore du violon

1. On considere un violon avec une corde de lon-
gueur ¢, fixée a ses deux extrémités, selon I'axe des x.
Un musicien pince la corde donnant naissance a une
onde de célérité c. Donner 'expression de 1'élonga-
tion y(x, t), ainsi que la relation liant la fréquence et le
mode.

2. Ondonne ¢ = 33 cm. Un musicien pince la corde en
son centre. Quelle est la fréquence du son émis. Quel
est l'utilité d'un archet?

3. le niveau d’intensité sonore est défini par

L(dB) = lolog(i) ,
Iy
olt Iy = 1,0x 10712 W-m™2 est le seuil d’audibilité, ou
seuil de perception. A a =1,0 m du violon, on mesure
L =70dB. Jusqu'a quelle distance d peut-on entendre
le violon? Utiliser les approximation qui vous semble-
ront pertinentes.

On donne les courbes d’égale sensation auditive.
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On adonc:
Niveau de
i 140 =
(60 5#0) T 0%¢  RTp0m  RTp 0%
~H — = —— =l =
0 e Mo ="M ox MM ox?
100 Wns 100 ] iind d’oir
S o=
80 1] 8 ] i 2 2
e — | 9% 10 5_0 _ |RT,
N i ~— -3, =0 avec cr=4/—.
60 L 0 ™~ LT 0x? c7 Or M
>~ T L so ™LA
40 mmml = = ) 4.b) Un gaz parfait subissant une évolution adiaba-
— - . . . PN . _
20 ] 20 LT tique réversible obéit a la loi de Laplace Pu~" = cte.
B S S N .
. = T | Onadonc:
phone | |-

20 100 200 1°000 2°000 107000

Fréquence (Hz)

23 — Onde sonore dans un gaz

1. Le déplacement de la tranche de fluide est, en pra-
tique, tres inférieur a la longueur d’onde d’'une onde
sonore harmonique se propageant dans le tuyau : |[{| <

¢

0x X
2. La masse de la tranche de fluide au repos est dm =
HoSdx. La conservation de sa masse s’écrit :

A.On adonc «< 1.

~
~

poSdx = puS[dx+&(x+dx, 1) —¢(x, 1)]

0
= uS dx+—€dx
0x
avec U = Uy + 1, Soit:
= (o + )1+0£~ + 1+ 9
Ho = Ho + 1 ox = Ho T+ ,anx

en négligeant le terme du second ordre. On a donc :

%
M1 =—Ho ox

3. Appliquonsle principe de la dynamique a la tranche

de masse dm = pypSdx:

deazé =[P(x)—P(x+dx, ]S
uO 6t2 - )
au premier ordre, soit avec P(x, t) = Py + p(x, 1) :
0°¢ _ dp
a2 ox’

4.a) Pour le fluide au repos, I'équation d’état s’écrit

Ho

P_RTo
0= Mﬂ0~

Pour le fluide perturbé, elle s’écrit

RT,
Py+plx,t)= V(“O + 1 (x, 1),

_RTy
p= M M1
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Popy” = (Po+ p)(uo +p1) ™"

-y
= Pop,” (1 + Pﬁo) (1 + %)

soit :

-y
(e 2) () < (2] ),
Py Ho Py Ho

En se limitant au premier ordre, on a donc:

’)/RTO
=——u=-
Ho M

M1

On en déduit donc comme précédemment

0%¢ 1 YRTy
0x2 cror: M

4.c) Oncalcule c; =290 m-s ' etc=343m-s 1.

La seconde valeur est en accord avec I'expérience, et
c’est 'hypothese d’adiabaticité qui est a retenir.

24 — Bruit d’explosion

1. Lavitesse du son dans un gaz parfait est donnée par

RT
¢ [TET.
M

Le temps mis pour parcourir la distance D vaut donc

D | M
Th=— =D .
Co YRT()

2. La célérité du son est donnée ici par

) = yRT(z):\/yR(TO—Bz): YRTy [ Bz
M M Vm VT
soit
c(z) = ¢ 1—E
Z) = Cp TOZ.

La durée mise pour parcourir une distance dz vaut

donc o
d 1 B \~
dt=—Z=—(1——z) dz.
clz) ¢ To
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La durée mise pour aller de z=0a z = D vaut donc

1 [P B \"l2
Ty=— (1 - —z) dz
Co Jo T
_BD
__To o2 g, - 2T \/—'1‘%)
BC()
2Ty BD
= /1-—=-1
BC() To
soit
2Ty BD
Ty=—>/|1- -—
BCO TO
3. Avec les valeurs numériques données, on a
B
—=~10°m™L.
T

Nous allons donc faire ’hypothese (dont il faudra véri-

BD
fier la validité a posteriori) que I « 1, soit
0

BD BD 3 (BD)?
1-4/1l-—=1-—+-— .
To 2Ty 8 To
On adonc
D 2T, BD 3 (BD)?
Th—Ty=—-——|1-1+——-=-
Co BC() 2T() 8 T()
_D D 203 B2D?
C() Co BCO 8 T02
3BD? 3 BD
=——=—-Th—.
4 ¢y T() 4 T()
On en déduit I’écart relatif
Th—Ty _ 3BD
Th - 4Ty, '
P Th— Ty
On en déduit que > 0,01 pour
Th
0,04 Ty . 2
D>—— soit |D>7,7x10°m
3 B
‘o BD 9 , . .
» On vérifie T = 1,3 x 107 «1, 'approximation

0
faite pour utiliser un développement limité est
donc justifiée.

25 — Trompette

1. Lextrémité de la trompette est ouverte sur 'atmo-
sphére, qui impose la pression P(L, t) = Py. En notant
P(x,t)=Py+ p1(x,1),onabien p;(L,£)=0

2. La situation est similaire aux oscillations forcées de
la corde de Melde : on a un nceud de vibrationen x = L,
et on impose une excitation sinusoidale a I’autre extré-
mité.
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Le nceud en x = L conduit a écrire la solution de I'équa-
tion de d’Alembert en onde stationnaire :

p1(x,t) = Acos(kx + @) cos(wt + ).

Ona

p1(L,t) = Acos(kL+ ¢)cos(wt+y) Vit

ce qui impose cos(kL+ @) =0, d’ ol

/A
kL+(p=§+mI.

On remplace donc ¢ = 5 + nx — kL, d’ott

p1(x,t) = Acos (kx— kL+ g + nn) cos(wt+ )
=(-1)"Acos (g —k(L- x)) cos(wt+)
= (—-1)" Asin[k(L — x)] cos(wt + ).
La condition en x = 0 s’écrit alors

pocoswt = (—1)" Asin(kL) cos(wt+y) V.

On peut choisir ¢ = 0, d’ott
- P
(=D"sin(kL)

On a finalement

1) sin[k(L — x)] ©0)

X, t) = po——————— cos(wt) |.

p1 Po sin(kL)

3. Lexpression de p;(x,t) fait apparaitre des réso-
nances quand le dénominateur s’annule, c’est-a-dire
quand sin(kL) =
On a alors avec la relation de dispersion w = kc

b1 cm
kpn=n— et w,=n—.

L L
Les fréquences constituants le son ne peuvent donc

étre que de la forme

fa=nfi

c
avec
hi=ar
Les fréquences données sont compatibles avec un fon-
damental de fréquence f; = 250 Hz, le son étant alors
constitué des harmoniques f; et f;.

1 on obtient L = 69 cm.

Avecc=343m-s”
Ces résultats sont compatibles avec le modele linéaire
adopté.
4. Lexpression = Py 71 (x, t) conduirait a une inten-
sité sonore

1=y = Po(vr) =0
car (v1) =0, ce qui n'est pas possible.
La bonne expression est bien s{ir = p1(x, D TV1(x, D).
0,douT(x=11=0.
Ce résultat est paradoxal, car il implique d’aucune
puissance sonore ne sort de I'instrument; on ne pour-
rait donc pas I'entendre!

Enx=L onap;(L,t)=
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» Les conditions aux limites sont plus subtiles pour
un tuyau ouvert; la condition p; (L, £) = 0 est appro-
chée : elle donne des résultats corrects pour les fré-
quences propres mais conduit a un paradoxe.

26 — Clarinette

On considere une clarinette comme étant un tube de
longueur L et de section S. Son extrémité en x = 0 est
fermée et on impose une pression Py en x = L. Au re-
pos, la pression dans le tube est Py, la masse volumique
Lo et on note c la célérité d'une onde sonore dans lair.
Le musicien lance une onde sonore dans le tube en
x=0:
P(x,t) = prpcos(wt) cos(kx).

1. Les extrémités imposent des conditions aux limites
de type « nceud » de surpression (extrémité fermée) ou
«ventre » de surpression (extrémité ouverte).

Elles justifient donc de chercher une solution de
I'équation de d’Alembert sous forme d'une onde sta-
tionnaire.

2. Equation de la dynamique linéarisée en projection
selon Ox :

0 0
,u()% = —% = prokcos(wt) sin(kx)
d’ou r
vi(x, )= P1o sin(w?t) sin(kx)
How

soit comme w = k¢

vi(x, t) = ) sin(wt) sin(kx) .
c

Ho
3. Les conditions aux limites sont :

pi(L,)=0 et v1(0,0)=0.

La paroi en x = 0 impose v; = 0, car la vitesse est nor-
male a la paroi (condition de cinématique des fluides).

4. La condition v1(0,) = 0 est déja vérifiée par le
champ des vitesses obtenu.
En x = L, on doit avoir

p1(L, t) = Pygcos(wt)cos(kL) =0 V¢t

Cette condition impose cos(kL) = 0, soit
b1
knL=—+nm.
2

Avec w,, = k,c, on obtient les pulsations propres

CTt

Wy =—
"T oL

CcTT .
+(n—1)T avec neN" .

Le fondamental a pour pulsation

cTmt

w1 =—.
Y
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. 24 . P
Le fondamental a pour pulsation w; = T soit la fré-

quence

Ccnt
h=7-

On remarque que
wn=[2(n-1)+ 1] —
" 2L
On peut donc écrire

fp=@p+1)fi avec peN.

Le son ne comporte que les harmoniques de rang im-
pair.
5. La fréquence du fondamental pour une flate est
donc

c
fia= TR
Pour une clarinette, elle vaut

fige Lo

T T 2

A longueur de tuyau égale, le son émis par une clari-
nette est plus grave (une octave plus grave) que le son
émis par une flite.

6. Avec L=65cm et ¢ =340m-s7 !, la fréquence du
fondamental est f; = 130,8 Hz.

Si on ouvre le trou central, on force un nceud de pres-
sion a se former aux environs du milieu du tuyau. Dans
la pratique, cela force I'émission de I'harmonique sui-
vant, c’est-a-dire f3 =3f; =392,3 Hz.

7. Le fondamental f; = 130,8 Hz correspond a un dos.
Le troisieme harmonique f3 = 392,3 Hz correspond au
soly, situé a un intervalle de douzieme (une octave plus
une quinte) du fondamental.

Le timbre est la « couleur » du son, défini en premiere
approximation par les amplitudes des harmoniques
qui le constituent.

28 — Fréquences propres d’'une sphére ri-
gide

1. Le premier terme correspond a une onde divergente

(apres passage au centre de la sphere) ; le second a une

onde convergente (apres réflexion sur la paroi de la

sphere).

L'équation d’Euler conduit a

ov _ op 1 ik s
MOE = —E?r = _é(—ﬁ - 7) el(wt 2 ?r
1 ik) ;
_E(_ﬁ + 7) el(wt+kr) ?r
A : B .
— I:ﬁ(l_'_lkr) el(wt_kr)‘i‘ﬁ(l_ikr) el(a)t+kr) —e>r
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d’ott 31 — Tuyau d'orgue
v=- > lAa +ikn) el@t=kr) C,'?mm?ntaire ;’?reliminaire : londe sonor.e. obéit a
iwper l'équation de d’Alembert. Nous cherchons ici une so-

+B(1—ikr) @k | B, lution sous forme d'onde stationnaire. Le milieu étant
borné, seuls des modes propres peuvent exister.

soit 1. On écrit que pi(x,y,2,t) vérifie I'équation de

. Alker — i) el@t=k) d’Alembert

- powr? 1= . Ppy @p p 1 Pp

~B(kr +D) /@ E, 92 0y 822 2 o2
2. On doit avoir soit )
lim Dy = 0. —ki—kf,—k§+%:0
Le débit volumique est donné par 5
Dy = 4772 v(r, 8). On a donc k§+kf,+k§:ac)—2 .

2. » On ne peut pas utiliser la relation p; = yycv; fai-
sant intervenir 'impédance acoustique Z, = pyc,
car cette derniére n’'est valable que pour une onde

On a donc en notation complexe

4 . .
limD, = — [-iAe"' -iBe“’]

r—0—"  pow = progressive; nous avons ici une onde stationnaire.
4mi ; L'équation d’Euler linéarisée s’écrit
=———[A+B]e =0, q
How —
ov 1 —d>
d'ouB=-A. ”O_at =—gradpi.

Le champ des vitesses s’écrit alors .. )
La projection sur les trois axes donne

A . .
U=—=|(kr—) '@ ) 4 (kr +i)e/@* | B, vy,
HowT o T = —kyxpmsin(kyx) cos(kyy) cos(k.z) cos(wt)
La composante radiale de la vitesse doit étre nulle sur
1 ., _ s S lifi . al/ly X
a paroi: v(R, 1) =0, V¢, soit apres simplification Ho— = = —kypm cos(kxx) sin(kyy) cos(k,z) cos(w?)
AkR—-D)e*R+ A(kR+1)e* R = 0. dvy.
Ho T = —kzpm cos(kxx) cos(kyy) sin(k;z) cos(wt)

Comme A # 0, on en déduit
En intégrant par rapport au temps, on en déduit

(kR—i)e R (kR+1)e*F =0,

soit _ Pk k k.2)sin(wt
[0 [0 0 o, = ke sy o) s
qui s’écrit _ Pmky . :
KRcos(kR) —sin(kR) = 0. vy = 1o cos(kyx) sin(ky y) cos(k;z)sin(wt)
2. k
Les modes propres vérifient donc - Pmk; cos(kyx) cos(kyy) sin(k, 2) sin(w?)
w
tan(kR) = kR . Ho

La vitesse normale aux parois étant nulle sur chaque

Avec la relation de dispersion w = 27 f = kc, on en dé- paroi, les conditions aux limites s'écrivent

duit la relation vérifiée par les fréquences propres :

an(ZHfR) _ 2nfR

(o}

V1x=0 enx=0etx=1L

¢ viy=0 eny=0ety=D

3. Laplus basse de ces fréquences est donc la plus pe- viz=0 enz=0etz=D

tite racine positive de tanx = x. Les conditions en x =0, y =0 et z = 0 sont vérifiées.
ne résolution numéri nduit a x = 4,5. Av = .. p e . .
Une résolution numérique conduit a x 5. Avec ¢ La condition en x = L s’écrit sin(k,L) = 0, soit kyL =

4,5¢ .
340 m-s™!, on calcule f = 7R’ soit f =4,9 kHz. n,
T
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la condition en y = D s’écrit sin(kyD) = 0, soit k,D =
nom,

la condition en z = D s’écrit sin(k,D) = 0, soit k,D =
no7, ol ny et ny et ng sont trois entiers.

On adonc

3. Larelation de dispersion s’écrit donc, avecw = 2x f :

n?n?®  nin? nin?  4n? 12
1 2 3t
+ =
L2 D? D? c?

_ o , ¢ , ¢
Tmnems =\[ Mgz + M2y + 15 7

4. Les modes propres sont caractérisés par les triplets
(n1,ny,n3). Comme D > L, la plus basse fréquence,
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qui correspond au mode fondamental, est donnée par
n; =1et ny = ng =0, soit

c
fioo= 5L

Les modes correspondant a n, = n3 = 0 correspondent
aux harmoniques de fréquence multiple de celle du
fondamental :

c
Jni00= mar = n1 fioo

donnant un son harmonieux.

La fréquence minimale non multiple du fondamental
fioo correspond an; =0, np=1etng =0 (ouny =0et
n3 = 1), soit

Cc
fm—f010— E

On calcule | fi, =17 kHz . Cette valeur est a la limite

supérieure de la bande passante de l'oreille; les sons
non harmonieux sont alors inaudibles.
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