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Physique des ondes (complément) Modélisation d'un solide

1 — Modélisation discrete

On modélise une tige solide par une chaine infinie d’oscillateurs, selon un axe Ox, constituée de masses m
identiques, reliées deux a deux par un ressort de raideur k et de longueur au repos a. Les masses, qui modélisent
les atomes d’un cristal, se déplacent sans frottement le long de '’axe Ox. Au repos, elles sont distantes de a.

On a donc une description discrete du milieu; la masse numéro n a pour abscisse au repos x = na. Lors de son
mouvement, son abscisse est x,(f) = x% +¢n(8) = na+&,(1), ot &, (1) est 'écart a sa position d’équilibre (sur la

figure 1,on a ¢, (1) >0et,—1(t) <0).
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FIGURE 1 - Chaine infinie d’oscillateurs.
La masse (n) est soumise d'une part a I'action du ressort « de droite ». Sa longueur étant :
L= X1 () = Xn(8) = X)) +Epi1 () = X = En(0) = a+ & (1) = & (D)

N
cette action vaut Tq = k[Lq—al € = k[ 11 (£) — &, (1)] € 5. La méme masse est soumise d’autre partal’action du
ressort « de gauche », de longueur :

Lg=xp(t) —xp-1(1) = xg +¢n(1) —xgl_l —Sn-1(0) = a+&p(t) —¢n-1(2).

Cette action vaut donc ?g =—kl[Lg— al €r=—k[E (1) —Epq1(D)] €y

dzxn - dzfn — . N . ..
a2 Uy = Fra Uy, appliquons a celle-ci le principe fondamental de la
dynamique en projection sur I'axe Ox :

L'accélération de la masse (n) étant
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FIGURE 2 - Approximation des milieux continus.

La distance interatomique a est typiquement de I'ordre de I'angstrém (107'% m); cette valeur étant tres faible
devant I’échelle de longueur caractérisant I'onde, il est justifié de passer a une description continue du milieu.
Dans approximation des milieux continus des milieux continus (voir figure 2), on introduit une fonction conti-

nue des deux variables x et ¢, notée &(x, £), de classe €2, qui coincide avec ¢, (f) quand x = x% =na:

((x=na,t)=&u(1).
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Un développement de Taylor a I'ordre 2 au voisinage de x} permet d’écrire :

08 a*o? 0 a3
Env1(D) = f(xgl-f- a,t) = f(xg, 1)+ (l£ + ?6_);_ =¢&n(D) +(la—i + 76—);
et
08 a® 0% & a? 0%
= 0 - = 0 —ad— —_— = — a4— _
En1 () =¢(x,,—a, 1) =¢(x,, 1) aax+ v Ea(D) a6x+ WL
< 62
ATl ordre le plus bas non nul, il reste : k[&;4+1 () — (D] — k[ER (1) — &1 (D] = az_dxi’ et la relation (1) conduit a:
0° ka? 62
FE_ka e ”

2 — Lien avec les propriétés macroscopiques du milieu

L'équation (2) fait intervenir les constantes k, a et m, caractérisant une description a I’échelle microscopique du
milieu. A I'échelle macroscopique, les propriétés élastiques d’une tige peuvent étre caractérisées par le module
de Young E du matériau.

Le module de Young d’'un matériau relie la force F exercée sur une surface S a I'allongement relatif AL/L :
F AL
—=E—. (3)
S L
. . L . , .
Une chaine de longueur L contient n = — ressorts; si AL est 'allongement total de la chaine, I’allongement de
a

—~ AL AL — AL
chaqueressortestd? = - = aT. La force s’exercant sur un atome de cette chaine vaut alors f = kd¢ = kaT.

Considérons un réseau tridimensionnel cubique simple (voir figure 3), chaque nceud étant occupé par un atome
de masse m. Une section S est traversée par N = ) chaines. La force totale s’exercant sur les atomes de cette
surface vaut donc :
F:Nf:%kagzsg.
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FIGURE 3 - Solide tridimensionnel.

F L
La contrainte ! correspondante vaut alors r i En identifiant avec I"’équation (3), on en déduit le module
a

de Young E = k/ a.
Le volume d'une maille est a3; le motif comprend un atome par maille, de masse m. La masse volumique du
matériau vaut donc p = m/a®. Léquation (2) s’écrit alors :

0%¢ 3 ka? 0*¢ _k ad 0%¢ _E 0%¢
02 m 0x2 amox: pox?’
Nous obtenons une équation aux dérivées partielles s’exprimant en fonction de paramétres macroscopiques
caractéristiques du milieu :
0%¢ E 0%

— = 4
o> p 0x? &

1. Une contrainte est une force surfacique. Elle a la dimension d’'une pression.
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